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Alle Ringe seien kommutativ mit Eins.

Aufgabe 2.1

Sei D € Z quadratfrei. Sei K := Q(v/D).

(a) Sei D < 0. Berechnen Sie die Menge der Einheiten von Ok

(b) Sei D = 2. Seien a,b € Z so dass u := a + by/2 > 1 eine Einheit in O
ist. Zeigen Sie, dassa > 1 und b > 1.

(c) Sei D = 2. Zeigen Sie, dass 1 + /2 eine Einheit in Of ist. Zeigen
Sie, dass, falls u > 1 eine Einheit in O ist, so existiert ein £k € N mit

u=(1++2)F
(d) Sei D = 2. Folgern Sie, dass
(£ +V2)F | ke 7}

die Menge der Einheiten von O ist.
Hinweis: In Teil (a) behandeln Sie die Félle D = —1 und D = —3 getrennt.

Aufgabe 2.2

Sei K ein Korper.

(a) Seien V ein K-Vektorraum und ¢ : V. — V eine lineare Abbildung.
Definieren Sie eine Aktion von K[z] auf V' durch

Kz xV =V (Z a;x’,v) > and™ (V) + ... + a16(v) + agu.
=0

Zeigen Sie, dass V' mit dieser Aktion ein K[x]-Modul ist.

(b) Sei M ein K[x]-Modul. Zeigen Sie, dass die Abbildung
G M — M, m—z-m

K-linear ist.
Auf diese Weise bekommen wir eine sinnvolle Bijektion zwischen der Menge der
K[z]-Moduln und die Menge der Paare (V, ¢) wobei V' ein K-Vektorraum ist
und ¢ : V — V eine K-lineare Abbildung ist.
(c) Seien V' ein K-Vektorraum und ¢ : V. — V eine K-lineare Abbildung.
Sei V' mit der K[x]-Modulstrukture aus (a) versehen. Sei U ein K-
Untervektorraum von V.

Unter welcher Bedingung ist U ein K[x]-Untermodul von V'?




Aufgabe 2.3

Der Zweck dieser Aufgabe ist einen alternativen Beweis der Wohldefin-

iertheit der (endlichen) Dimension eines freien Moduls zu geben. Deswe-

gen benutzen Sie in dieser Aufgabe bitte nicht, dass die Dimension eines

freien Moduls wohldefiniert ist.

Sei R ein Ring. Seien M der freie R-Modul M := R" und ay, ..., a,, eine Basis

fir M mit m <n.

(a) Sei A die n x n Matrix iber R mit ay, ..., a,, als die ersten m Reihen und
die restlichen Reihen null. Zeigen Sie, dass eine n x n Matrix P mit

PA=1
existiert.
(b) Betrachten Sie det A um zu zeigen, dass m = n ist.

(c) Folgern Sie, fiir jeden R-Modul M: besitzt M eine Basis mit genau n
Elementen, so hat jede Basis von M genau n Elemente.

Aufgabe 2.4

Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Der Torsionsuntermodul My, von M ist
die Menge derjenigen Elemente m € M fiir die ein Nichtnullteiler » € R mit
rm = 0 existiert.

(a) Zeigen Sie, dass M, ein Untermodul von M ist.

(b) Seien R ein Ring und M, N R-Moduln. Zeigen Sie, dass
(M ® N)tor - Mtor ® Ntor

gilt.

(c) Seien R ein Ringund M, N R-Moduln. Sei ¢ : M — N ein R-Homomorphismus.

Zeigen Sie, dass
gb(th") g Ntor

gilt.
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