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Alle Ringe seien kommutativ mit Eins.
Aufgabe 6.1
Ein Ring heißt lokal falls er genau ein maximales Ideal besitzt. Zeigen Sie, dass
R genau dann lokal ist, wenn R\R× ein Ideal ist.

Aufgabe 6.2
Seien A,B Integritätsbereiche. Ein Homomorphismus f : A → B heißt ganz,
wenn f(A) ⊆ B eine ganze Ringerweiterung ist.
Seien A,B Integritätsbereiche und f : A → B ein Homomorphismus. Sei S
eine multiplikative Untermenge von A mit 0 /∈ S und 0 /∈ f(S).
(a) Zeigen Sie, dass f(S) eine multiplikative Untermenge von B ist.

(b) Definieren Sie S−1B := f(S)−1B und

S−1f : S−1A→ S−1B

durch S−1f(x/s) := f(x)/f(s). Zeigen Sie, dass S−1f ein Homomorphis-
mus ist.

(c) Sei f : A→ B ganz. Zeigen Sie, dass S−1f : S−1A→ S−1B ganz ist.

Aufgabe 6.3
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich. Sei S ⊆ R eine multiplikative
Untermenge ohne Null. Zeigen Sie, dass S−1R ganz abgeschlossen ist.

Aufgabe 6.4
Sei R ein Integritätsbereich. Sei M die Menge der maximalen Ideale.
(a) Zeigen Sie, dass R = ∩m∈MRm gilt.

Hinweis: Sei r ∈ ∩m∈MRm. Betrachten Sie das Ideal

Ir := {x ∈ R | rx ∈ R}CR.

(b) Sei R ein Integritätsbereich und {Ri | i ∈ I} eine Menge von ganz
abgeschlossenen Unterringen von R. Zeigen Sie, dass ∩i∈IRi ganz abgeschlossen
ist.

(c) Zeigen Sie, dass R genau dann ganz abgeschlossen ist, wenn für jedes
m ∈M der Ring Rm ganz abgeschlossen ist.
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