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Alle Ringe seien kommutativ mit Eins.
Aufgabe 7.1
Seien K ein Körper und L eine endlich separable Erweiterung von K mit
[L : K] = m. Seien Ω die normale Hülle von L/K und σ1, ..., σm die paarweise
verschiedene K-Einbettungen von L nach Ω. Zeigen Sie, dass falls β1, ..., βm
eine Basis für L/K ist, dann gilt

D(β1, ..., βm) = det(σiβj)
2.

Aufgabe 7.2
Seien K = Q( 4

√
3) und L = Q(

√
3). Berechnen Sie NL/Q(

√
3) und NK/Q(

√
3).

Berechnen Sie SpL/Q(
√

3) und SpK/Q(
√

3).

Aufgabe 7.3
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich mit Quotientenkörper K.

Seien L eine separable Erweiterung von K mit [L : K] = n und B := R
L

der ganze Abschluß von R in L. Sei β1, ..., βn ∈ B eine Basis für L/K. Seien
M :=

∑n
i=1Rβi und

M ′ := {α ∈ L | SpL/K(αγ) ∈ R für alle γ ∈M}.

Zeigen Sie, dass
M ⊆ B ⊆M ′

gilt.



Aufgabe 7.4
Seien L = Q(β), β /∈ Z ganz über Z, f := c0 + c1x + ... + cnx

n ∈ Z[x]
das Minimalpolynom von β über Q und f ′ die Ableitung von f . Seien β1 =
β, β2, ..., βn die paarweise verschiedene Nullstellen von f . Schreiben Sie

f = (x− β)(α0 + α1x+ ...+ αn−1x
n−1)

wobei α0, ..., αn−1 ∈ L.
In Teil (a) und Teil (b) berechnen wir die zu 1, β, ..., βn−1 dual Basis bezüglich
BL/Q. In Teil (c) und Teil (d) finden wir eine explizite Beschreibung von M ′

aus 7.3 wobei R = Z, K = Q und β1 = 1, β2 = β, ..., βn = βn−1.
(a) Beweisen Sie, dass für 0 ≤ r ≤ n− 1

n∑
i=1

f(x)

(x− βi)
βri

f ′(βi)
= xr

gilt.

Hinweis: Sei g(x) :=
∑n

i=1
f(x)

(x−βi)
βr
i

f ′(βi)
− xr ∈ L[x]. Zeigen Sie, dass

g(x) die Nullstellen β1, ..., βn hat.

(b) Sei F/K eine endlich separable Erweiterung. Sei p := a0 + a1x + ... +
amx

m ∈ F [x]. Wir definieren

SpF/K(p) :=
m∑
i=0

SpF/K(ai)x
i.

Zeigen Sie, dass für 0 ≤ r ≤ n− 1

SpL/Q

(
f(x)

(x− β)

βr

f ′(β)

)
= xr

gilt. Folgern Sie, dass

SpL/Q

(
βi

αj
f ′(β)

)
= δij

gilt.

(c) Zeigen Sie, dass

f(x)

x− β
=
f(x)− f(β)

x− β
=

n−1∑
j=0

 n∑
i=j+1

ciβ
i−1−j

xj

gilt.



(d) Zeigen Sie, dass

Z1 + Zβ + ...+ Zβn−1 = Zα0 + Zα1 + ...+ Zαn−1

gilt.

Hinweis: Verwenden Sie Teil (c) um die Determinante der Basisweschsel-
matrix von (1, β, ..., βn−1) nach (α0, ..., αn−1) zu berechnen.

(e) Sei M := Z1 + Zβ + ... + Zβn−1. Betrachten Sie M ′ aus 7.3 bezüglich
der Basis 1, β, β2, ..., βn−1. Folgern Sie, dass

M ′ = f ′(β)−1R[β]

gilt.
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