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Alle Ringe seien kommutativ mit Eins.
Aufgabe 2.1

(a) Sei n € N. Es sei U(n) die Menge der Einheiten von Z,. Die eulersche
Phi-Funktion ¢ : N — N ist definiert durch ¢(1) := 1 und fir n > 1
¢(n) :=|U(n)|. Zeigen Sie:

(i) fiir jede Primzahl p und jedes v € N gilt ¢(p”) = p¥ — p*~!

(ii) fiir alle a,b € N mit ggT(a,b) = 1 gilt ¢(ab) = ¢(a)p(b)

(iii) fiir alle n € N gilt

p|n, p prim

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir a,b € N mit ¢(ab) # ¢(a)p(b).

Aufgabe 2.2
Sei R ein Ring.
(a) Seien I, J < R Ideale von R. Zeigen Sie, dass

I+J:={a+blaclundbeJ}
das kleinste ldeal von R ist, welches I U J enthilt.

(b) Seien I,.J <1 R Ideale von R. Zeigen Sie, dass

IJ::{Z aib; | meN, a; € lund b; € J firl1 <i<n}

1<i<n

ein Ideal von R ist und IJ C I N J. Geben Sie ein Beispiel fiir einen Ring
R und Ideale I,J < R mit IJ # I N J an. Zeigen Sie, dass INJ = 1J
gilt, falls I + J = R ist.

(c) Sei I < R ein Ideal von R. Wir definieren durch induction I' := I und
Il .= II" fiir n € N. Folgern Sie, dass I" fiir alle n € N ein Ideal von
R ist und I™ C I gilt.

(d) Sei I < R ein Ideal von R. Zeigen Sie, dass
rad(/):={a€ R|3In e Nmita" € I}

ein Ideal von R ist.




(e) Sei Z eine Menge und fiir ¢ € Z sei I; < R ein Ideal von R. Zeigen Sie,
dass N;czl; ein Ideal von R ist.

(f) Seien I} C I C --- Ideale von R. Zeigen Sie, dass | J;2, I; ein Ideal von
R ist.

Aufgabe 2.3

(a) Sei R ein Ring. Seien S ein Unterring und I < R ein Ideal von R. Zeigen
Sie, dass:

(i) S+I:={s+i|se€Sundiel} ein Unterring von R ist
(i) SN ein Ideal von S ist
(iii) I ein Ideal von S + T ist
(b) Seien j : S — S + I die Einbettung von S nach S + I (also j(s) := s)
und 7:S+1— % der kanonische Homomorphismus. Zeigen Sie, dass
ker(wj) = SN I. Folgern Sie, dass % und % isomorph sind.

(c) Seien R ein Ring und I,J <1 R ldeale mit I C J. Zeigen Sie, dass die
Funktion 7 : R/I — R/J definiert durch r + I — r + J wohldefiniert und
ein Homomorphismus ist. Zeigen Sie, dass

isomorph sind.



Aufgabe 2.4

Seien R ein Ring und I < R ein Ideal von R. Sei ¢ : R — R/I der kanonische

Homomorphismus.

(a) Seien Rp,; die Menge der Unterringe von R, die I enthalten und Rp/; die
Menge der Unterringe von R/I. Zeigen Sie, dass die Abbildung

¢* i Rr1 — Rryr, ¢ 15+ ¢(5)
bijektiv und inklusionserhaltend ist.

(b) Seien Zp ; die Menge der Ideale von R, die I enthalten und Z/; die Menge
der Ideale von R/I. Zeigen Sie, dass die Abbildung

¢ Ipr — Igyp, ¢ J = ¢(J)

bijektiv und inklusionserhaltend ist.

Aufgabe 2.5

Sei R ein Ring. Sei M eine multiplikative Untermenge mit 0 ¢ M (d.h. fiir

a,b € M gilt abe M und 1 € M). Zeigen Sie:

(a) Es gibt ein echtes Ideal I <R, das maximal ist mit der Eigenschaft INM =
0.

(b) Jedes solche I ist prim.
Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Zorn.

Aufgabe 2.6
Sei K ein Korper.
(a) Zeigen Sie, dass jeder K-Vektorraum V mit V' # {0} eine Basis hat.

(b) Sei V ein K-Vektorraum mit V' # {0}. Zeigen Sie, dass jede erzeugende
Untermenge von V' eine Basis fiir V enthalt.
Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Zorn.
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