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Aufgabe 5.1

Sei K ein Körper mit char K = p > 0.
(a) Zeigen Sie, dass für alle a, b ∈ K

(a+ b)p = ap + bp

gilt. Folgern Sie, dass für alle a, b ∈ K und n ∈ N

(a+ b)p
n
= ap

n
+ bp

n

gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

σ : K → K, a 7→ ap

ein Homomorphismus ist.

(Man nennt σ Frobenius oder Frobeniushomomorphismus.)

Aufgabe 5.2
Seien p := X3 +X2 − 2X + 1 ∈ Q[x].
(a) Zeigen Sie, dass p irreduzibel ist.

Sei θ eine Nullstelle von p in einer Körpererweiterung von Q.

(b) Schreiben Sie (θ2 − 1)−1und θ5 als Linearkombination von 1, θ, θ2.

(c) Zeigen Sie, dass Q(θ) = Q(θ2 − 1).

Aufgabe 5.3

(a) Sei L/K eine Körpererweiterung mit [L : K] = 3. Sei x ∈ L und y ∈ L\K.
Zeigen Sie, dass p, q, s, r ∈ K existieren so, dass

x =
p+ qy

r + sy

gilt.

(b) Zeigen Sie, dass das Polynom x2 + 1 irreduzibel über Q ist. Sei θ eine
Nullstelle von x2+1 in einer Körpererweiterung vonQ. Seien a, b, α, β ∈ Q.
Schreiben Sie

(a+ bθ)(α+ βθ)

als Linearkombination über Q von 1, θ



(c) Zeigen Sie, dass das Polynom x3−2 ∈ Q[x] irreduzibel ist. Sei θ eine Null-
stelle von x3 − 2 in einer Körpererweiterung von Q. Seien a, b, c, α, β, γ ∈
Q. Schreiben Sie

(a+ bθ + cθ2)(α+ βθ + γθ2)

als Linearkombination über Q von 1, θ, θ2.

Aufgabe 5.4

(a) Finden Sie das Minimalpolynom von
√
2 +
√
3 über Q.

(b) Zeigen Sie, dass Q(
√
2 +
√
3) = Q(

√
2,
√
3).

(c) Seien F ein Körper mit char (F ) 6= 2 und c, d ∈ F keine Quadrate in
F . Zeigen Sie, dass [F (

√
d,
√
c) : F ] = 4 genau dann gilt, wenn cd kein

Quadrat in F ist.
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