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Die ersten vier Aufgaben sollen am Montag 07.01.13 bis 12.00 Uhr in den
Briefkasten bei F 411 abgegeben sein. Die anderen Aufgaben sind freiwillig und
miissen nicht abgegeben werden.

Aufgabe 7.1

(a) Zeigen Sie, dass jeder algebraisch abgeschlossene Kérper unendlich ist.

(b) Sei K entweder Q oder F,, und K ein algebraischer Abschluss von K.
Zeigen Sie, dass [K : K| unendlich ist.

Aufgabe 7.2

(a) Seien K und K algebraische Abschliisse von K. Seien f(z) € K]z] ir-
reduzibel und o € K, 8 € K Nullstelle von f. Zeigen Sie, dass ein
Homomorphismus o : K — K mit o(a) = 3 und o|x = idf existiert.

Hinweis: Benutzen Sie das Zornsche Lemma.

(b) Zeigen Sie, dass der algebraische Abschluss von K eindeutig bis auf K-
Isomorphie bestimmt ist, d.h. zeigen Sie, dass je zwei algebraische Ab-
schliisse isomorph iiber K sind.

Aufgabe 7.3

Seien K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss von K.

(a) Sei K C F C K und sei F normal iiber K. Zeigen Sie, dass fiir jeden
K-Endomorphismus ¢ : K — K ¢(F) = F gilt.

(b) Sei K € F C K und sei F normal iiber K. Zeigen Sie, dass jedes
irreduzible Polynom iiber K mit einer Nullstelle in F' vollstindig in F
zerfallt.

(c) Sei F/K eine algebraische Koérpererweiterung. Folgern Sie, dass F/K
genau dann normal ist, wenn alle f € K[x] irreduzibel mit einer Nullstelle
in F vollstindig in F zerfallen.



Aufgabe 7.4

(a) Finden Sie einen Korper F' und endliche Kérpererweiterungen K7, Ko von
F mit [Kl : F][KQ : F] > [KlKQ : F]

(b) Seien K/F eine algebraische Korpererweiterung und oy, ..., oo, € K. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(I) F(Ckl, ...,Oén) = Span F{ala ,Oén}
(i) Span p{ai,...,a,} ist ein Korper

(i) 1 € Span p{ai,...,a,} und fiir alle 4, j a;o; € Span p{a, ..., o}

Aufgabe 7.5
Berechnen Sie die Zerfillungskdrper von 2% — 2 und 2 4 4 iiber Q in C.

Aufgabe 7.6
Sei S ={7" | k € NU{0}} C Z. Welche der folgenden Ringe sind isomorph?

Fr x Fy, S7YZ, Zz)/(Tx — 1), Fylz]/(z*+5), Z/(49)

Aufgabe 7.7
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

1. Jedes maximale ldeal ist ein Primideal.

2. Korper haben keine Primideale.

3. Jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealbereich.

4. Jeder Hauptidealbereich ist ein faktorieller Ring.

5. Das Polynom z? + 8z + 2 € Q[z] ist irreduzibel.

6. Das Polynom z* + 23 + 2 + 1 € Q[z] ist irreduzibel.
7. Das Polynom (z + 1)3 + 8(z + 1) + 2 € Q[z] ist irreduzibel.
8. 5 ist irreduzibel in Z[i].

9. 4 ist irreduzibel in Z][i].
10. 4 ist prim in Z[d].
11. Jedes echte Ideal ist in einem Primideal enthalten.

12. Seien R, S Integretdtsbereiche. Der Ring S x R ist ein Integretdtsbereich.



13.

14.
15.
16.
17.

Ein Ring R ist genau dann ein Integretatsbereich, wenn das Nullideal prim
ist.

R[z]/(x3) ist ein Integretitsbereich.
Eine Korpererweiterung ist genau dann algebraisch, wenn sie endlich ist.
Die Vereinigung von zwei Idealen ist immer ein ldeal.

Der Durchschnitt von zwei |dealen ist immer ein Ideal.

Aufgabe 7.8

Eine Menge A heiBt abzihlbar, falls eine injektive Funktion von A nach N
existiert. Fiir Mengen A, B schrieben wir |A| = | B], falls eine bijektive Funktion
von A nach B existiert. Wir schreiben X fiir |N| und 2% fiir |[P(N)].

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass die Menge N x N abziahlbar ist. Seien A; unendlich
abzdhlbare Mengen. Zeigen Sie, dass U;cnA; unendlich abzahlbar ist.
Zeigen Sie, dass fir r € R mit 0 < r < 1 eine Folge (ay,)nen mit a, €
{0,1} existiert so, dass
o0
r= Z a;/2".
i=1

Betrachten Sie die Funktion ¢ von der Menge der Folgen in R definiert
durch

¢ (an)nEN — Zai/Qi'
=1

Zeigen Sie, dass [¢~1(r)| < 2 firaller € R mit 0 < r
surjektiv ist. Zeigen Sie, dass die Menge {r € R | [¢~1(r)|
abzahlbar ist. Folgern Sie, dass |R| = |P(N)|.

< 1 gilt und ¢
= 2} unendlich

Zeigen Sie, dass die Menge der reellen Zahlen die algebraisch iiber Q sind
unendlich abz3hlbar ist.

Sei (ap)nen eine Folge von reellen Zahlen. Zeigen Sie, dass Folgen (7, )nen,
(Sn)neny Mit 7, < 7Tpi1 < Spp1 < Sy und ag, ag, .., an & [y, sp] existieren.
Folgern Sie, dass R nicht abzahlbar ist.

Folgern Sie, dass 2% reelle Zahlen existieren, die transzendent iiber Q sind.

Folgern Sie, dass 2%° komplexe Zahlen existieren, die transzendent iiber Q
sind.

Abgabe Montag, 07.01.2013 bis 12.00 Uhr in die Briefkasten bei F 411.

http://www.math.uni-konstanz.de/~gregory/algebra.html



