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Aufgabe 9.1

Seien G eine Gruppe und N eine normale Untergruppe von G. Sei ¢ : G — G/N
der kanonische Homomorphismus. Falls A < G und N < A, schreiben wir
A:= A/N.

Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢* definiert durch

P A p(A)=A

eine bijektive Abbildung von der Menge der Untergruppen von G die N enthalten
in die Menge der Untergruppen von G/N ist.
Sei N < A, B. Zeigen Sie weiter, dass:

Aufgabe 9.2

(a) Sei G eine Gruppe und seien H, K < G mit [G : H] und [H : K] endlich.
Beweisen Sie, dass [G : K| endlich ist und weiter, dass

[G:K|=[G: H|H : K]

gilt.

(b) Sei G eine Gruppe und seien H, K < G mit [G : H] und [G : K] endlich.
Zeigen Sie, dass
[G:HNK|<|G:H]G:K].

Falls [G : H] und [G : K] teilerfremd sind, zeigen Sie, dass
[G:HNK|=|G: H|G: K]
Hinweis: In Teil (b) betrachten Sie die Abbildung
¢p:x(HNK)w— (zH,zK).

Vergessen Sie nicht zu erkldren, warum diese Abbildung wohldefiniert ist.




Aufgabe 9.3
Seien G eine Gruppe und K, H <1 G normale Untergruppen. Zeigen Sie, dass
G/M N N isomorph zu eine Untergruppe von G/N x G /M ist. Weiter, zeigen
Sie, dass

G/MNN~=G/M x G/N,

falls G = NM ist.
Aufgabe 9.4

Sei G eine endliche kommutative Gruppe. Ferner, sei p € N prim mit p||G|.
Zeigen Sie, dass es x € G mit |z| = p gibt.

Hinweis: Benutzen Sie Induktion nach |G|. Im Induktionsschritt betrachten Sie
G /{x) fiir ein gewisses = € G.
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