Losungen und Losungshinweise zur
Ubungsklausur

Zusammenfassung

Im Folgenden einige Lésungen und Losungshinweise zur Ubungsklausur.
Solltet ihr weitere Fragen haben, mailt eurem Tutor oder an:
merlin.carl@uni-konstanz.de.

1 Aufgabe 1

a) Behauptung:
i) Das Inverse zu 5 in Fq; ist 9.
ii) Das Inverse zu 7 in [Fq; ist 8.

Beweis: (i) 5 ist invertierbar in Fy;, denn es gilt mit dem euklidischen
Algorithmus:

geT(5,11) = ggT(5,11 — (2-5)) = ggT(5,1) = 1.
Es folgt, dass 11 — 2 -5 =1 ist, also

I1-2.5=9.5=1,

also ist 9 =571 in Fqq.
(ii) 7 ist invertierbar in Fy;, denn es gilt wie oben:

geT(7,11) = ggT(7,11 = 7) = ggT(7T— (11 = 7),11 = 7) = ggT(3,(11 = 7) = (7= (11 =7))) = 1.
4 3 4 1

Es folgt, dass (11 —7) — (7— (11 =7)) =2-11 -3 -7 =1 ist, also
2-11-3-7=8-7=1,
also 8 =771 in Fy;.
b) Voraussetzung: Gegeben sei das Gleichungssystem

z+ 10y — 222 =0
3x+y+z2=12
Tr+4y+2z=4



iber ]F11~

Behauptung: Die Lésungsmenge ist {(8,8,2) € F3,}.
Beweis: Durch Gaualgorithmus mit der erweiterten Koeffizientenmatrix.

1 10 00
3 1 1]1
7T 4 2|4
1 10 00
0 8 1|1 +821
0 4 2|4 +4z
1 10 00
0 4 1)1
0 0 2|4

Aus der Gleichung 2z = 4 folgt z = 2. Damit folgt aus der zweiten Zeile 4y+2 =
1, also 4y = 10 und y = 8. Die erste Zeile ergibt dann £ +80 = 0, also x+3 = 0,
was x = 8 bedeutet.

c¢) Voraussetzung: Sei

1 T 2
A= 0 2 2 € Mat3><3((C)
-3 -3 5

8 1. 1.
5 10° 5
_3; _1 _1

5? 10 5
3. 3 1

5t 5 5



Beweis: Durch Gaufalgorithmus.

1 4 2|1 0 0
0 2 2|0 10
-3i -3 5|0 0 1
1 00
0 2 10
0 =6 —1[3i 0 1 /) +3iz
1 i 2|1 0 0
02 2/0 10
0 0 5[3i 3 1/ +32
1 4 2|1 0 0
1 1
01 1[0 5 0] -3
3, 3 1 1
00 15 5 5/ '3
1L i o] & =% —2i\ —2iz
3, 1 3 1
01 0j-5 3-5 -5 —73
3, 3 1
10 0| 8 —%id+qgi —5i\ —iz
3 1 1
01 0]-5 ~10 ~5
3, 3 1
Also ist . " L
5 10 5
—1 3 1 1
A 51 ~15 5
3, 3 1
5 5 5

wie behauptet.

d) Behauptung: (1,2,0),(1,2,1),(4,0,1) ist eine Basis von F3.

Beweis: Durch Nachrechnen zeigt man, dass die Vektoren linear unabhéngig
sind. F2 hat Dimension 3, also spannen die drei linear unabhiingigen Vektoren

bereits eine Basis auf.

e) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K, Wy, Wy
Unterrdume von V mit Wy + Wy = V,W; N Wy = {0}. Sei By := {f1,..., 8}
Basis von Wi und Bs := {83, ..., 5%} Basis von Wh.

Behauptung: B; U Bs ist Basis von V.

Bewelis:



Zu zeigen: By U By ist erzeugend und linear unabhéngig.

Wegen W7 + Wy =V gibt es zu beliebigem v € V' Vektoren w; € Wy, wy €
Ws, so dass v = wy + wsg ist. Dann ist w; Linearkombination von By, d.h.
wy = Y. AMBF mit A} € K, und analog wy = Y10 A237, also ist v = wy +
wy =Y AIBE+ Y AZB2 € Span(By U Bo), also erzeugt Bi1 U By ganz V.

Seien A}, A2 € K mit Y 1 | AI2+>°0"  A?37 = 0. Nun folgt: Wy 3 >0 | M 57 =
— > A2B2 € Wo. Wegen WiNWe = {0} muss also > | M7 = —>"" A232 =
0 sein. Da B; und By jeweils Basen sind, miissen dann bereits alle A}, A\? = 0
sein, also ist By U By linear unabhéngig.

2 Aufgabe 2

Erinnere: Ist K ein Korper, V ein K-Vektorraum, X C V, so ist span(X)
der C-minimale Unterraum von V, der X als Teilmenge umfasst. Aquivalent
ist span(X) die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von X. Wenn
dieser Begriff Thnen nicht klar ist, lesen Sie ihn unbedingt nach - er ist von zen-
traler Bedeutung fiir die lineare Algebra.

a) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, X C V.
Behauptung: X C span(X).

Beweis: Ist z € X, so ist £ = 1 - x eine Linearkombination von Elementen von
X. Also ist z € span(X). Da x € X beliebig war, ist X C span(X).

b) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, X C V,Y C V,
XcCy.

Behauptung: span(X) C span(Y).

Beweis: Ist ¢ € span(X), etwa ¢ = Y cxa, - y, wobei a, € K, alle bis auf
endlich viele a, = 0, so ist fiir X C Y offenbar z = Xycyby - y, wobei by = ay
fiir y € X und by = 0, sonst.

¢) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, X C V.
Behauptung: span(span(X)) = span(X).

Beweis: Ist z € span(span(X)), so ex. bi,...,bn € spcm(X) und ¢y, ...,c, € K
so, dass & = X7 ,¢;b;. Zu b; ex. ferner aj, .. ,aﬁl und ¢, ...,c},. so, dass, b; =
E;“ 1chal. Damlt ist v = XL, X0 ¢ ab). Ausmultlpllzleren und Zusammen-
fassen nach gleichen Elementen von X liefert die gewiinschte Linearkombination
aus Elementen von X.

d) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, X C V, z €
span(X).

Behauptung: Es existiert X C X, X endlich, so, dass = € span(X).

Beweis (Idee): x € span(X) ergibt sich als Linearkombination von Elementen
von X, wobei nur endlich viele Koeffizienten von 0 verschieden sind. Nur die zu
diesen gehorigen endlich vielen Elemente von X sind zur Erzeugung notig.
Bemerkung: In zahlreichen Bearbeitungen wurde offenbar vorausgesetzt, dass
X selbst endlich ist. Bitte wiederholen Sie in diesem Fall die Definition von span:
span(X) ist fiir beliebige Teilmengen eines Vektorraumes erkldrt und macht kei-
ne Voraussetzungen iiber die Gréfle von X.

e) Voraussetzungen: Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, X C V, z,y €
V, x € span(X Uy)\span(X).

Behauptung: y € span(X U {z}).



Beweis: © € span(X U {y})\span(X) bedeutet: Es existieren {c,Jv € X} C
K, alle bis auf endlich viele 0, und ¢ € K so, dass * = cy + Xyexcy,v. Da
x ¢ span(X), ist ¢ # 0. Damit y = ¢ }(z — X,exc,v. Dann ist also z =
ey + LpexCyv € span(X U {z}), wie gewiinscht.

3 Aufgabe 3

a) Siehe Skript.

b) Siehe Skript.

¢) Wiren z,y € K von 0 verschieden so, dass zy = 0, so ergibt Linksmul-
tiplikation mit z~! und Rechtsmultiplikation mit ~! sofort 1 = 0, was den
Korperaxiomen widerspricht.

d) Falsch. Z ist ein Gegenbeispiel.

e) Falsch. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass endliche Charakteristiken von
Korpern stets Primzahlen sind.



