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Seien K ein Korper und n € Ny. Fiir das Ganze Blatt sei P, der K-Vektorraum
aller Polynome f mit deg f < n.

Aufgabe 2.1
Sei K ein Korper.

(a) Seien n € Ny und g € K|[z]|. Zeigen Sie, dass
D(z"g) = na""'g + 2"D(g).

Seien g, f € K|[z]. Zeigen Sie weiter, dass
D(f9) = D(f)g + fD(g).

(b) Seien i € Ny und a € K. Zeigen Sie, dass D((z — a)) = i(z — a)"!

(c) Sei jetzt char(K) = 0. Seien a € K und n € Ny. Fir 0 < i < n seien
L; : K[z] — K das Linear Funktional definiert durch L;(f) := DY(f)(a)

und P : ( € IP,. Zeigen Sie, dass

Li(P;) = 0y;.



Aufgabe 2.2
Sei K ein Korper.

(a) Fir 0 <i <nsei Q; € K[z] ungleich null mit deg@Q; = i. Zeigen Sie, dass
{Qi | 0 <i < n} eine Basis von P, ist.

(b) Sei char(K) = 0. Berechnen Sie die Taylorentwicklung von x* — 22 + 3 in 1.
(c) Seien char(K) =0 und n € N. Wir wissen, aus Teil (a), dass

B :=1,(r—1),(x—12%.. (z—1)")

eine (angeordnete) Basis von P, ist. Sei B := (1,z,2%,...,2™). Geben Sie
a;; € K an, so dass fiir die Matrix A mit Eintragen a;; fiir alle o € P, gilt
[O[]B/ = A[OZ]B.

Aufgabe 2.3
(a) Welche der folgenden Teilmengen von Q[z] sind Ideale?
(i) {f € Qlz] | f(0) = 0}
(i) {f €Qlz] | f=0o0r degf <4}
(iii) {f € Q] | D(f)(2) = 0}

Begriinden Sie Ihre Antworten.

(b) Seien K ein Korper und I; fir ¢ € N Ideale von K|[z]. Zeigen Sie, dass
Nien/; ein Ideal von K{z] ist.

(c) Seien K ein Koérper und aq,as,...,a, € K[x]. Zeigen Sie, dass das von
{ai, ..., a,} erzeugte ldeal gleich dem Durchschnitt alle Ideale die {ay, ..., a, }
enthalten ist.



Aufgabe 2.4

(a) Seien K ein Korper und t, ..., t,, € K paarweise verschieden. Fiir 0 <i <n
sei

p 17— t)

’ ti—t;)

L (ti—t)

Sei

1ty 3 ...t}
1ty 8 ...t}
Vito, ty) = | 1 L2 13 ty
1 t, 2 ... t"

Sei B := (1,z,...,2") und B' := (P,...,P,). Zeigen Sie, dass fiir alle
aelP,, [Oz]B/ = V(to, ...,tn)[a]g gllt

Diese Matrix heit die Vandermonde-Matrix.

(b) Sei wq, w1, wy € Q. Seity =11 = —1,t, =2 € Q. Sei p € Py, so dass
Wo
[pl = | w1 |. Finden Sie [p]s.
W2

Hinweis: Berechnen Sie die Matrix V(tg, t1,t5) "

Aufgabe 2.5 Zusatzaufgabe fiir Interessierte

Sei K ein Korper. Eine Teilmenge I einer K-Algebra A heiBt ein Ideal von A,
wenn [ ein Unterraum von A ist und fiir alle o € Aund 5 € I, af € I gilt. Ein
Element a eines kommutativen Ringes R heiBt eine Einheit von R, wenn es ein
b € R gibt mit ab = 1.

Zeigen Sie, dass fiir jedes o € K[[x]]\{0} ein i € Ny und eine Einheit u € K[[z]]
existieren, so dass o = z'u. Folgern Sie, dass K[[z]] ein Hauptidealring ist.
Hinweis: Finden Sie zundchst die Einheiten von K[[z]].

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
Abgabe Montag, 7.05.2012 bis 10.00 Uhr in die Briefkasten bei F 411.
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