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Aufgabe 4.1

(a) Sei σ ∈ Sn. Zeigen Sie, dass sign(σ) = sign(σ−1).

(b) Sei An die Menge alle σ ∈ Sn mit sign(σ) = 1. In der Vorlesung haben wir
gezeigt, dass An eine Untergruppe von Sn ist. Zeigen Sie, dass die Menge
aller 3-Zyklen die Gruppe An erzeugt, falls n ≥ 3. (Eine Teilmenge M einer
Gruppe G erzeugt G, falls jedes Element von G das Produkt von Elementen
von M und Inversen von Elementen von M ist.)

(c) Zeigen Sie, dass alle Untergruppen von Sn entweder nur gerade Permuta-
tionen oder die gleiche Anzahl von geraden und ungeraden Permutationen
enthalten.

Aufgabe 4.2
Sei K ein Körper. Seien V ein K-Vektorraum mit Basis {x1, ..., xn} und U ein
K-Vektorraum mit Basis {y1, ..., ym}.

(a) Seien αij ∈ K für 0 < i ≤ n und 0 < j ≤ m. Zeigen Sie, dass es eine
Bilinearform w : V × U → K mit w(xi, yj) = αij für 0 < i ≤ n und
0 < j ≤ m gibt. Zeigen Sie, dass w durch diese Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist.

(b) Für 0 < p ≤ n und 0 < q ≤ m sei wpq : U × V → K ∈ L(2)(U × V,K) die
eindeutige Bilinearform mit wpq(xi, yj) = δipδjq. Zeigen Sie, dass

W := {wpq | 0 < p ≤ n und 0 < q ≤ m}

linear unabhängig über K ist.

(c) Zeigen Sie, dass W (von Teil (b)) ein Erzeugendensystem von L(2)(U×V,K)
als K-Vektorraum ist. Geben Sie die Dimension von L(2)(U × V,K) an.



Aufgabe 4.3

(a) Sei K ein Körper und seien a1, a2, a3, a4, a5, b1, b2, b3, b4, b5, c1, c2, d1, d2, e1, e2 ∈
K. Ohne Berechnung, erklären Sie warum

det


a1 a2 a3 a4 a5
b1 b2 b3 b4 b5
c1 c2 0 0 0
d1 d2 0 0 0
e1 e2 0 0 0

 = 0.

(b) Sei A ∈ Qn×n und alle Einträge seien entweder 1 oder −1. Beweisen Sie,
dass detA ∈ Z und teilbar durch 2n−1 (in Z) ist.

(c) Seien a, b, r2, r3, r4 ∈ R4×1. Seien A := (a, r2, r3, r4) and B := (b, r2, r3, r4)
mit detA = 4 und detB = 1.

Finden Sie det(A+B) und det(r4, r3, r2, a+ b).

(d) Berechnen Sie

det


1 2 0 2
0 1 0 1
1 2 1 2
2 2 2 0


über F3.

Aufgabe 4.4
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein n-lineares Funktional ∆ : V n →
K heißt alternierend falls wenn i, j ∈ {1, ..., n} mit zi = zj und i 6= j existieren,
∆(z1, ..., zn) = 0 ist.

(a) Sei ∆ : V n → K ein n-lineares alternierendes Funktional. Zeige, dass wenn
x1, ..., xn ∈ V lineare abhängig sind ∆(x1, ..., xn) = 0.

(b) Wir sagen, dass ∆ trivial ist, wenn ∆(x1, ..., xn) = 0 für alle x1, ..., xn ∈ V .
Sei {α1, ..., αn} eine Basis von V . Zeige, dass ∆ genau dann trivial ist, wenn
∆(α1, ..., αn) = 0.

(c) Sei U ein r-dimensionaler Unterraum von V , seien xr+1, ..., xn feste Vektoren
in V und sei ∆ : V n → K ein n-lineares alternierendes Funktional. Zeige,
dass die Funktion

∆U : U r → K



definiert durch

∆U(u1, ..., ur) := ∆(u1, ..., ur, xr+1, ..., xn)

ein alternierendes r-lineares Funktional ist. Wann ist ∆U nicht trivial? Be-
gründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4.5 Zusatzaufgabe für Interessierte

Ihnen wird ein Geduldspiel gegeben, dass aus fünfzehn kleinen quadratischen
Plättchen besteht, die von 1 bis 15 durchnummeriert sind und auf einem 4 × 4
Brett so befestigt sind, dass man jedes Plättchen vertikal und horizontal in das
angrenzende Feld verschieben kann, falls der entsprechende Platz nicht bereits
von einem anderen Plättchen besetzt ist. Die Plättchen können nicht aus dem
Brett herausgenommen werden. Ist es möglich durch eine Folge erlaubter Züge
von der ersten unten abgebildeten Konfiguration zur zweiten zu kommen?
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Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
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