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Aufgabe 5.1

Erinnerung: Sei A € K™*".

Seien i,j € {1,...,n}. Die Matrix A[i|j] ist die (n — 1) x (n — 1) Matrix, die
man durch Entfernung der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A bekommt. In der
Vorlesung, haben wir definiert:

Dy;(A) = det(A[il]).
(a) Fiir feste 4,j € {1,...,n} zeigen Sie, dass die Abbildung

K" — K

(i) beziiglich der i-ten Zeile von A linear ist.

(i) fir 0 < k <n mit k # i beziiglich der k-ten Zeile von A linear ist.
(b) Fiir feste j € {1,...,n} folgern Sie, dass
K" — K
A — i(—l)”injDij(A)
i=1

eine beziiglich der Zeilen von A n-lineare Funktion ist.




Aufgabe 5.2 Die Vandermonde-Determinante
Sein > 2. Seien xq,...,x, € K und sei

n—1

1z ... 2}
n—1

o ... X

V., = det 2
1z, ... o™t

Zeigen Sie mit Induktion iiber n, dass V,, = [, <, (7; — 73).
Hinweis: Zeigen Sie, dass V,, = (z,, —x1) -+ (zp, — Tpo1) V1.

Aufgabe 5.3

(a) Wir sagen, dass eine Matrix A = (A4;;) € K™ eine obere Dreiecksmatrix
ist, wenn fiir alle 7, j € {1,...,n} miti > j gilt A;; =0.
Zeigen Sie, dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt
der Eintrage auf der Diagonalen ist (also det(A) =[], A:)-

(b) Seien a,b € K. Berechnen Sie die Determinante der folgenden n x n-Matrix:

a b ... b b
b a ... b Db
b b ... ad

S
S
S
=



Aufgabe 5.4
Sei D : K™" — K eine beziiglich der Zeilen von A € K™*™ n-lineare Funktion.
Es gelte D(A) = 0, falls zwei benachbarte Zeilen von A gleich sind.

(a) Sei A € K™ Sei A’ eine durch das Vertauschen zweier benachbarter
Zeilen von A entstandene Matrix. Zeige, dass

(b) Zeigen Sie, dass A eine beziiglich der Zeilen einer Matrix alternierende Funk-
tion ist.

Hinweis: Lesen Sie zunichst den Beweis von Satz 3 der Vorlesung 9 und be-
nutzen Sie eine dhnliche Idee zur Lésung der Aufgabe.

Aufgabe 5.5 Zusatzaufgabe fiir Interessierte
Die Eulersche Phi-Funktion ¢ : N — N ist definiert durch:

¢(n) :==[{i | 1 <i<nundggT(n,i) =1}
Sei A € Z"*™ mit Eintragen A;; := ggT(i,j). Zeigen Sie, dass
det A = ¢(1)p(2) - - - ¢(n).

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir alle n € N, n =3, #(j) gilt.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
Abgabe Dienstag, 29.5.2012 bis 10.00 Uhr in die Briefkasten bei F 411.
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