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Aufgabe 5.1

Erinnerung: Sei A ∈ Kn×n.
Seien i, j ∈ {1, . . . , n}. Die Matrix A[i|j] ist die (n − 1) × (n − 1) Matrix, die
man durch Entfernung der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A bekommt. In der
Vorlesung, haben wir definiert:

Dij(A) := det(A[i|j]).

(a) Für feste i, j ∈ {1, . . . , n} zeigen Sie, dass die Abbildung

Kn×n −→ K

A 7→ AijDij(A)

(i) bezüglich der i-ten Zeile von A linear ist.

(ii) für 0 < k ≤ n mit k 6= i bezüglich der k-ten Zeile von A linear ist.

(b) Für feste j ∈ {1, . . . , n} folgern Sie, dass

Kn×n −→ K

A 7→
n∑

i=1

(−1)i+jAijDij(A)

eine bezüglich der Zeilen von A n-lineare Funktion ist.



Aufgabe 5.2 Die Vandermonde-Determinante
Sei n ≥ 2. Seien x1, . . . , xn ∈ K und sei

Vn = det


1 x1 . . . xn−11

1 x2 . . . xn−12

. . .
1 xn . . . xn−1n

 .

Zeigen Sie mit Induktion über n, dass Vn =
∏

1≤i<j≤n(xj − xi).
Hinweis: Zeigen Sie, dass Vn = (xn − x1) · · · (xn − xn−1)Vn−1.

Aufgabe 5.3

(a) Wir sagen, dass eine Matrix A = (Aij) ∈ Kn×n eine obere Dreiecksmatrix
ist, wenn für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i > j gilt Aij = 0.

Zeigen Sie, dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt
der Einträge auf der Diagonalen ist (also det(A) =

∏n
i=1Aii).

(b) Seien a, b ∈ K. Berechnen Sie die Determinante der folgenden n×n-Matrix:
a b . . . b b
b a . . . b b
...

...
. . .

...
...

b b . . . a b
b b . . . b a


.



Aufgabe 5.4
Sei D : Kn×n → K eine bezüglich der Zeilen von A ∈ Kn×n n-lineare Funktion.
Es gelte D(A) = 0, falls zwei benachbarte Zeilen von A gleich sind.

(a) Sei A ∈ Kn×n. Sei A′ eine durch das Vertauschen zweier benachbarter
Zeilen von A entstandene Matrix. Zeige, dass

D(A) = −D(A′).

(b) Zeigen Sie, dass A eine bezüglich der Zeilen einer Matrix alternierende Funk-
tion ist.

Hinweis: Lesen Sie zunächst den Beweis von Satz 3 der Vorlesung 9 und be-
nutzen Sie eine ähnliche Idee zur Lösung der Aufgabe.

Aufgabe 5.5 Zusatzaufgabe für Interessierte
Die Eulersche Phi-Funktion φ : N→ N ist definiert durch:

φ(n) := |{i | 1 ≤ i ≤ n und ggT(n, i) = 1}|

Sei A ∈ Zn×n mit Einträgen Aij := ggT (i, j). Zeigen Sie, dass

detA = φ(1)φ(2) · · ·φ(n).

Hinweis: Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N, n =
∑

j|n φ(j) gilt.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
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