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ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

1. Übungsblatt

Abgabe am Dienstag, den 28. Oktober 2008 in der Vorlesung

1.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und seien I und J Ideale von R.

Zeigen Sie:

a) Rad(I) =
T

P⊃I prim
P.

b) Rad(I ∩ J) = Rad(I · J) = Rad(I) ∩ Rad(J).

Gilt auch Rad(I · J) = Rad(I) · Rad(J)?

c) Ist R ein Integritätsbereich, so ist R genau dann ein Körper, wenn alle Ideale Radikalideale

sind.

Lösung. a) Offensichtlich ist Rad(I) ⊆
T

P⊃I prim
P, denn mit an ∈ I ⊂ P für ein n ∈ N und

ein a ∈ R, ist auch a ∈ P, für jedes Primideal P, das über I liegt. Es bleibt ‘⊇’ zu zeigen.

Sei a ∈
T

P⊃I prim
P. Setze S := {an | n ∈ N0}. Angenommen S ∩ I = ∅. Betrachte die

Lokalisierung (?....!) S−1R von R nach S. Dann ist S−1I ein echtes Ideal in R. Dieses lässt

sich maximalisieren zu m. Betrachte nun den Homomorphismus ϕ : R → S−1R, x 7→ (1, x)

und das Urbild vom P = ϕ−1(m) in R. Dieses ist ein Primideal mit P ∩ S = ∅.

b) Sei x ∈ Rad(I∩ J), d.h. xn ∈ I ∩ J für ein n ∈ N. Dann ist x2n ∈ I · J , d.h. x ∈ Rad(I · J).

Sei nun x ∈ Rad(I · J), d.h. xn ∈ I · J ⊂ I( bzw. ⊂ J), d.h. x ∈ Rad(I) ∩ Rad(J).

Sei nun x ∈ Rad(I) ∩ Rad(J), d.h. xn ∈ I und xm ∈ J , dann xn+m ∈ I ∩ J .

c) Wenn R ein Körper ist, so ist natrlich jedes Ideal ein Radikalideal. Sei umgekehrt jedes

Ideal ein Radikalideal. Sein x ∈ R \ {0}. Angenommen 〈x〉 ist ein echtes Ideal in R, d.h.

x ist keine Einheit in R. Dann ist auch 〈x2〉 ein echtes Ideal. Damit ist dieses aber ein

Radikalideal nach Voraussetzung und damit x ∈ 〈x2〉, ergo x = ax2 für ein a ∈ R. Da

R nach Voraussetzung ein Integritätsbereich ist, dürfen wir kürzen und erhalten 1 = a · x.

Widerspruch zur Annahme, dass x keine Einheit ist.

1.2. Sei K ein Körper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist. Zeigen Sie, dass sich dann jede

K-Varietät V ⊆ An(K) als Nullstellen Menge eines einzigen Polynoms aus K[X1, ..., Xn]

schreiben lässt.



(Hinweis:

Istf(X)einnichtlinearesirreduziblesPolynomineinerUnbestimmten,sogiltf̈urdie

Homogenisierungfh(X,Y)=Ydeg(f)f(X/Y),dassfh(x,y)=0genaudannwenn(x,y)=(0,0). )

1.3. Sei L/K eine normale Körpererweiterung. Zwei Punkte (x1, . . . , xn) und (y1, . . . , yn) heißen

konjugiert über K, wenn es einen K-Automorphismus σ von L gibt, so dass (σ(x1), . . . , σ(xn)) =

(y1, . . . , yn) ist.

a) Für eine K-Varietät V ⊂ An(L) gehören mit x ∈ V auch alle Konjugierten von x über K

zu V .

b) Ist V ⊂ An(L) eine endliche Punktmenge mit der Eigenschaft, dass mit x ∈ V auch alle

Konjugierten von x über K zu V gehören, so ist V eine K-Varietät.

(Anleitung : Ist x = (x1, . . . , xn) ∈ L, so ist K[x1, . . . , xn] = K[X1, . . . , Xn]/I für ein Ideal

I, das von n Elementen erzeugt wird.)

Lösung. b) Wir können annehmen (?....!), dass V nur aus einer einzigen Bahn besteht, erzeugt

vom Element (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Wir definieren nun iterativ Polynome f1 ∈ K[X1], f2 ∈
K[X1, X2], . . . , fn ∈ K[X1, ..., Xn] wie folgt: f1 ist das irreduzible Polynom von x1 in K. Sei

f̃2 ∈ K[x1][X2] das irreduzible Polynom von x2 über K[x1], dann wähle f2 ∈ K[X1, X2] so,

dass f2(x1, X2) = f̃2. Allgemein sei f̃i das irreduzible Polynom von xi über K[x1, . . . , xi−1].

Dann wähle fi ∈ K[X1, . . . , Xi] so, dass fi(x1, . . . , xi−1, Xi) = f̃i. Wir zeigen, dass V =

Ṽ (f1, . . . , fn). Klar ist (x1, . . . , xn) ∈ V . Mit Augabenteil a) ist auch jede Konjugierte

von x = (x1, . . . , xn) ∈ V . Sei nun y = (y1, . . . , yn) ∈ V . Wir zeigen, dass y eine Kon-

jugierte von x ist. Sei i ≤ n maximal, so dass es ein σ ∈ Aut(L/K) gibt mit σ(x1) =

y1, . . . , σ(xi) = yi. Angenommen i < n. Dann ist yi+1 Nullstelle vom irreduziblen Poly-

nom fi+1(y1, . . . , yi, Xi+1), ebenso wie σ(xi+1). Da L/K[y1 . . . , yi] normal ist, gibt es eine

K[y1, ...yi]-Automorphismus τ von L mit τ(σ(xi+1)) = yi+1 (?....! Eine wesentliche Eigen-

schaft von normalen Körpererweiterungen L/K ist, dass sich K-Isomorphismen zwischen

Teilkörpern zu K-Automorphismus auf L fortsetzen lassen); Betrachte nun σ′ = τ ◦ σ .

Widerspruch zu i maximal.


