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Mathematische Logik

4. Übungsblatt

Aufgabe 1 Gegeben sei die Formale Sprache L von Blatt2 Aufgabe 3, zusammen mit dem
dort gegebenen Axiomensystem Σ. Zeige

Σ ` ∀x 0 + x
.
= x, sowie Σ ` ∀x (−x) + x

.
= 0.

Freiwilliger Zusatz: Zeige

Σ ∪ {1 · x .
= x} ` (−1) · x .

= −x

Aufgabe 2 Zeige:

(i) ∅ ` ∀x(ϕ→ ψ) → (∀xϕ→ ∀xψ)

Hinweis: Die Verwendung der aussagenlogischen Tautologien

(α→ (ϕ→ ψ)) → ((β → ϕ) → (α ∧ β → ψ))

sowie
(α ∧ β → ψ) → (α→ (β → ψ))

mit geeigneten Formeln α und β könnten hilfreich sein.

(ii) ∅ ` ∀x(ϕ→ ψ) → (∃xϕ→ ψ) falls x /∈ Fr(ψ).

(iii) Finde eine formale Sprache L, einen (mathematischen) Bereich, bezügliche wel-
chem den Zeichen der Sprache “sinnvoll” eine Bedeutung “zugeordnet” werden
kann. Und gib Formeln ϕ und ψ mit Fr(ϕ) ∪ Fr(ψ) = {x} an, so daß die Aussage

∀xϕ→ ∀xψ
in dem mathematischen Bereich “gilt”, nicht aber die Aussage

∀x (ϕ→ ψ) .

Aufgabe 3 Zeige, dass aus Σ ∪ {ϕ} ` ψ nicht notwendig

Σ ` (ϕ→ ψ)

folgt, wenn ϕ keine Aussage ist.

Hinweis: Um zu zeigen dass eine Formel nicht beweisbar aus einem Axiomensystem ist, darf
man einen mathematischen Bereich (wie z.B. die reellen Zahlen) angeben, in dem alle Axiome
“gelten”, nicht aber besagte Formel.

Abgabe: Mittwoch 29. November 2005, in der Vorlesung.


