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Vorwort

Dieses kurze Buch ist enstanden aus den Ausarbeitungen der Vortriage im
Hauptstudiumsseminar ‘Algebraische Kurven’ im Sommersemester 2009 an
der Universitdt Konstanz.

Inhaltlich war das Ziel, mit relativ wenigen Vortragen das Thema Aufiésung
von Singularititen ebener Kurven tber algebraisch abgeschlossenen Kdrpern
abzudecken, wobei wir uns in der Vorgehensreihensweise lose an Fultons
Buch [Fu| gehalten haben.

Der geringen Teilnehmerzahl, aber auch der Tatsache, dass die meisten der
Teilnehmer im vorangegangenen Semester eine Einfithrungsvorlesung zur
algebraischen Geometrie von Prof. A. Prestel gehort haben, hat uns da-
zu bewogen ausgehend von den Begriffen und Wissen dieser Vorlesung in
die Thematik einzusteigen, und nicht im Fultonstil erst langsam die Be-
grifflichkeiten aufzubauen. Im Anhang an die Ausarbeitungen ist deswegen
ein Appendix, der nocheinmal zusammenfasst von welchem Wissen iiber
die algebraische Geometrie die Seminarteilnehmer in ihren Vortrigen haben
ausgehen diirfen.

An dieser Stelle mochte ich das Engagement der Studenten hervorheben, die
ja die nicht ganz einfache Aufgabe hatten, alles was im Buch von Fulton zu
ihrem Thema zu finden war in den Kontext der Begriffe der vorangegangenen
Vorlesung zu setzen. Dies verlangte stellenweise etwas andere Beweiswege,
auf die die Studenten selbst - natiirlich unter Betreuung durch die Seminar-
leiter - kommen und dann auch selbst formulieren mussten.

Ausschliesslich der geringen Teilnehmerzahl war geschuldet, das das Thema
Intersection numbers, welchem im Buch [Fu] viel Platz eingerdumt wird,
nicht behandelt wurde, und deshalb der Satz von Bezout bei einem Algorith-
mus im Vortrag quadratische Transformationen leider unbewiesen verwendet
wird. Es ist aber anzumerken, dass in allen anderen Beweise in dieser Ausar-
beitungssammlung die Verwendung des Konzepts der ‘intersection numbers’
ohne allzugrossen Aufwand umgangen wurde, was letztlich die Beweise hier,
im Vergleich zu den entsprechenden in [Ful, etwas transparenter macht.
Zu guter Letzt mochte ich darauf hinweisen, dass es sich bei dieser Zu-
sammenstellung um eine vorldufige handelt, wobei klar sein diirfte, dass
fast alle Fehler und Inkonsistenzen in den Ausarbeitungen noch unkorrigiert
sind, so wird an einigen Stellen im ersten Vortrag zum Beispiel auf Ubungen
in [Ful] verwiesen (was allerdings nicht weiter schlimm ist, da die dadurch
bewiesenen Tatsachen doch relativ einfach selbst zu verifizieren sind). Aus-
serdem mag es beim Durchlesen etwas verwirrend erscheinen, dass teilweise
der Grundkorper als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt wird und teil-
weise nicht (und dariiberhinaus die Bezeichnungen zwischen K und & hin-
und-herwechseln). Dies liegt daran, dass es unser urspriingliches Ziel war,
Auflésung von Singularitiaten iiber allgemeinen Korpern, statt nur iiber al-
gebraisch abgeschlossenen Korpern zu zeigen. Erst im Laufe des Seminars
ist uns klar geworden, dass dieses Vorhaben fiir uns im Rahmen der Vorge-
hensweise von Fulton doch zu ambitioniert war.

Mit diesen Warnungen im Kopf, denke ich, dass die Ausarbeitungssamm-
lung einen knappen Zugang zum Thema ‘Auflésung von Singularitéiten ebe-
ner Kurven’ bietet fiir Studenten, die gerade eine Einfithrungsvorlesung in
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‘algebraische Geometrie’ gehort haben, und sich die Zeit sparen wollen den
etwas altmodischeren Zugang von Fulton zu diesen Grundlagen anzueignen.
Wir hoffen, dass so Auflésungserscheinungen der Lernmotivation verhindert
werden, bevor man sich iiberhaupt den Auflésungserscheinungen bei Kurven
widmen kann.

David Grimm
Konstanz, 5.August 2009
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KAPITEL 1

Lokale Funtionenringe und Regularitit

Vortragsausarbeitung von Tibor Herrmann

Ziel des gemeinsamen Vortrags mit Peter Schanbacher ist es, zu einer alge-
braischen Definition fiir singulére Punkte zu gelangen, welche im ebenen Fall
mit der geometrischen iibereinstimmt. Im ersten Teil wird bewiesen, dass
jeder Punkt auf einer irreduziblen k-Varietéit eine Umgebung isomorph zu
einer affinen Varietét besitzt. Mit diesem Resultat geniigt es dann, solche Ei-
genschaften eines Punktes auf einer irreduziblen k-Varietdt, welche nur von
Umgebungen des Punktes abhéngen, blof} fiir den affinen Fall zu beweisen
und anschliefend den allgemeinen Fall auf die Isomorphie zuriickzufiihren.

Im zweiten Teil wird eine Formel fiir die Vielfachheit eines Punktes auf
einer irreduziblen ebenen Kurve bewiesen, welche nur vom lokalen Ring des
Punktes abhéngt. Der Satz wird benétigt um eine Richtung des Theorems
in Peters Vortrag zu beweisen.

1. Lokale Funktionenringe

1.1. Proposition. Sei V eine irreduzible k-Varietit. Dann besitzt jeder
Punkt x € V eine Umgebung, welche isomorph zu einer affinen Varietdt ist.

Beweis: (nach Shafarevich, “Basic Algebraic Geometry”) Sei zundchst V/

quasiprojektiv. Ist (zg:---: x,) eine Darstellung von x € V' C P, so ist
mindestens ein x; # 0. ObdA sei xg # 0. Wir definieren
Ay ={(zo: :xp) €P"|x9#0}

Nun ist Aj kanonisch isomorph zum A"™. Dann ist V' N A{ isomorph zu einer
quasiaffinen Varietét so dal VNA{ = Y'\Y; mit Ajj-abgeschlossenen Mengen
Y, Y1 (ab hier auch quasiaffiner Fall).

Da z € V N A gibt es mindestens ein Polynom F' in Koordinaten von Ag,
so dafl F((y) = 0 fir alle y € Y7 und F(z) # 0. Wir schreiben V(F) C Y fiir
die Nullstellenmenge von F'in Y. Es ist dann € Y \ V(F') =: D(F') und
D(F) ist eine offene Umgebung von x. Wir zeigen, dafl D(F') die gesuchte
Isomorphie erfiillt:

Da Y abgeschlossen gibt es Polynome G, ..., Gy, in Koordinaten von Ag,
deren gemeinsame Nullstellenmenge Y ist: G1(Y) = --- = G, (Y) = {0}.
Wir betrachten die affine Varietiit W c A"+, welche gegeben ist durch die
Gleichungen

Gi(X1,...,Xp) = =G (X1,...,Xn) =0

F(Xy,... . X,) Xppq =1
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Es ist dann ¢ : W — D(F), (z1,...,%p41) = (71,...2,) bzw. ¢! :

D(F) =W, (z1,...,x,) — (xl, ces T, F(2, ... ,xn)_l) der gesuchte Iso-
morphismus.

Wir stellen zunéchst fest, dafl ¢ bijektiv ist, da x,4+; iiber F' bereits durch
1i,...,T, bestimmt ist.

Stetigkeit von ¢~!: Wir zeigen, da8 die Urbilder WW-abgeschlossener Mengen
abgeschlossen in D(F') sind. OBdA geniigt es dafiir zu zeigen, daf§ das Urbild
einer in W abgeschlossenen Menge, welche die durch das Verschwinden eines
einzelnen Polynoms gegeben ist in D(F') abgeschlossen ist.

Sei B = {(z1,...,2n4+1) € W | p(21,...,2n41) = 0} fiur ein beliebiges p
aus k [X1,..., X,41]. Gesucht ist ein Polynom p € kX1, ..., X,], mit

{(z1,...,2,) €D (F) | p(x1,...,20) =0} = 1 (B)

1

F(x1,..,Zn) ist (901,---,azn) eine

Da fiir alle (z1,...,2p41) € W gilt 241 =
Nullstelle der gebrochenrationalen Funktion

1
Xq,...,X,) = X, .., Xy, —
q( 1 ) n) p< 1 3 naF(le'“,Xn))

Ist d = degy b der maximale Grad von X, 1 in p so definieren wir p :=
F(X1,...,Xn)%q(X1,...,X,). Ahnlich wie beim Homogenisieren bzw. De-

homogenisieren macht man sich klar, dafl p ein Polynom in k[Xy,..., X,]
ist. Also (x1,...,z,) eine Nullstelle von p fiir jedes (z1,...,zn41) € W.

Wir zeigen: Es ist « € W genau dann eine Nullstelle von p, wenn sein
(eindeutig bestimmtes) Urbild ¢! (x) eine Nullstelle von j in D(F) ist.
Wegen F' # 0 auf D(F) gilt

p(T1,...,Tp) = <Fd-q) (z1,...,25) =0

1
o =p(r1,...,Tp+1) =0

<~ Q(gjla"'vl‘n):p<$1>"'7xn7F1(x1
yeun

Stetigkeit von @: Sel p € k[Xl,...,Xn], und V' = V(p) N D(F) so gilt
e Y(V) = V@) NW fiir p=p € k[X1,... Xp11]. Also sind Urbilder von
abgeschlossenen Mengen abgeschlossen.

Erhaltung der Regulatitit durch : Sei U C D(F) offen und ist r € Oppy(U)
regulir auf U. Es ist zu zeigen, da8 dann auch r o ¢ regulér auf ¢ ~!(U) ist.
Da r regulir auf U gibt es eine endliche offene Uberdeckung {Ui}i:h_’j
von U und zu jedem U; existieren Polynome p;, ¢; € k[X1,...,X,], so daB
V€ e U+ qi(§) #0und ry, = %. Wegen der Stetigkeit ist dann ¢~ 1(U)

offen in W und {gp‘l(Ui)}i ist eine offene Uberdeckung von ¢~ (U).

=1,...,n
Identifizieren wir k[X7,..., X,] mit seiner Einbettung in k[X,..., X, 41]
und fassen die p; und ¢; dariiber als Elemente von k[X7, ..., X,,4+1] auf, so
ist 7oy, = pz also regulir auf ¢ ~1(U).
Erhaltung der Regulatztat durch ¢=1: Sei nun U € W offen und 7 € OW(U)
reguléir auf U mit 1"‘ b, = p i fiir eine endliche offene iiberdeckung U = ul_ 1U

und p;, ¢ € k[X1,... ,Xn+1] mit ¢ # 0 in U;. Analog zu oben sind dann
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© (U) und ¢ (Ul) offen in D (F) und ¢ (ﬁ) = nglgo (f]z) Es gilt eine

Si

Darstellung foso_llcp(ffi) = # zu finden mit s;, ; € k[X1,..., Xp] und
t; # 0 auf ¢ (ffl)

Ist d := max (deanH pi, degx, ., (j¢> der maximale Grade von X, 11 in p;
und ¢;, so gilt

F(X1,.. ., Xn)" - pi (Xl, o X, 7F<X1}“”Xn)) N

TOP p(0n) = ——7

F(X17"'7Xn)d'q~i(Xla"anvm !

wobei s; und ¢; Polynome in K [X7, ..., X,,] sind.
Wegen F (X1,...,Xp) #0auf W Do (Ul) gilt

bip(0:) = 09 Gijpr0p(0;) =0

also nach Vorraussetzung ¢, 1

1o(7:) # 0. Es ist damit gezeigt, dal 7 o ¢~
regulédr auf ¢ (U ) ist.

0

1.2. Korollar. Sei V' eine irreduzible k- Varietdt. Dann gibt es eine endliche
offene tiberdeckung, deren Mengen isomorph zu affinen Varietdten sind.

1.3. Bemerkung. Aquivalenz zwischen unserer Definitionen von lokalen
Ringen und derjenigen in [Ful im affinen, irreduziblen Fall:

Bei Fulton ist der lokale Ring eines Punktes P auf einer affinen, irreduziblen
k-Varietéat V definiert als

ol (v) = {fGQuot (k[V]) |3pek[V], g€ k[VI\{0} g(P) #0 : f=

wobei k[V] den Koordinatenring von V' bezeichnet. Erinnerung: Unsere De-
finition [5.29] ist

Op(V) ={Ur)|Uofftenum P, r € Oy (U)} /~p

wobei (Uy, ) ~p (Uz, 8) <= "u,nu, = Sjuinw, fir 7 € Oy (Ur), s €
Oy (Uz) mit Uy, Us offene Umgebungen von P in V.

1.4. Bemerkung. Ist V eine irreduzible affine k-Varietdt und P € V', dann
gilt 071 (V) = 0p (V).

Beweis: Zu f € OEZ:] (V) sel f = g, d(P) # 0 eine Darstellung. Es gibt dann

Vertreter p, q € k[X1,...,X,],sodaBB p=p mod I[(V) und ¢ = ¢ mod I(V')
ist. Wir zeigen daf

~

o)y = 0p(V)

)

ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ € k[V] mit g(P) # 0 bezeichnet D (g) die
Menge V\ {N € V | g(N) = 0}. Dies ist die groite V-offene Umgebung von
P, auf der g keine Nullstelle besitzt.

p

q

|
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Zunéchst zur Wohldefiniertheit der Abbildung: Sind f = g =1L, q(P),s(P) #
0 zwei verschiedene Darstellungen von f, so ist D := D (q) N D(5) of-
fen in V und es gilt fir & € D: f(§) = 2(§) = L(&) = (&) = (&)
Es sind 2 € Oy (D(q)) und { € Oy (D(5)) mit g‘D = §|D. Also gilt

<D (q), %) ~p (D (5), g) und die Abbildung ist Wohldefiniert.
Die Injektivitdt von 7 ist die Umkehrrichtung der Wohldefiniertheit: Ist

Op(V) a7 = [(D (cj),%)} = [(D (5),2)} bei gleicher Bezeichnung wie

oben, so ist zu zeigen, daf3 g =I¢ ng] gilt. Nach definition von 7 € Op(V)
gilt:

= =L
ID 4|p
D T
< ]2 - -
4p SID
D T
— g:i
DdichtinV @ 8

Zum Beweis der Surjektivitit wéhle zu Op(V) > T einen Vertreter 7 =
[(U, r)] , U offen um P. Nach definition ist € Oy (U) und es gibt eine offene
Umgebung P € U C U, so da 75 = % fir p, ¢ € k[X1,...,Xy], q(P)#0.

Mit (’)Ef] (V) > f = £ ist dann ein Urbild unter m gefunden.
Zum Beweis der Homomorphieeigenschaften wihle Bezeichnungen wie bis-

her. Dann gilt:

(5] - () [(om 22

- [(p@np@. 2+

- (oY) oo -+ +() <

Desweiteren ist klar, dal (1) = [(V;, 1)] = 1o, vy und 7 (0) = [(V, 0)] =
00, (v) gilt. Also ist 7 ein Isomorphismus von Ringen. U

1.5. Proposition. Fiir einen Ring R sind dquivalent:
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(1) Die Menge der Nichteinheiten R\ R* ist ein Ideal.
(2) R besitzt ein eindeutiges maximales Ideal, welches alle echten Ideale
aus R enthdilt.

Beweis: Ist R\ R* ein Ideal, so ist dieses sicher maximal, denn in einem
grofleren Ideal konnten zusétzlich nur Einheiten liegen. Jedes grofiere Ideal
ist also bereits ganz R.

Ist andererseits M ein eindeutiges maximales Ideal. Sei N die Menge der
Nichteinheiten, welche nicht in M liegen. Es gilt N = &, denn falls n € N,
so wire (n) ein Ideal, welches nicht in M enthalten ist. Widerspruch. (]

1.6. Definition. Ein Ring der diese Bedingung erfiillt heif3t lokal.
Das eindeutige maximale Ideal eines lokalen Ringes ist R\R*.

1.7. Erinnerung. Ein Ring R heifit noethersch, falls jedes Ideal endlich er-
zeugbar ist. Aquivalent dazu ist die Aufsteigende Kettenbedingung: R heiit
noethersch, falls jede unendlich aufsteigende Kette von Idealend stationir
wird. Jeder Korper ist noethersch. Ist R ein noetherscher Ring, so auch R[X]
und R/I fur ein Ideal I.

Die Folgenden Lemmata fithren zu der Aussage, dafl ein Isomorphismus von
Varietéten einen Isomorphismus der lokalen Ringe induziert. Zusammen mit
der in [1.1] gezeigten Isomorphie folgt dann, dass es geniigt, Aussagen iiber
die lokalen Ringe nur fiir den affinen Fall zu beweisen.

1.8. Lemma. Ist V eine irreduzible k-Varietit und W C 'V offen und P €
W, dann gilt:
Op (V) =0p (W)

Beweis: Offensichtlich gilt Op (W) C Op (V): Ist ndmlich U C W offen
um P in W, so auch in V. Insbesondere ist eine W-offene {iberdeckung
von U C W auch V-offen und eine k-regulére Funktion r € Oy (U) ist
auch in Oy (U) definiert durch die selben rationalen Funktionen auf den
iiberdeckungsmengen. Damit gilt: [(U, r)] € Op (W) = [(U, r)] € Op (V),
also Op (W) C Op (V) /.

Wir wollen nun zeigen, da auch Op (V) C Op (W) gilt. Dazu zeigen wir,
da jede lokale Funktion in Op (V) bereits Aquivalenzklasse einer reguliren
Funktion aus Ow (U) fiir eine offen Umgebung U C W um P ist. Sei nun

U C V offen um P und 7 € Oy ([7) Betrachte nun U := W N U sowie

r = T|y. Zu T gibt es eine V-offene Uberdeckung {UZ} mit F\Ui = fi”}i

z:l,.;.,n
fiir geeignete Briiche von Polynomen f;. Dann ist U; := U; N W eine offene
iiberdeckung von U in W und es gilt ry, = f;y,. Folglich ist r € Oy (U).

AuBlerdem gilt » € Oy (U) und (U, r) ~ (U, f), sodaOp (V) > [(U, F)} =
(U, )] € Op (W), also Op (V) C Op (W).

1.9. Lemma. Sind Vi, Vs irreduzible k-Varietiten, P € Vi und ist ¢ :
Vi 5 Vi ein Isomorphismus, dann gilt:

Op (V1) = Oyupy (Va)
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Beweis: N.V. gibt es fiir jede offene Umgebung U C V5 von ¢ (P) einen
durch ¢ induzierten Isomorphismus ¢j; : Oy, (U) = Oy, (¢ (U)), r —
o, so daB fiir vy € Oy, (U), 11 := ¢}, (r2) € Oy, (¢~ (U)) und fiir alle
€ €U gilt: r1 (§) = r2 (¢ (£)). Definiere daher die Abbildung

Y Oypy(Va) — Op (V1)

(U, r)] = [ U), ¢ (1)]
Wir zeigen: 1 ist der gesuchte Isomorphismus.
Seien nun Uj, Uy offen um ¢ (P) € Vo und 72 € Oy, (Uy), s2 € Oy, (Uy).

Seien ferner U] = o H(US), Uy = ¢ 1 (U)) und ry = 50*U§ (re) €
Ov, (Uy), s1 := ¢} (s2) € Oy, (UY) die Bilder von rg, sy unter ¢, bzw.

2 2
SO*Ué/-

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von ) ist zu zeigen, da
(Us, 12) ~2 (U3, s2) = (U1, 1) ~1 (U7, s1)

Fiir die Injektivitdt ben6tigt man davon die Gegenrichtung:

(UL, 1) ~1 (U7, s1) = (Uy, 12) ~2 (Uy, s2)

Es gilt
TouinUy = S2iuinuy
= 20 Pt (gnuy) T 520 Ple-t (upnuy)
— Tiunuy = Stuinuy

= (U}, m1) ~1 (U7, 81) <= (Uy, r2) ~2 (Uy, s2)

Somit sind Wohldefineirtheit und Injektivitidt gegeben.
Zum Nachweis der Surjektivitat betrachten wir zu U offen um P € V) eine
Funktion r € Oy, (U). Diese besitzt ein Urbild unter @) némlich rop~t e

Oy, (¢ (U)), denn es gilt:
(P:;(U) (7’ o gp_l) =ro (p_l op € Oy, (U)
Damit gilt
v ([(p ), roe™)]) = [(U7)]

und somit ist auch die Surjektivitit gezeigt. O

1.10. Korollar. IstV eine irreduzible k- Varietit, P € V und ist W eine af-
fine k-Varietit und ¢ : W — (W) C V ein Isomorphismus von Varietditen
mit ¢ (W) offen um P, dann gilt O, (py (W) = Op (V).

1.11. Satz. Op(V) ist ein noetherscher, lokaler Integrititsbereich.

Beweis: Wegen obigen Korrollars und Proposition|L.1], geniigt es, den affinen
Fall zu zeigen.
Wir benutzen im Folgenden die Aquivalenz aus Bemerkung

OP(V)%{fEQUOt(k[V])Iﬂpek[V],qek[V]q(P);é() : fzz}

und identifizieren beide Seiten.
1.) Lokalitdt: Zu f € Op(V) betrachten wir den Einsetzungshomomor-
phismus ¢ : Op(V) — K, f — f(P). Wenn f = £, r,q € k[V], so

67
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ist f ¢ ker(1) & r(P) # 0 & 3f7t =2 € OF(V). D.h. das Ideal
ker (1) € Op(V) ist dle Menge aller Nichteinheiten und damit ist Op(V')
lokal.

2.) Noethersch: Wir zeigen, da jedes Ideal in Op(V) endlich erzeugbar ist.
Sei J C Op(V) ein Ideal. Wir identifizieren sowohl & [V'] als auch Op (V') mit
ihren Einbettungen in Quot (k [V]) (Im Falle von Op(V) benutzen wir die
Isomorphie). Da k[V] noethersch ist, wird J Nk [V] endlich erzeugt, sagen
wir von f1,..., fs € k[V].

Wir zeigen: fi,..., fq erzeugen bereits J in Op(V). Ist namlich g = g €
J COp(V),sogilt r =¢q-g € JNk[V]. Also gibt es a; € k[V], so da
r=q-g=Y i afi=g=30, %

3.) Integritétsbereich: klar, da bereits k[V] ein Integritdtsbereich ist und
Op(V) <= Quot (k [V]). O

2. Tangenten und Singularititen

Vortragsausarbeitung von Peter Schanbacher

1.12. Erinnerung. Wir nennen A% die affine Ebene.

Zu einer ebenen irreduziblen affinen k-Kurve C C A?(k) gibt es ein irre-
duzibles Polynom F¢ € k[X,Y]| mit C = {(z,y) : Fe(z,y) = 0}. F¢ ist
eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Konstanten A € &k \ {0}.

1.13. Definition. Falls deg(F) = 1 nennt man C' eine Gerade.
Sei P = (a,b) € C. Schreiben ab nun kurz F' fiir Fc.

1.14. Definition. P heifit einfacher Punkt von C, falls Fx(P) # 0 oder
Fy (P) # 0. Sonst heisst P mehrfacher oder singuldrer Punkt von C' . Hier-
bei bezeichnet Fx und Fy jeweils die formale Ableitung in Richtung der
entsprechenden Komponente.

Eine Kurve die nur einfach Punkte besitzt nennen wir nicht singulire Kurve.

Falls P = (a,b) einfach ist, so heiit Fx (P)(X —a)+ Fy(P)(Y —b) Tangente
von C an P.

1.15. Bemerkung. Sei C' C A eine irreduzible ebene affine Kurve mit
(0,0) € C. Zerlege nun F, = Fj, + Fy1 + ... + F,, in homogene Terme F;
vom Grad i.

Dann ist (0,0) genau dann ein einfacher Punkt in C falls k=1. Desweiteren
ist F; dann die Tangente in (0,0).

Beweis: Zunéchst sei festgestellt, da P € C folgt 0 = F(0,0) = Fy(0,0).
Somit muss k > 1 sein. Sei (0,0) einfacher Punkt. Also Fx(0,0) # 0 oder
Fy(0,0) # 0. Fx oder Fy miissen somit eine Konstante besitzen. Nach
formaler Ableitungsregeln erhalten wir diese nur von Termen vom Grad
1. Somit muss k=1 sein. Nach der Ableitung erhalten alle Terme hoheren
Grades noch Potenzen von X bzw. Y. Damit gilt OF; (0 9 = 0und 2% (YO 0 —

fiir 4 > 1. Fiir F; = aX + bY folgt Fy(0,0) = aFl(O O — ¢ und Fy(0,0) =
OF1(00) _ p
oY -

Damit ist die Tangente Fy (P)- X + Fy (P)-Y = 2300 x4 9R(0.0) 1y
a-X+b-Y=F. O
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1.16. Definition. Sei C' € A? ebene affine Kurve und P = (0,0), F. =
Fo + Foy1 + ... + F, mit F; € kE[X,Y], homogen, deg(F;) = i mit F,, # 0,
so nennen wir die Vielfachheit von F an P: my(C) := m.

1.17. Bemerkung. em>0<«<= P=(0,0)€cC
e Fiir m = 1,2, 3 nennen wir P einen einfachen, doppelten, dreifachen
Punkt.

1.18. Bemerkung. Sei C eine k-Kurve Fo = F},, + ... + F),. Betrachte nun
C als K-Kurve. So kénnen wir F,,, = [[(L;*) schreiben wobei L; € K[X,Y]
unterschiedliche homogene Terme vom Grad 1 sind.

1.19. Definition. L; heiflen Tangenten von F an P = (0,0), r; heifit
Vielfachheit der Tangente und L; ist eine einfache, doppelte... Tangente fiir
T, = 1, 2,

Falls es m unterschiedliche Tangenten an P gibt hat heifit P gewdhnlicher
Punkt von C.

Einfacherhalber sagen wir, dass eine Linearform mit Nullstelle P die keine
Tangente ist, die Tangentenvielfachheit Null hat.

1.20. Bemerkung. Diese Definitionen werden verallgemeinert auf Punkte
P = (a,b) # (0,0). Sei T(qp) : A> — A? die Translation die (0,0) auf (a,b)
verschiebt (T(q ) (7,y) = (a +2,b+y) ). Es gilt T(;lb) =T(—a,—b)-

1.21. Definition. Sei F € k[X,Y] = O42(A?). Sei P = (a,b) setze T =
T(ap)- Schreibe FT fiir T}, (F), d.h. FT(X,Y) := F(X + a,Y + b). Dann
heiBt mp(C) := m0)(C(FT)) die Vielfachheit von C an P. Wenn FT =

Fo+..+F,und F,, = [IL;" nennen wir LiT(_a’_b) eine Tangente in P an
C der Tangentenvielfachheit r;.

1.22. Bemerkung. Falls Ox F(P) # 0 oder 0y F(P) # 0und L = Fx(P)(X—
a)+Fy(P)(Y —=b) soist LT = FL(0,0)X + FL(0,0)Y. T verschiebt die Tan-
gente von T'(C) in (0,0) zu Tangenten von C' in P = (a, b).

1.23. Lemma. Sei ¢ : K? — K? ein k-Vektorraumisomorphismus. Sei
C C A? = K? eine irreduzible affine ebene Kurve mit (0,0) € C und Fo =
Fo+...+F,. Dann ist C' = o(C) irreduzible affine ebene Kurve mit (0,0) €
C', Feo = Fpy + ...+ Ey und Fo = ©*(Fer) = Fer o w. Dann gilt F; =
©*(Fy) = Fy o ¢ fiir allem < i < n.

Beweis: Sei ¢ : K? — K? ein Vektorraumisomorphismus und sei

ai b
()
die zugehorige Matrix mit det A # 0. Fir G € k[X,Y] betrachte nun
*(G(X,Y)) = Gp(X,Y)) mit o(X,Y) = (a1 X + b1Y, 02X + b2Y). Ist
G homogen vom Grad d, so ist auch G(a1 X + b1Y,a2X + b3Y) homogen
vom Grad d. Das heit ¢*(Fy) ist homogen vom Grad i'.
Damit folgt:

FC:(P*(FC’):90*<Fm’)+"'+(p*(ﬁ1n’):Fm+-~-+Fn
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Die erste Gleichheit gilt da ¢(C) = C’. Bei der letzten Gleichung sehen wir
auf beiden Seiten eine aufsteigende Folge homogener Terme. Per Vergleich
folgt nun insbesondere F; = ¢*(Fy). O

3. Diskreter Bewertungsring

1.24. Definition. Sei R ein Integrititsring mit R # Quot(R), dann heisst
R ein diskreter Bewertungsring wenn er folgende Eigenschaften erfiillt: R ist
nothersch, lokal und das maximale Ideal ist ein Hauptideal.

1.25. Proposition. Sei R ein Integrititsring so gilt folgende Aquivalenz:

(1) R ist ein diskreter Bewertungsring
(2) 3t € R irreduzibel, so dass alle 0 # z € R eindeutig geschrieben
werden konnen als z = ut™ mit einer Einheit u und n € N.

Beweis: 71 = 2” : Sei m das maximale Ideal erzeugt von t.

Angenommen ut’ = vt/ fiir zwei Einheiten v und v sowie ¢ > j dann ist
ut'™J = v eine Einheit. Also muss ¢ = j und damit u = v gelten. Folglich ist
der Ausdruck z = ut® eindeutig.

Um zu zeigen, dass jedes z einen solchen Ausdruck besitzt nehmen wir an,
dass z keine Einheit ist (sonst z = 2t?), also gilt z € m = (¢). Dann gilt
2 = zt fiir ein z; € R. Falls nun z; eine Einheit ist, so ist z = z;t! von der
gewiinschten Form. Angenommen, es gibt fiir z keine Zerlegung der Form
z = ut™. Dann gibt es eine unendliche Kette z; = z;1t.

Da R noethersch ist wird Kette von Idealen (z1) C (22) C .... irgendwann
stationér. Also In : (z,) = (2p—1) dann Jv € R: z,41 = vzyund damit
Zn+1 = VzZp = Vtzpy1. Dann wire jedoch vt = 1 was im Widerspruch dazu
steht, dass t keine Einheit ist.

"2 =1": m = (¢) ist Menge von Nichteinheiten und Ideal. Wir zeigen dass
die einzigen Ideale in R Hauptideale (¢") mit n € N sind. Sei I beliebiges
Ideal in R. Wihle a € I so, dass a = ut™ mit n € N minimal ist. Sei b € I
weiteres Element mit der Darstellung b = vt™ mit m > n. Damit folgt
ub = avt™ ™" bzw a|b und insbesondere t"|b fiir eliebiges b € I. Folglich sind
alle Ideale von der Form I = (") fiir ein n € N und damit Hauptideale.
Damit ist offensichtlich (#) maximal. Es enthélt sogar alle echten Ideale und
ist somit einziges maximales Ideal. Also ist R lokal.

Da jedes Ideal in R Hauptideal ist, ist es insbesondere endlich erzeugt. Also
ist R noethersch. O

1.26. Bemerkung. Das Element ¢ wie in (2) nennen wir uniformisierendes
Element von R. Jedes andere uniformisierende Element hat dann die Form
ut fiir eine Einheit u in R.

Sei K der Quotientenkérper von R. Dann hat jedes 0 # z € K eine eindeu-
tige Darstellung z = ut™, mit einer Einheit v und n € Z.

Der Exponent n heifit Wert von z. Wir schreiben n = vg(z) oder falls klar
ist woher v kommt auch nur n = v(z) und definieren v(0) := oc.

Die Bewertung v auf K ist unabhéngig von der Wahl des uniformisierenden
Elements.

Fiir die Bewertung v : K — Z U oo gilt:

e v(a)=c0<=a=0
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e v(ab) = v(a) + v(b)
e v(a+b) > min(v(a),v(b))

1.27. Bemerkung. Es gilt R = {z € K : v(z) > 0} und m = {z € K :
v(z) > 0} ist das maximale Ideal in R.

1.28. Lemma. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkdorper
K. Fiir einen Zwischenring Ry mit R C Ry G K gilt dann schon R = R;.

Beweis: Betrachte x = § € Ry C K mit a,b € R aber x ¢ R. Da R diskreter
Bewertungsring kénnen wir a, b darstellen als a = uy - t"* und b = ug - t"™2
mit uq, us Einheiten und n; > 0.

Damit gilt = ¢ = 3L -¢"7" € R;. Da {1 € R* aber z ¢ R muss gelten:
ny —ng < 0.

Somit ist % € R;. Damit ist R; aber schon ganze Quotientenkorper K. Denn
jedes Element aus K ldsst sich schreiben als Z—; -t* mit s € Z. Dies ist ein
Widerspruch zu R; # K. O

4. Lokale Ringe

Sei C € A% eine affine irreduzible ebene Kurve und P € C.
Wir betrachten den Restklassenhomomorphismus

K[X,Y] - K[C]| = K[X,Y]/(Fc)
G—g

1.29. Theorem. P = (p1,p2) ist ein einfacher Punkt von C <= Op,(C) ist
ewn diskreter Bewertungsring.

Im Fall ebener affinen irreduziblen Kurven zeigte Tibor, dass

0,(C) = {g;r gi € K[C) g2(P) # o}

gilt. Wir zeigen, dass das Bild [ jeder Linearform L = aX 4 bY + ¢ durch P
die keine Tangente ist, ein uniformisierender Element von Op(C) ist.
Beweis: ” = 7: Angenommen P ist ein einfacher Punkt auf C, und L eine
Gerade durch P die keine Tangente von C an P ist.

Wir betrachten T(y, ,,,)(C) = C". So geniigt nach Satz von Tibor und Be-
merkung die Aussage fiir C' im Punkt (0,0) zu zeigen.

Sei L = aX + bY keine Tangente von (0,0) in C’ und sei T' = Fx(0,0)X +
Fy(0,0)Y die Tangente. Sei (z1,y1) € V(L)\{0} und (z2,y2) € V(T)\{0}
so sind sie insbesondere linear unabhéngig.

Sei ¢ : K2 — K? der eindeutig bestimmte Vektorraumisomorphismus mit
o(z1,y1) = (1,0) und ¢(x2,y2) = (0,1). Anmerkung: ¢ ist sogar ein Isomor-
phismus.

Nach Lemma [I.23] und dem Satz zu lokalen Ringen von Tibor reicht es die
Aussage fiir C" = ¢(C”) zu zeigen.

Ohne Einschrénkung sei deshalb P = (0,0), die X-Achse die Tangente von
P an C und die Y-Achse L.

Wir wissen dass O,(C') ein noetherscher und lokaler Integritétsring ist (siehe

Satz [T.11).
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Dass R ein diskreter Bewertungsring ist fehlt (nach Proposition , dass
maximale Ideal Hauptideal ist.

Wir zeigen, dass m,(C) schon durch z erzeugt wird.

Allgemein sind die Elemente aus Op(C) die keine Einheiten sind, gege-
ben durch m,(C) = {%| gi € K[C],1(P) =0,g2(P) # O}. Also gilt =,y €
Op(C) und da = und y in P verschwinden sind sie in m,(C) enthalten.
Insbesondere gilt m,(C) = (z,y).

Nach Voraussetzung ist P ein einfacher Punkt. Dann ist zuerst festzuhalten,
dass F' keinen konstanten Term hat, da sonst (0,0) ¢ C ist. Da die Tangente
X = 0 ist, gilt fiir die Ableitung Fx(P) = 0 und Fy(P) = 1. Dies ist nur
der Fall wenn die F' keinen linearen Term in X besitzt. Also ldsst sich F'
schreiben als F' =Y 4 homogene Terme hoheren Grades.

Wir kénnen also schreiben F = YG — X2H mit G = 1 + hohere Terme €
K[X,Y] und H € K[X]. Nun ist g(P) # 0 also ¢ eine Einheit in Op(C).
Also ist yg = 22h € K[C] und damit y = 22hg~ ' € (z) C Op(C).

7 < 7: Tibor wird dies folgt aus O

1.30. Bemerkung. Wenn P ein einfacher Punkt auf einer irreduziblen
Kurve C ist, so nennen wir vf; die Bewertung auf K(C). Sie ist definiert
durch den diskreten Bewertungsring Op(C). Fiir eine beliebige Linearform
L durch P gilt v5(L) = 1 falls L keine Tangente an C ist bzw. v5(L) > 1
falls L eine Tangente ist (Beweis fiir Y Tangente: y = x2hg~!, damit ist
vp(y) = vp(z®) +op(hg™') > 2).

5. Die Vielfachheit eines Punktes und der lokalen Funktionenring

zweiter Teil der Vortragsausarbeitung von Tibor Herrmann

Sei P ein Punkt auf einer irreduziblen, ebenen Kurve C. Die Vielfachheit
von P = (a,b) ist definiert als minimaler Formgrad in F.(X + a,Y + b),
schreibe mp(C). Zu P ist mp(C) das maximale Ideal in Op(C).

1.31. Satz. FEs gibt ein N, so da fiir allen > N
mp(C’) = dimy, (mp(c)n/mp(C)"+l)
Es hingt also die Vielfachheit von P nur vom lokalen Ring ab.

Beweis: Wir schreiben mp, Op usw. statt mp(C) bzw. Op(C).

Im Folgenden wird an einigen Stellen die Dimension von Restklassenringen
als k- Vektorrdaumen untersucht. Fir die Vektorraumstruktur werden nur die
aditive Gruppe im Ring und die skalare Multiplikation bendtigt. Falls nichts
anderes gesagt wird, sind die im folgenden auftretenden Homomorphismen
zu verstehen als k-Vektorraum Homomorphismen der additiven Gruppen
samt der skalaren Multiplikation. Die Multiplikation im Restklassenring wird
nicht betrachtet.

1. Betrachte die Inklusion
@ W grtl — Op fyntt
und die Abbildung

Y1 Opfmntl — Opfmn, f4+m"™ s f 4 m”
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Wir zeigen zunéichst, da i) wohldefiniert ist. Sind f, g € Op und f = g mod
m™ 1 dann gibt es k1, ..., kny1 € mso, daB f = g+ [ ki Mit k; = k; fiir
i=1,...,n—1und ky, = ky, - kn41 € m ist dann aber auch f = g+ [[I; ki,
also f = ¢g mod m™.
1 ist surjektiv, denn zu f+m™ ist f+m"*! ein Urbild, auBerdem ist ker ¢ =
m"/mntl = im ¢ also gilt
dim Op/mrt+t = dimker + dimim

= dimim ¢ 4 dimim

= dimm"/m+1 4 dim Op/m»
Da ¢ injektiv ist, gilt insbesondere, dass die Sequenz

0 — m"/mntl — Op/mntl — Op/mn — ()

exakt ist. ([Fu, Problem 2.49e und 2.10.7, p.28])

Nun geniigt es zu zeigen, dass es eine Konstante s gibt, so dass fiir alle
n > mp(C) gilt:
dim (Op/mn) = n-mp(C) + s

Denn dann ergibt sich

mp(C) = ((n+1)-mp(C)+5) = (n-mp(C) +5)
= dim (Op/m+1) — dim (Or/mn) = dim (™" /mn+1)

2. Gesucht ist also eine Formel, um dim (Or/m") in Abhéngigkeit von n zu
berechnen. Wir setzen dazu

I .= I(P) = {q S k[Xl, XQ] ’ q(P) = 0} C k:[Xl, Xg]

als das Ideal aller Polynome, die in P verschwinden und definieren mittels
Restklassenabbildung 7 : k [X1, Xo] — kX1, X2l/(Fo) = k[V] das Bild dieses
Ideals I := 7 (I). I ist dann ein Ideal in k [V], da 7 surjektiv ist. Wir zeigen
zunéichst Op/mn =2 k[V]/[n = k[X1,X:]/(1 Fo), um dann dim [X1,X2]/(1m Fo) zu
berechnen anstelle von dim (Or/m).

Um die Rechte Isomorphie k[V]/n = k[X1,Xz2]/(1" Fp) zu zeigen verwenden wir
den 2. Isomorphiesatz fiir Gruppen, man iiberlege sich dazu, daf§ der dabei
verwendete Homomorphismus auch die skalare Multiplikation respektiert
und sich somit als Vektorraumhomomorphismus auffassen lafit. Fiir I™ C
(I™, Fo) C k[Xy, Xo] gilt:

k[X1,Xo]/ (17 Fo) =2 FX0X2l/(Fo) /(1M Fe))(Fe) = KIVI/(1™F0))(Fe)

)
AuBerdem ist " Fo)/(Fe) = I"/(Fo) = (I/(Fo))™ = (n (I))™ =: I™ mit 7 wie
oben. Damit ist gezeigt, dass
k[V]/in 22 kV]/(1mFo)/(re) 22 FIX1,X2)/(1m Fo)
Um die gewiinschte Aussage dim (Or/mn) = dim k[X1,X2]/(1" F¢) zu erhalten,
bleibt noch die zweite Isomorphie zu zeigen:

Op/mn & K[V]/in

Wir zeigen dazu zunichst: Sind f € k[V]\ I" und g € k [V] mit g (P) # 0.
Dann ldt sich % darstellen als p+ Z, mit p € k[V] \I" und 5(P) # 0 und

7 e I". Beachte: 7 darf dann auch in I' fiir [ > n liegen.
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Beweis: Im Spezialfall f € "1\ I"gilt:

f_f-@+tgP)-g) _ _J  f-@P)-9)
g 9-9(P) g(P) g-9(P

Man beachte, da im diesem Fall dann auch p € T "_1\f " gilt.
Im allgemeinen Fall hat man f € I"\I"*! und h < n (wobei I := k[V]).

Durch iteratives Anwenden obigen Spezialfalls, erst auf %, danach auf die

T

entstehenden Restglieder %, folgt die Behauptung im allgemeinen Fall.

Damit 148t sich nun zeigen, da§ Or/mn = k[V]/[n gilt:
Es ist k[V]/i» = {ﬁ—i— I" | § € k[V]\I" oder § = 0}. Damit ist klar, daf die
Abbildung

v kVI/n —  Opfmn
_ lj]
I
injektiv ist. Nach der eben bewiesenen Darstellung ist ¢ aber auch surjektiv,
denn es ist
Op/mn = {J;—i—m" |G ek[V],g(P)#0,f e k[V]\I" oder f:()}

~ {ﬁ+m”|ﬁek[V]\f” oderpzo}

Damit ist gezeigt, dal Op/mn = k[X1,X2]/(1 ) ist.

3. Abschlielend gilt es, dim k[X1,X2]/(1m F) zu berechnen. Wir nehmen ab jetzt
oBda an, daf (ggf. nach translation der Kurve) P = (0,0) gilt.

Schreibe m = mp(C), und sei n > m. Wegen P = (0,0) ist Fo € I"™ da
alle Monome von Fp aus I™ sind. Daher gilt G € "™ — FoG € I™.
Definiere ¢ : k[X1,X2]/im — k[X1,X2]/(1" Fc) den natiirlichen Restklassenho-
momorphismus sowie den k-Vektorraumhomomorphismus

1 KIX1,Xo)/pn-m s K[X1,Xa)/17 G — FoG

In k[X1.X2]/1m gilt: H € im ) <= F¢ | H <= H € ker ¢, d.h.

0 — kX1, X2]/n—m N kX1, X2) /1 2 kX1, X2)/(17 Fo) — 0

ist exakt.

Auflerdem gilt (vgl. [Ful, Problem 2.46]): dim (k[X1,X2]/1m) = % Es ist
némlich eine Basis gegeben durch die Monome vom Grad < n — 1. Da darin
nur X, Xo vorkommen, gibt es genau ¢ + 1 Monome vom Grad ¢ (Anzahl
dermoglichen Potenzen fiir X1).
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Nach der Dimensionsformel folgt damit
dim (k[X1.X2l/(1m, Fe))
= dim (kX1 X2l/1m) — dim (k[X1,X2]/n—m)
nn+1)—(n—m)(n—m+1)

2

-1
_ nm_<m2>m
——

=S

O

1.32. Bemerkung. Ist Op ein Diskreter Bewertungsring, so folgt mit [Ful,
Problem 2.50], dass m, = dim (m;/m2**) = 1 ist. Dies wird fiir die Riickrichtung
im Beweis von benotigt.



KAPITEL 2

Aufblasungen in der affinen und projektiven Ebene

Vortragsausarbeitung von Dominic Barth

1. Einleitung

Wie auch in den letzten Vortrigen betrachten wir irreduzible Kurven in der
affinen bzw. projektiven Ebene. Das Ziel von Aufblasungen ist es, zu einer
ebenen Kurve mit Singularitéiten (dies sind mehrfache Punkte) eine Kurve
ohne Singularitéiten (also mit nur einfachen Punkten) zu konstruieren, und
zwar so, dass beide Kurven birational dquivalent sind.

Hierzu betrachten wir die entsprechende Singularitdt und ,blasen* diesen
Punkt ,,auf*, d.h. wir ersetzen ihn durch eine Gerade L. Die Punkte auf L
entsprechen dann gerade den Tangenten im urspriinglichen Punkt.

2.1. Definition. Eine Kurve ist eine eindimensionale, irreduzible k-Varietét.

2. Aufblasung eines Punktes im Affinen

Wir betrachten in diesem Kapitel zunsichst die affine Ebene A%. Es sei P :=
(0,0) € A% der Nullpunkt und U := A%\ V(X) = {(z,y) € A%|x # 0}.
Sei nun f:U — Al, (z,y) — £. Der Graph von f ist

492G = {(,y,2)|z = L 270} = {(2.9,2)ly = 22,270}

und wir definieren den Graphenmorphismus g: U — G, (z,y) — (z,y, 2).
Betrachte nun die Varietét

B:=V(Y - XZ)={(z,y,2)|ly = zz} C A>.

B ist irreduzibel, da das Polynom Y — X 7 irreduzibel ist.
Sei nun 7 : B — A? die Projektion auf die ersten beiden Komponenten,
eingeschrankt auf B.
Man sieht, dass m(B) = U U {P} und das Urbild des Nullpunktes P eine
Gerade

L:=n"YP)=1{(0,0,2)|z € k}
ist.
Damit ist B der Abschluss von G, da wegen U offen in U U P auch G =
7 1 (U) = B\ L offen in 7= }(U U P) = B ist.
Mit der Projektion 7 ist auch die Einschrankung auf die offene Untervarietét
G von B ein Morphismus; 7|¢ : G — U ist dann sogar ein Isomorphismus
mit Umkehrmorphismus g : U — G.

2.2. Definition.
Wir nennen die Varietit B := {(z,y, 2)ly = xz} C A? die Aufblasung der
affinen Ebene A? im Nullpunkt, zusammen mit der zugehorigen Projektion

23
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7 : B — A?, die wir Niederblasung nennen.
L heifit die Ausnahmefaser von .

2.3. Definition & Erinnerung. Sei ) ein Punkt auf einer irreduziblen
Kurve C. Dann ist die Vielfachheit von ) gegeben durch

mQ(C) = dimi(mg(C)" /mq(C)"*)
fiir groe n. Insbesondere ist die Vielfachheit von @) nur abhéngig vom lo-
kalen Ring Og(C).
(@ ist genau dann ein einfacher Punkt von C, also mg(C) = 1, wenn Og(C)
ein diskreter Bewertungsring ist. U

Nun betrachten wir irreduzible Kurven in der affinen Ebene A2. Sei also
C C A? eine Kurve, und ohne Einschrinkung sei der Nullpunkt P € C,
auBerdem habe C in P keine Tangente X und alle weiteren Schnittpunkte
mit der y-Achse, also mit der Geraden X, seien einfach.

Definiere Cy := C N U, Cy ist eine offene Untervarietdt von C, d.h. eine
quasiaffine irreduzible affine Kurve. Sei nun

Co =71 (Co) = g(Co) Cg(U) =n"'(U) =G

das Urbild von Cj unter 7; als Bild g(Cp) ist C{, wieder irreduzibel und als
Urbild 7=1(Cp) ist C}y wieder abgeschlossen in G.

Sei C" der Abschluss von C{) in B, es kommen zu C{, nur noch Punkte von
L hinzu, und zwar nur endlich viele, da C”\ C{, abgeschlossen im eindimen-

sionalen L, nicht aber ganz L ist.
Weiter ist 7(C") = Cp U { P}.

2.4. Lemma. Bezeichnungen wie oben. Dann gilt:
(i) Co und C, sind isomorph,
(ii) C und C" sind birational dquivalent.

Beweis: (i) Wie zu Beginn gesehen, ist 7|g : G — U bzw. g : U — G
ein Isomorphismus, und Cy := C NU C U, somit sind Cy und 7—(Cp) =
g(Cp) = C}, isomorph.

(ii) Zwei irreduzible Varietdten heiBlen birational &dquivalent, wenn es einen
Isomorphismus zwischen offenen Teilmengen von ihnen gibt. In unserem Fall
ist Cp = C'\ V(X) offene Teilmenge von C, und C} = C"\ L offene Teil-
menge von C’. Zwischen diesen offenen Teilmengen gibt es nach (i) einen
Isomorphismus und somit sind C' und C’ birational #quivalent. U

2.5. Erinnerung. Im Fall einer ebenen affinen Kurve hatten wir folgende
Charakterisierung der Vielfachheit des Nullpunktes und seiner Tangenten.
Sei C' C A? eine Kurve durch P = (0,0), X keine Tangente an C in P und
es sei F' € k[X,Y] das bis auf Skalierung eindeutige irreduzible Polynom
zu C, also V(F) = C, deg(F) = n. Wir kénnen F' schreiben als F = F, +
Fry1+ ...+ F,, wobei die Fj € k[X,Y]; homogene Polynome vom Grad
jsind (j = r,...,n) und r der kleinste in F' vorkommende Grad eines
Monoms. Nach Skalierung und da X keine Tangente in P ist, schreiben wir
F, wiederum als

s
FT‘ = H(Y — OéiX)Ti,
i=1
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die o € k paarweise verschieden, s € N, und Y7 ;7 = 7.
Dann ist P = (0,0) ein r-facher Punkt und ¥ — a; X sind gerade die unter-
schiedlichen Tangenten an P und haben jeweils Vielfachheit r;.

Im Folgenden Satz sei p := 7|cr, also wieder die Projektion, nun einge-
schrinkt auf C' C B; es gilt p(C") = n(C") = C U{P}.

2.6. Satz (Aufblasung einer ebenen affinen Kurve im Nullpunkt).
Seien C, Cy, C', C|, wie bisher, P = (0,0) € C und keine Tangente in P
sei X. Sei F € k[X,Y] das irreduzible Polynom zu C, und F = F, + F,1 +
coot+ Fpound Fr =TI (Y — 0, X)" wie eben. Zu jedem Punkt Q € Cy sei
Q' = 7YQ) der entsprechende Punkt auf C}y. Dann gilt:

(i) mq(C) = my (),

(i) Esist p Y (P)={P,...,P} mit P =(0,00)€0L,

(i) Die Vielfachheit des Punktes P; ist mp,(C") < r;.

2.7. Korollar. Ist P = (0,0) eine gewohnliche Singularitit, so ist jeder
Punkt P; = (0,0, ;) € C' ein einfacher Punkt.

Beweis: Da P gewohnlich ist, gibt es keine mehrfachen Tangenten, d.h. es
ist 7, = 1 fiir alle 4. Somit ist 1 < mp, (C") < r; =1 fiir alle 7. O

3. Beweis des Satzes zur Aufblasung

Teil (i) zeigen wir direkt anhand von Lemma 2.3. Da die quasiaffinen Va-
rietdten Cp undCj) isomorph sind, sind die lokalen Ringe Og(C') und Og/ (C’)
gleich.

Da nach 2.2 die Vielfachheit eines Punktes nur von dem lokalen Ring des
Punktes abhingt, sind also auch die Vielfachheiten in @ und Q’ gleich.

Fiir den Beweis von (i) und (7i7) benotigen wir noch etwas Vorarbeit...
Hierzu betrachten wir einen weiteren Morphismus

w:A2 5 BCA3 o(z,2) — (z,22,2).
Da die Projektion von B auf die (z, z)-Ebene ein inverser Morphismus ist,
ist ¢ ein Isomorphismus. Damit kénnen wir

Yi=mop:A? = A% (z,2) = (z,z2)

definieren. Hierbei ist E := ¢~Y(P) = o }(L) = {(z,2) € A?|xz = 0} eine
Gerade.
Dann ist die Einschrénkung v : A%\ E — U offensichtlich ein Isomorphismus.

Sei C nun eine irreduzible ebene affine Kurve wie in dem Satz, Cp = CNU.
Definiere (analog zu C') Cy := 1p~1(Cy) und es sei C' der Abschluss von Cj.
Dann sind wie im Lemma 2.3 die beiden Kurven C’O und Cy isomorph,
withrend C' und C birational dquivalent sind. Weiter gilt:

2.8. Lemma. Bezeichnungen wie bisher. Sei Fo = Fp.+ Fry1+...+ F, das
Polynom zur Kurve C, die F; homogene Polynome vom Grad j. Dann ist

Fa(X,Z) = Fo(1,2) + XFo1 (1, 2) + ...+ X" "y (1, 2).
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Beweis: Fiir (x,z) € C muss gelten (z, z) € C.
Mit ¥(z, z) = (x,22) = (z,y) haben wir

F(W(X,2)=F(X,XZ)=X"F,(1,Z) + ...+ X"F,(1,2) = X"F(X, Z).

Somit gilt FO|F, und es teilt auch X nicht mehr F, da F,(1, Z) # 0 ist.
Wire nun F = GH, dann wiire F(X,Y) = X"F(X, ¥) = X"G(X, 1 )H(X, ¥)
und somit F' reduzibel, Widerspruch.

Also ist F irreduzibel, und da V(F) D Cy, ist V(F) = C. O

Jetzt beweisen wir Teil (ii) & (iii) des Satzes, mit einem ,, Umweg® iiber C:

Es ist @Zle(P) = F, und da Cj abgeschlossen in A%\ E ist, sind die Punkte
in C'\ Cy gerade

CNE = {(O,a)|F(O,oz) =F,.(1,a) =0}

dies sind wiederum die Punkte P; = (0, o).
Da ¢ : (z,2) — (z,xz, z) ein Isomorphismus ist, und (p(p,,) =(0,0,0;) = P,
ist also auch
C'\Co={p(P)| i} ={R| i}.
Da nun p(P;) = P fiir alle 4, erhalten wir p~*(P) = {P,| i}.
Um nun die Vielfachheit eines Punktes P; zu ermitteln, verschieben wir
diesen (mit Kurve) auf den Nullpunkt und betrachten dann den kleinsten
vorkommenden Grad. Wir haben also F(X, Z + «;) = F,(1,Z + o) + ... +
X""F,(1,Z + a;). Betrachten nur
S
F.(1,Z+4+ o) = H(Z +oa;— o) =2" H(Z +a; — o).
=1 i#i

Beim Ausmultiplizieren ist der Term kleinsten Grades Z" [, ; (o — ;)™ #
0, da a; # oy fiir j # 1.
Somit kommt in F(X,Z + o) ein echter Term vom Grad r; vor, also ist
m ]51_(0’ ) <y
Da ¢ ja ein Isomorphismus ist, haben wir insbesondere Op, (C") = Oﬁi(é)
und nach 2.2 haben P; und P; dieselbe Vielfachheit. Also gilt auch

mp,(C') <r;.

Damit ist der Satz bewiesen.

4. Aufblasung von Punkten im P?

2.9. Definition & Erinnerung (Segre-Einbettung). Seien m,n € N. Die
injektive Abbildung
L P x P — prtmtnm

((o:eooimn),(Wo: - :Ym)) —> (ToYo : -+ 2 TOYm : TLYO & «eevv & TnYm)
heifit Segre-Einbettung.
Eine Menge in P™ x P™ ist offen/abgeschlossen, wenn sie das Urbild unter
der Segre-Einbettung einer offenen/abgeschlossenen Menge in P+ it
der iiblichen Zariskitopologie ist.



4. AUFBLASUNG VON PUNKTEN IM P2 27

Anders gesagt: Wir definieren die Zariski-Topologie auf P™ x P™ durch die
Segre-Einbettung ¢ in den P?"t™+7™ mit der Zariskitopologie.

2.10. Bemerkung. Fiir zwei Morphismen ¢ : U - V und ¢ : U - W
ist auch ¢ : U — V x W mit ¢(u) := (¢1(u), p2(u)) ein Morphismus.

Nun blasen wir die projektive Ebene in mehreren Punkten auf. Definiere
Uy == {(zo : 71 : m2)|ze # 0} = P2\ V(X3); es seien Py,..., P, € P?
paarweise verschiedene Punkte, 0.E. P; = (a;, 1 a;, : 1) € Us (1 =1,...,5).
Es sei U := P2\ {Py,..., P;} und wir definieren

fi U — Pl, (x() T X .1:2) — (xo — QT2 1 T — ailxg).

Weiter sei f:= (f1,...,fs) : U =P x ... xPLaxw (fi(z):...: fs(x)).
Sei G C P2 x P! x ... x P! der Graph von f und g : U — G der zugehdorige
Graphenmorphismus.

Definiere nun
B := V(EO(XI —ailXQ) —Y;l(Xo—aing)‘i =1,.. .,S) - P2xPlx... XPl,

wobei (Y, : Y;,) die Koordinaten der i-ten projektiven Gerade seien.
Weiter sei m : B — U die Projektion auf die projektive Ebene, eingeschrinkt
auf B.

2.11. Definition.

Wir nennen B die Aufblasung der projektiven Ebene in den Punkten Py, ..., P;,
zusammen mit der Projektion 7, die wir Niederblasung nennen.

Die E; := 7~ Y(P;) (i=1,...,s) heiflen die Ausnahmefasern von 7.

Es ist G C B, wie man durch leichtes Nachrechnen sieht. Auflerdem ist
B abgeschlossen; dazu zeigen wir die Abgeschlossenheit der Mengen B; :=
V(Y (X1 — ai, Xo) — Y, (Xo — ai, X2)) € P2 x PL, mit der Segre-Einbettung
L P2 x P — PS5

Wir zeigen dies o.E. fiir i = 1. Seien hierzu zj; := 31, (k=0,1,2,5 =0,1)
die homogenen Koordinaten im P°.

Wir betrachten die Varietét Ay := V(Z19 — a1 Z20 — Zo1 + apZ21) und sehen,
dass ¢(B) C A ist. Fiir die andere Richtung sei z € ANim(c). Da ¢ injektiv
ist (durch die sechs Gleichungen z; = x1y;), erhalten wir zu z eindeutige
T und Yj (k =0,1,2, 5 =0, 1), und wegen (ZIO —a1290 — Zo1 + a[)ZQl) =
Yo (X1 — a1, X2) — Y1(Xo — a1, X2) ist auch B D 1~ 1(A).

Also haben wir insgesamt By = :~!(A1) und B ist somit abgeschlossen.
Mit den B; sind auch B] := B; X P! x ... x P! abgeschlossen, und damit
auch der Schnitt ();_; B} = B.

Es gilt B; = {P;} x fi(P1) x ... x P x ... x fo(P;), wobei P! an i-ter Stelle
steht. Also ist F; isomorph zu P

Weiter ist B\ J;_; Ei = BN (U x P! x ... x P!) = G. Die linke Gleichheit
gilt, da die hinteren Komponenten durch Vorgabe der ersten bestimmt sind;
also wire jeder Punkt, der in der ersten Komponente P; stehen hat, schon
in F;. Ebenso folgt die rechte Gleichheit.

Damit ist 7|g : G — U ein Isomorphismus mit Umkehrmorphismus g.
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Nun betrachten wir projektive Kurven in P2.

Sei also C eine ebene projektive Kurve, seien P; (i = 1,...,s) Punkte von
C, 0.E. P; € Uy und wieder U := P2\ {Py,..., P}.

Definiere (wie im Affinen) die quasiprojektive Kurve

Co:=CnNnU=C\{P,...,Ps}.
Sei weiter C}) := g(Cp) = 7~ 1(Cp) und C’ der Abschluss von C}).

2.12. Lemma. Bezeichnungen wie eben. Dann sind Cy und C{, isomorph,
C und C' sind birational dquivalent.

Beweis: Analog zu Lemma 2.3 im Affinen. (]

Durch diese Isomorphie sehen wir, dass die Punkte von C{; und deren Viel-
fachheit wieder den Punkten von Cy mit Vielfachheit entsprechen.

Nun untersuchen wir noch die Punkte auf
C'\Ch=C"na'{PYuU...Uu{P})=C"Nn(ELU...UE,).

Wir untersuchen die C' N Ey, ..., C' N E, einzeln.

Ohne Einschrinkung betrachte C' N Ej.

Es sei m: B — P? x P! die Projektion auf die ersten beiden Komponenten,
eingeschriinkt auf B, und es sei By := n(B) C P? x PL.

Es ist By gerade die Aufblasung im Punkt P;. Denn: Die Aufblasung im
Punkt P; ist durch die Varietét

By = V(Y1,(X1 — a1, X2) — Y1, (Xo — a1,X2)) C P? x P!

definiert. Da in By durch das Projizieren auf P2 x P! nur diese gleiche Bedin-
gung an Y7, und Y7, iibrigbleibt, gilt By = By. Die zugehorige Niederblasung
nennen wir y.

Damit ist nach Definition B wiederum die Aufblasung von Bj in den Punk-
ten, die Py, ... P; entsprechen.

Die Einschrankung mg|p\s_, g, : B\ Ui—a Bi = By \Ui—o{ P2} x fi(F;) ist
sogar ein Isomorphismus.

Hiermit ist gezeigt, dass wir die Ausnahmefasern einzeln untersuchen kénnen
und fiir die Vielfachheiten der Punkte auf der Ausnahmefaser P € C' N E;
gilt:

mp(C') = my_(p)(77(C"))

Sei Cy' := 7w7(C"), also nach eben Gezeigtem die Aufblasung von C in P;.
Bisher befinden wir uns also in folgendem Diagramm:

5y
OO/ — () — Cll

oA

Co——=C
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Nun wollen wir zeigen, dass wir den zu untersuchenden Punkt ohne Ein-
schrankung , verlegen*“ konnen, also dass die Aufblasung nach einem Koor-
dinatenwechsel isomorph zur Aufblasung in diesem Punkt ist.

2.13. Lemma. Sei P € P2. Sei Bp C P2xP! die Aufblasung der projektiven
Ebene in P, m die Niederblasung. Sei weiter T : P? — P? ein projektiver
Koordinatenwechsel mit T(P) = (0:0:1). Dann gibt es einen projektiven
Koordinatenwechsel Ty : P1 — P! so, dass (T, T1)(Bp) = Brpy = Bo:0:1)

Beweis: Seio.E. P = (a:b:1). T ist auf K durch eine invertierbare Matrix
D = (d5)i j=1,2,3 gegeben. Gesucht ist nun eine 2 x 2-Matrix C' = (v;5)s,;. O
Sei C also eine projektive Kurve, P; € C, T ein projektiver Koordinaten-
wechsel mit T(Py) = (0:0:1), C° := T(C). Seien weiter C'' bzw. CV" die
jeweiligen Aufblasungen in P; bzw. in (0:0:1) mit entsprechenden Projek-
tionen 7 und 7o, und sei 77 mit T x Tl(Cll) =",

Dann haben wir ein weiteres kommutierendes Diagramm:

T><T1

Cl/ Col
- l lm
C Lo

Da Koordinatenwechsel Isomorphismen sind, wied die Kurve hier isomorph
abgbildet, insbesondere bleiben alle Vielfachheiten der Punkte auf der Kurve
erhalten.

Insgesamt haben wir

Cy — et T 0
Tg \ / /
e 1 0
Co C T cY

Schliefflich zeigen wir, dass die Vielfachheiten der Punkte auf der Ausnah-
mefaser der Aufblasung im Projektiven gleich denen auf der Aufnahmefaser
der Aublasung des Nullpunktes im Affinen ist.

Zunéchst noch ein paar Erinnerungen:

2.14. Definition & Erinnerung. Als Menge ist P" = K"*!/K*, die Ge-
raden in k"t1,

Sei v, . . ., vy eine Basis von K" H := span{v1,...,v,} eine Hyperfliche.
Sei der projektive Punkt x € P" beliebig, (aq : ... : a;) seine Koordinaten-
darstellung beziiglich vy, . .., v,.
Dann gibt es einen Isomorphismus
o o
Kvg,n - PP\ H = A", (g :...:0p) — (—1 ).

a0’
Einen solchen Isomorphismus nennen wir eine affine Karte von P".

2.15. Korollar. Sei U; := P" \ V(X;) und sei V. C P" eine projektive
Varietit mit V. NU; # 0. Dann ist VNU; = W C A", W eine affine
Varietdt.
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2.16. Bemerkung. Sei C ein ebene projektive Kurve und weiter Cyg =
Keg.er.eo(C) die entsprechende Kurve in der affinen Karte. Dann gilt:
(1) Fcaﬂ‘(XO)Xl) = FC(XOa X17 1)
(ii) Fo(Xo, X1, X?) ist die Homogenisierung von Fg, . (Xo, X1) nach
Xo.

Mit dem Koordinatenwechsel von eben kénnen wir also ohne Einschrankung
€0 betrachten. Sei C°' die Aufblasung von C? in (0:0:1) mit Ausnahmefa-
ser E(g.0.1) = {(0:0:1)} x PL.

Die zugehorige Niederblasung nennen wir 7y : cY - 0.

Sei weiter C% = C°N U, eine (nach 4.6) affine Kurve , und C’gff/ die Aufbla-
sung von CSH im Nullpunkt mit Ausnahmefaser L1 und Niederblasung m,g.
Nun zeigen wir, dass folgendes Diagramm kommutiert:

3

c’ Co
™0 l iﬂ'aff
C'D0'NU, — Cl

Hierbei sei « die affine Karte beziiglich der Standardbasis.
Fir Bug die Aufblasung der affinen Ebene im Nullpunkt und Big.g.1) die
Aufblasung der projektiven Ebene in (0:0:1) sei £ : Bag — B(g.0.1) definiert
durch

E(xyzz,2) =(x:xz:1) x (2:1).
Man sieht, dass § injektiv ist, und damit ist § : Bag — B(o:0.1) N (U2 % Un)
ein Isomorphismus, wobei Us C P2 und U; C P! sind.
Wichtig hier ist, dass auch L; durch den Isomorphismus abgebildet wird, es
ist 5([11) = FkEiNU;.
Es bleibt also zu zeigen, dass 5(025/) =Y gilt.

Hierzu erinnern wir uns an den Isomorphismus aus Kapitel 3, ¢ : A2 — Bag,
o(x,z) = (z,xz, z) mit Umkehrmorphismus 71 3, und es war @) := mag 0 ¢.
Weiter definieren wir

£:A% > B:0:1) E(z,2) = (z:xz:1) x (1:2).
Dann ist §~: Eop.
Gegeben ist nun also unsere Kurve C° mit Fro(Xp, X1, X2) homogen, womit
zu C% nach Korollar 4.8 Feo (X,Y) =Foo(X,Y,1) ist.
Wie in Kapitel 3 sei nun FCOH = F. + ... F,; mit Lemma 3.1 erhalten wir
Feo (X,2) = Fi(1,Z) + ... X"""Fy(1, Z), wobei C% = ¢=1(CY%) sei.

Betrachte hier nun das erweiterte Diagramm:

CY' 2CY N (Uy x Uy) '

O~
o
[ Taff
Can

o "
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Da C? irreduzibel ist, ist auch die Aufblasung C°’ und damit C% N (U; x Uy)
irreduzibel. Da zudem C’g , N (UyxUy) und C° birational dquivalent sind,
reicht es zu zeigen, dass fiir (,2) € C% auch m o &(x,2) € O gilt.

Dies rechnet man schnell nach, denn es ist mo o £(z,2) = (z : 2z : 1). Wenn
FC‘SH (xz,z) = 0, so ist auch 0 = Feo (v,22) = Feo(z, 22, 1) und somit liegt

mo 0 &(z, 2) auf Cp, wenn (z, z) auf Cgﬁl liegt.
Also ist € ein Isomorphismus mit & (C”gﬁ) =Y

. . = . . . ~,0
Insgesamt ist damit & = € o 71 3 ein Isomorphismus mit &(C7,g) = C?'.

Damit ist gezeigt:

Sei C' eine Ebene projektive Kurve. Die Vielfachheit des Punktes P, € C'ist
gleich der Vielfachheit des Nullpunktes auf C’gﬁ, da sie durch die von uns
definierten Isomorphismen bzw. birationalen Aquivalenzen erhalten bleibt.
Auerdem sind durch die Isomorphismen bzw. birationalen Aquivalenzen
auch die Vielfachheiten der Punkte auf der Ausnahmefaser F; und L gleich,
die wir ja untersuchen.

Wie sich nun die Vielfachheiten bei der Aufblasung des Nullpunktes auf C’gﬂ
verhalten, wissen wir aus Kapitel 2, und somit kennen wir die Vielfachheiten
der Punkte auf der Ausnahmefaser L.

Schliellich kénnen wir iterativ die Punkte auf allen Ausnahmefasern unter-
suchen.

2.17. Definition. Eine Singularitdt P auf einer ebenen projektiven Kurve
C heifit gewohnlich, wenn unter jeder affinen Karte k, die den Punkt P
abbildet, x(P) eine gewohnliche Singularitit der Kurve x(C) ist.

2.18. Satz. Sei C eine ebene projektive Kurve mit nur gewéhnlichen Singu-
laritdten. Dann ist sie birational dquivalent zu einer projektiven Kurve ohne
Singularititen, also mit nur einfachen Punkten.

Beweis: Das haben wir in diesem Kapitel gezeigt.
Durch den Schritt iiber das Affine erhalten wir, dass die Punkte in den
Urbildern der Singularitiiten 7~!(P;) einfach sind. O






KAPITEL 3

Quadratische Transformationen

Vortragsausarbeitung von Anastacia Staub

1. Einleitung

Im Kapitel iiber das ,,Aufblasen®“ eines Punktes haben wir auf der neuen
Kurve bessere Singularititen erhalten. Das Problem war nur, dass die neue
Kurve nicht ldnger eine ebene Kurve war. D.h. wir kénnen alle Sétze, die
wir fiir die ebenen Kurven erhalten haben nicht anwenden. Insbesondere
konnnen wir den selben Algorythmus nicht auf die neue Kurve anwenden
um die restlichen Singularitéten zu eliminieren.

3.1. Definition. Sei C eine irreduzible projektive (affine) ebene Kurve,
und Fr das dazugehorige homogene Polynom. Wir definieren den Grad der
Kurve als deg(C) := deg(Fr).

Wir wollen zunéchst den Begriff einer Tangente einer projektiven ebenen
Kurve an einem Punkt der Kurve erkldren, sowie den Begriff der Vielfach-
heit einer Tangente.

3.2. Erinnerung. C' C A? sei eine irreduzible, affine, ebene Kurve und
P =(0,0) € C, dann sind die Tangenten in P an C wie folgt definiert:
man betrachte

n

Fo=> F(X,Y) mit F =]](aX-bY)"
i=r 7

Die linearen Polynome (a;X — b;Y") nennen wir dann Tangenten von C' in

P =(0,0).

3.3. Definition. Zur Vereinfachung der Sprechweise bezeichnen wir ab nun
die Varietit V(a; X — b;Y") als eine Tangente an C' in P = (0,0) mit (Tan-
genten)vielfachheit r;.

Diese Definition kann man dhnlich wie den urspriinglichen Tangentenbegriff
mit Hilfe von Translationen auch auf beliebige Kurvenpunkte verallgemei-
nern:

Sei P € C beliebig und T : A2 — A? eine Translationsabbildung mit T(P) =
(0,0). Weiter sei L eine Tangente von T'(C) im Nullpunkt, dann heigt 7—*(L)
die Tangente von C in P und ihre Vielfachheiten bezeichnet die Vielfachheit
von L.

33
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3.4. Definition. Sei C eine projektive irreduzible ebene Kurve und P € C.
Sei vy, v1,v2 eine Basis von K3 und P ¢ H= Kuv; + Kva\ ~ P2 und

2 2
K = Kygorw - P2\ H — A

die zugahorige affine Karte. Dann nennen wir eine projektive Gerade L C P?
eine Tangente von C' in P, falls L der projektive Abschluss des Urbildes
einer Tangente von x(C) an k(P) beziiglich x ist. Weiter bezeichnen wir die
Vielfachheit von (L \ H) an (C) in x(P) als die Vielfachheit von L an C
in P.

3.5. Bemerkung. Es miisste eigentlich gezeigt werden, dass die Definition
unabhéngig von der Wahl der affinen Karte ist.

3.6. Korollar. Sei C C P? eine irreduzible affine ebene Kurve und P = [0 :
0: 1] € C mit dem zugehirigen homogenen Polynom Fo = F.(X,Y)Z" " +
<+ Fuo(X)Y), deg Fj = j und F, = [[; (a; X —bY)"™. Dann sind die
V(a; X — b;Y) C P? die Tangenten von C in P und r; jeweils deren Viel-
fachheiten.

Desweiteren ist r = > r; die Vielfachheit von P in C.

3.7. Erinnerung. Ein Punkt P heit ein r-facher Punkt, falls seine Viel-
fachheit gleich r € N ist,
P heisst einfach, falls r = 1 gilt, sonst 0-fach oder Singularitét.

3.8. Definition. P heit gewohnlich, falls » > 1 und alle r; = 1

2. Quadratische Transformationen

3.9. Definition. Die Punkte P:=[0:0:1], P:=[0:1:0] und P":=[1:
0: 0] € P? heissen fundamentale Punkte.

Die Geraden L := V(Z), L' := V(Y) und L” := V(X) heien irregulire
Geraden.

U:=P2\V(XYZ)

Beachte: L' und L” schneiden sich in P und L ist die Gerade durch P’ und
P,

3.10. Definition. Die Abbildung @ : P2\ {P, P”, P"} — P2, definiert durch
Qz:y:2]) =yz: 2z - xy]

nennt man die quadratische Transformation.

3.11. Bemerkung. @ ist ein Morphismus zwischen P? \ {P, P’, P"} und
UU{P, P P"} und Q"'(P) = L — {P', P"}.

Sei [z :y:z] € U, dann gilt Q(Q([z : y : 2])) = [zzzy : yzoy : yzaz] = [z :
y:2]. dh. Q = Q! in U und somit ist @ ein Isomorphismus von U in sich
selbst.

Sei nun C eine irred. Kurve in P?2. Wir nehmen an C ist keine irreguliire
Gerade. Dann ist C' N U offen in C' und geschlossen in U, damit ist auch
Q~HCNU) = Q(CNU) eine abgeschlossene Untervarietiit von U. Sei C’ der
Abschluss von Q~1(C'NU) in P2. Dann sind C und C’ birational dquivalent.
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Sei C eine irreduzible projektive Kurve vom Grad n, d.h. deg Fo = n. Set-
ze F := Fg, dann ist FQ := FoQ™ ! = F(YZ,XZ,XY) ein homogenes
Polynom vom Grad 2n.

3.12. Theorem.

(i) Wennmp(C) =r, mp/(C) =1, mpn(C) =", dann sind Z", X", Y""
die hichsten Exponenten von Z,Y,X, die F9 teilen. D.h. FQ =
Z'Y" X" F' und F' wird von X,Y, Z nicht geteilt.
degF'=2n—r—7o' —1"

(i) (F") =F, F' ist irreduzibel und F' = F(,.

(iii) mp(C") = n—r'—1" (wegen der Symmetrie fiir P' und P" analog).

Beweis:

(i) Zeige die Beh. fiir P. Da mp(C) = r konnen wir F' in der Form
schreiben:
F=F.(X,Y)Z" " +...+ F,(X,Y),
wobei F; ein homogenes Polynom vom Grad ¢ in X,Y ist. Dann
gilt:

FeC=F(YZXZ)(XY)" " +...+ F,(YZ,XZ)
=7" (FY, X)(XY)" " +...+ Z"F,(Y, X))

woraus die Beh. folgt.
Damit kénnen wir zeigen, dass X ’”", Y die héchsten Potenzen sind,
die F@ teilen, damit gilt:
FQ=X""y"Z"F'

und F’ wird von X,Y, Z nicht geteilt

(ii) Zunichst gilt: (FQ)Q = F(XZXY,YZXY,YZXZ) = (XY Z)"F,
weiter wissen wir mit (i)
(FQ = (XY 2 FI\@ = XMy 2m(F') <
Xn-myn-n2gn-ns — (') Da (F') nicht von X,Y,Z geteilt
wird und F irreduzibel ist folgt, dass F’ irreduzibel ist und (F’)" =
F.
Da Q~1(CNU) Cc V(F"), Q"1 (CNU) eine abgeschlossene Menge
der dimg = 1 ist folgt sofort V(F') = C".

(iii) Aus

Fe=F.(V,X)Z'Y" " X" "+ .. .+ F(Y,X)Z"=Z2"Y" X" F
folgt fiir F’

n—r
F = Z Fr+i(Y7 X)Xn—r—r”—iyn—r—r’—izi.
i=0
Die Vielfachheit des Punktes P = [0 : 0 : 1] ist der Grad des
Polynoms F,(Y, X)X Y~ d.h. mp(F') =n—1" —".
O

3.13. Definition. Wir sagen, die Kurve C' ist in einer guten Lage, wenn fiir
alle Tangenten 7' an F' in den fundamentalen Punkten gilt: T'# L, L', L".
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3.14. Lemma. Ist C in einer guten Lage, so auch C'.

Beweis: Sei L eine Tangente von C’ in P’ =[0: 1 : 0], dann betrachten wir
F'(X,1,7) in A%, Nach der Definition der Tangente muss Z das Polynom
F'(X,1,2Z) = 30 Fryi(1, X)X ="~ Z1 teilen, d.h. F,(1, X) = 0 und da
F.(Y, X) weder von X noch von Y geteilt wird, ist die Bedingung dquivalent
zu F,.(1,0) = 0. Nach Voraussetzung ist aber L’ keine Tangente von C' in
P, und damit gilt F,(1,0) # 0. Da die Def. einer guten Lage bzgl. P, P, P”
symmetrisch ist, gilt die Aussage auch fiir P’ und P”. O

3.15. Bemerkung. Jeder nichtfundamentale Punkt von C' auf einer ir-
reguliren Geraden wird unter @ auf einen fundamentalen Punkt auf C’
abgebildet.

3.16. Lemma. Wenn C in einer guten Lage ist, und P, ..., Ps nicht fun-
damentale Punkte auf C' N L, dann ist Y ;_; mp,(C') <r.

Beweis: Die Punkte P; liegen auf V' (Z) und sind keine fundamentalen Punk-
te, dann gilt P; = [1: a; : 0]. AuBerdem liegen sie auf der Kurve C’.
F'I(X,Y,Z) = Y1) Fropi(Y, X)X —iyn=r=r"=i7i d h. (a;, 1) sind Null-
stellen von
L L
F (Y, X) = [[(awY — b0 X)" =]V = cu X))
=1 =1
Berechne nun die Vielfacheit der Punkte P;. Dafiir betrachten wir
n—r ) )
FOLY +a;,2) =S FrplY +aj, )(Y +ay) 717
i=0
Fr(Y 4+ aj,1) = Ty (Y +aj — an)™ = Y7 [T, (Y + aj — )™
Bei (Y + a;)" """~ kommt ein konstanter Term vor, d.h. der Grad des

kleinsten homogenen Anteils ist < r;. Da S &

je1rj=rund L < s gilt:

> mp(C) <
j=1

O

3.17. Bemerkung. Ist P ¢ C, dann enthélt C’ N L mit dem obigen Lemma
hochstens fundamentale Punkte.

3.18. Definition. Wir sagen C' ist in einer ausgezeichneten Lage, wenn C'
in einer guten Lage ist und wenn L die Kurve C' in n verschiedenen nicht
fundamentalen Punkten schneidet, L', L” diese in n-r verschiedenen nicht
fundamentalen Punkten schneiden und P ein r — facher Punkt ist.

3.19. Bemerkung. Ist C' in einer ausgezeichneten Lage mit mp(C) =r >0
dann gilt: P, P” ¢ C und P ist der einzige nicht-gewohnliche Punkt, der
auf einer irreguldren Geraden liegt.
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Beweis: V(Y) = L' und wir kennen eine Darstellung von F(X,Y,Z) =
F.(X,Y)Z" "4+ F,(X,Y). Wir wollen nun die Vielfachheit eines Punk-
tesp=1[1:0:a] € CNL bestimmen. Betrachte dafiir
F(LKZ) = FT(LY)ZR_T +oeeet Fn(lvy)
Y teilt F,(1,Y) nicht , da P’ ¢ C.
G(Z):=F(1,0,Z) = F,.(1,0) 2" " + --- F,,(1,0)

G(Z) hat nach Vorausstzung n—r verschiedene Nullstellen, d.h. wenn G(«)
0 dann gilt fiir G'(Z), G'(«) # 0. AuBerdem ist G'(Z) = 0z(F(X,Y, Z))(1
0:Z). Also gilt fiir jedes a mit F'(1,0,«) =0, dass 0zF(1,Y,Z)(0,a) # 0
Damit ist [1: 0 : o] ein einfacher Punkt. O

3.20. Theorem. Sei C in einer ausgezeichneten Lage, dann hat C' folgende
vielfache Punkte:

(i) Es gibt eine Bijektion zwischen den Punkten auf C', welche nicht
auf einer irrequliren Geraden befinden, und den Punkten auf C,
welche auch nicht auf der irrequldren Geraden liegen. Diese Bijekti-
on bildet einfache Punkte auf einfache Punkte, vielfache Punkte auf
vielfache Punkte und gewdhnliche Punkte auf gewdhnliche Punkte

ab.
(ii) P, P’, P" sind gewdhnliche vielfache Punkte mit Vielfachheiten n,n—
rno—T.

(iii) C"'NL" und C' N L" enthalten nur fundamentale Punkte und seien
Py, ..., P nicht-fundamentale Punkte auf C' N L, dann gilt

Zf:l mPi(C/) <r.

Beweis: Beachte da C' in einer ausgezeichneten Lage ist, gilt mp/(C) =
mpr(C) =0 und damit deg F' = 2n —r

(i) Die Bijektion, von der die Rede ist, ist die durch @ induzierte Iso-
morphie zwischen C N U und ¢’ N U. ]

(ii) Betrachte die Schnittpunkte von Z und F. Da P die Vielfachheit
rp(C) = r hat, hat F' folgende Darstellung: F' = F,.(X,Y)Z"" +

-+ F,(X,Y). Die n- verschiedene Schnittpunkte sind gerade die

Nullstellen von F,,(X,Y) = [[;-, (a;.X — b;Y), wobei [a; : b;] alle
unterschiedlich sind.
Jetzt berechnen wir noch die Vielfachheit von P =[0: 0 : 1] auf ¢’
und die Tangenten an P.

n—r
F/(X, Y, 1) = Z Fr—i—z‘(Y, X)yn—r—an—r—i
i=1

IlWir haben eigentlich noch nicht gezeigt, dass Isomorphien zwischen Kurven gewohnliche
Punkte auf gewohnliche Punkte abbilden, und werden dies aus Zeitgriinden auch nicht tun. Mit
Hilfe von [Ful Problem 3.24*] folgt dies, da gezeigt wird, dass diese Eigenschaft dquivalent zu
einer intrinsischen Eigenschaft des Rings der lokalen Funktionen in diesem Punkt ist, und somit
durch Isomorphie iibertragen wird. Im Lésungshinweis von [Ful Problem 3.24*] sieht es so aus, als
miisse man auf das Konzept der ‘Intersection Numbers’ zuriickgreifen, was man aber mit genauem
Nachdenken problemlos umgehen kann. Anm. d. Red.
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Der kleinste homogene Anteil ist F,(Y, X) = [[L; (a;Y — b; X).
Damit gilt: mp(C’) = n, und alle Tangenten sind unteschiedlich.
Fiir andere Punkte ist die Rechnung analog.

(iii) Da P’, P” nicht auf C liegen, folgt mit Bemerkung c'ulr,
C’' U L" enthalten nur fundamentale Punkte. Rest folgt aus dem
Lemma [3.16

O

3.21. Theorem (Bzout). E|Fdr eine irreduzible projektive ebene Kurve vom
Grad n, dann gilt folgende Abschitzung:

(n=1)(n—-2)> > mp(C)(my(C) - 1).
PeP?

3.22. Definition. Fiir eine irreduzible ebene projektive Kurve C' und deg C' =
n mit vielfachen Punkten der Vielfachheit mp(C) = rp definieren wir

Die Tatsache, dass g*(C) > 0 ist, folgt aus dem Satz von Bzout.

3.23. Theorem. Sei C in einer ausgezeichneten Lage und mp(C) = r,

dann gilt: g*(C') = g*(C)—>_5—4 L (r{l), wobeir; = mp,(C') und P, . .., Ps

sind die nicht fundamentalen Punkte auf C' N L

Beweis: Da P der einzige Punkt von C der Vielfachheit > 1 der auf einer
der irreduziblen Geraden liegt, folgt:

7 (C) = (n— 1)2(n—2) B Z rp(m;— 1 r(r2— 1)
cnU N— e’

mp(C)=r
Nun betrachten wir die vielfachen Punkte auf C’. Auf C'N L und C'N L'
liegen nur P, P’, P"” und auf C'NL liegen P, P’ und Py, ..., P;. Weiter liegen
P’ P" nicht auf C' und damit ist deg(F”) = 2n — r. Also erhalten wir:

g*(C,):(Qn—r—l)(Qn—r—2)_ Z rp(rp —1)

2
c'nU
deg F'=2n—r
B n(n —1) B 2n—=r)(n—r—1) _zs:rj(rj—l)
2 2 - 2
S——— J=1

mp(C)=n  mp/(C")=mpy(C")=n—r
Da CNU = C'NU, ist zu zeigen:
2n—r—-1)2n—r—2)—n(n—1)—2(n—r)(n—r—1) = (n—1)(n—2)—r(r—1)
Ausmultiplizieren zeigt, dass die Gleichheit erfiillt ist. U
2Das ist ein Korollar aus dem eigentlich bekannten Satz von Bezout: fiir zwei projekti-

ve irreduzible ebene Kurven C; und Cy gilt folgende Ungleichung: > pcp2 mp(C1)mp(Ce) <
deg(C1) deg(C2), die Herleitung wird in diesem Vortrag nicht erldutert.
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3.24. Theorem. Sei C C P? eine irreduzible Kurve vom Grad n. Seip € P?
ein Punkt mit Vielfachheit my(C) = r in C. Dann haben fast alle Geraden
durch den Punkt p, d.h. alle bis auf endlich viel, n — r verschiedene Schnitt-
punkte mit C'.

Beweis: Sei 0.B.d.A p = [0:1:0] mit m,(C) = r. Betrachte dann die
projektiven Geraden

Ly={[\:t:1]|te K} c {p} C P?

Weiter kennen wir eine Darstellung von Fo: Fo =Y 1, Fj(X,Z YYna,
Definiere:
n

GA(T) = Fe(\t,1) =Y F;(\1)t" 7 € K\)[Y
j=r
F¢ hat mit Ly genau dann n—r unterschiedliche Schnittpunkte, wenn G\ (t)

n — r unteschiedliche Nullpunkte hat.
Seien 1, ..., x,—, die Nullstellen von G,(t). Betrachte die Diskriminante:

D(Gy) = [ (@i — 2))°
1<)

Die Diskriminante ist genau dann ungleich Null, wenn alle Nullstellen von
G, unterschiedlich sind. Desweiteren ist die Diskriminante eine symmetri-
sche Funktion in den Nullstellen, d.h. sie ist darstellbar als Summe der ele-
mentarsymmetrischen Polynome in den Nullstellen und diese sind gerade
die Koeffizienten von % Da F.(A,1) = 0 nur fiir endlich viele A gilt,
schlieen wir diese aus.

Dann ist D¢, Fy(A, 1) ein Polynom in A und hat nur endlich viele Nullstellen.
Also gilt fiir fast alle A:

Fo N Ly hat n — r unterschiedliche Nullstellen. U

3.25. Bemerkung. Die Koeffizienten von
(T+X)(T+X2) (T+Xp)=T"+ T + T2 +... 40,

als Polynom in 7" sind symmetrisch in X3, ..., X,; sie heien elementarsym-
metrische Polynome. Sie sind explizit angebbar als:

co=X1+...+ X,

oo =X1Xo+ ...+ X1 X, + Xo X5+ ...+ Xo X, +...+ X, 1 X,

Ok = Zl§i1<i2<...<ik§n Xi1 o 'Xik

on=X1-- Xy
Dabei kann man o auch schreiben als

op = > I1x:

SC{1,...,n} und #S=k €S

3.26. Lemma. Sei C eine irreduzible ebene Kurve in P?, p € C, dann gibt
es eine projektive Koordinatentransfomation T auf P2, so dass sich T(C) in
einer ausgezeichneten Lage befindet und T'(p) =[0:0:1] = P
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Beweis: Sei deg Fo = n und mp(C) = r, dann gibt es nach dem vorherge-
henden Satz eine Gerade L’,die n — r unterschiedliche Schnittpunkte mit C
hat. Betrachte dann ein Punkt P” der auf L’ liegt und keiner der Schnitt-
punkte ist. Dieser hat Vielfachheit 0, d.h. durch diesen kénnen wir eine Ge-
rade L legen, die n unterschiedliche Schnittpunkte mit C' hat. Da durch P
unendlich viele Geraden gehen die n — r unterschiedliche Schnittpunkte mit
C haben, gibt es auch mindestens eine die L in einem Punkt auerhalb von C
schneidet und nicht gleich L’ ist. Diese nennen wir L” und den Schnittpunkt
von L” und L nennen wir P’. Die Schnittpunkte der Kurven bilden eine
Basis in K3. Wir kénnen dann eine Basistransfomation betrachten, die die
Schnittpunkte auf die fundamentalen Punkte abbildet. Diese wire dann die
gesuchte Transfomation. O

3.27. Definition. Ist T so eine projektive Koordinatentransformation, dann
nennen wir T o) ab jetzt eine quadratische Transformation, und sagen, dass

C eine quadratisch Transformierte von Co r := (T71(C)) = Q(T-1(C) N U)
ist.

3.28. Bemerkung. T o Q|¢, ,\(pp.p1y : Cor \{P, P, P"} — C ist
ein Homomorphismus mit Bild CNT (U U{P, P/, P"}), wobei P, P', P" die
fundamentalen Punkte (wie am Kapitelanfang definiert) bezeichnen. (Diese
Tatsache wird im néchsten Kapitel ein Rolle spielen.)

T oQ schrankt sich zu einem Isomorphismus zwischen Cg rNU und CNT'(U)
ein.

3.29. Definition. Wir sagen C geht aus einer anderen irreduziblen ebe-
nen projektive Kurve C' nach endlich vielen quadratischen Transfomatio-
nen hervor, falls es eine endliche Folge C = Cy,...,C,, = C gibt, so dass

C; = Cile,Ti ist fiir eine projetive Koordinatentransformation T; des P2.

3.30. Bemerkung. In diesem Fall sind C' und C birational dquivalent.

3.31. Definition. Ist 7(C) in einer ausgezeichneten Lage und p € C mit
T(p) =[0:0: 1] = P, dann sagen wir die quadratische Transformation
T o Q ist im Punkt p zentriert.

3.32. Theorem. Sei C' eine ebene irreduzible projektive Kurve. Dann gibt
es eine ebensolche Kurve C mit nur gewéhnlichen Singularititen, so dass C
aus C nach endlich viele quadratischen Transformationen hervorgeht.

Beweis: Fiir den Beweis betrachten wir uns iterativ eine Folge von quadra-
tisch Transformierten und quadratischen Transformationen 7; o ), welche
in einer nichtgewthnlichen Singularitit von jeweils C;_1 zentriert sind. Dies
ist ist wegen Lemma moglich. Wir wollen zeigen, dass wir nach end-
lich vielen Iterationsschritten am Ziel sind, d.h. die entsprechende Kurve
keine ungewthnlichen Singularitdten mehr besitzt Dazu betrachten wir, was
bei einem solchen Iterationsschritt passiert. Setze C' := T;(C;_1), dann ist
C’ = C;. Wobei P = [0: 0 : 1] nun eine nichtgewohnliche Singularitit von
C ist.

Man iiberzeugt sich schnell, dass sich zwischen C' und C;_; via der projekti-
ven Koordinatentransformation alles iibertrégt, insbesonder Vielfachheiten
von Punkten und Tangenten und es gilt auch ¢*(C;—1) = ¢*(C).
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Nach Theorem gilt g*(C") < ¢*(C) oder g*(C") = g*(C). Letzteres gilt,
falls Y3 BT — (st dh. wenn r4(P) = 1 fiir alle i € {1, ..., s}. In
diesem Fall hat C’ eine nichtgewohnliche Singularitiit weniger als C', nach
Theorem Im anderen Fall wird ¢*(C") echt kleiner (wissen aber nichts
iiber die Anzahl der jetzt vorhandenen ungewohnlichen Singularitéten).

Da g* bei diesen Iterationsschritten eine positive monoton fallende Folge ist,
wird diese nach endlich vielen Schritten stationér, und ab dann wird in jedem
weiteren [terationsschritt die Anzahl der ungewthnlichen Singularitéiten echt
verkleinert, so dass dann nach weiteren endlich vielen Iterationsschritten es
nur noch gewohnliche Singularitdten gibt, und die Iterationen enden. O

3.33. Bemerkung. Bei der Wahl von C, d.h. genauer bei der Wahl der
ausgezeichneten Lagen, also der entsprechenden projektiven Koordinaten-
transformationen, hatte man jeweils viel Freiheit gem&BTheorem [3.24] Diese
Tatsache wird im néchsten Kapitel ebenfalls eine wichtige Rolle spielen.






KAPITEL 4

Nichtsinguldre Modelle von Kurven

Vortragsausarbeitung von Lukas Prinzen

1. Einleitung

Der Grundkorper k sei in diesem Vortrag algebraisch abgeschlossen. Wir
haben in den bisherigen Vortrédgen schon gesehen, dass wir zu verschiede-
nen Typen von gegebenen Kurven bessere finden, die den selben Funktio-
nenkorper wie die Ausgangskurve besitzen. Ziel wird nun in diesem Vor-
trag sein, zu einer beliebigen Kurve C' mit Hilfe der Ergebnisse der letzten
Vortrigen eine (bis auf Isomorphie) eindeutige nicht-singulidre Kurve X zu
finden. Diese nennen wir dann das nicht-singulére Modell der Kurve C' oder
des Funktionenkorpers k(C').

Also entspricht jede Korpererweiterung F/k von Transzendenzgrad 1 einer
iiber k definierten, irreduziblen, nicht-singuldren Kurve X mit F = k(X).

2. Definition und Eindeutigkeit

4.1. Definition. Seien X und Y Verietédten. Seien fiir ¢ = 1,2 und U; C X
offen und f; : U; — Y Morphismen.

fi~ fa & filvinvs = foluinu,

Definiert eine Aquivalenzrelation. Eine solche Aquivalenzklasse heifit ratio-
nale Abbildung. Man schreibt F : X --» Y fiir eine Aquivalenzklasse.

Eine rationale Abbildung F': X --» Y heifit birationale Abbildung, falls es
einen Vertreter f : V — W von F gibt, mit V C X, W C Y offen, der
Isomorphismus ist.

Ein Morphismus f : X — Y heiflt birationaler Morphismus, falls seine
Aquivanzklasse eine birationale Abbildung ist.

4.2. Bemerkung. Fiir zwei birational dquivalente Kurven C und C’ gibt
es eine Bijektion zwischen den Mengen

{ Birationale Abbildung F : C --» C" '}

und
{Algebrenisomorphismus ¢ : k(C") — k(C) }

Dabei gilt: Sei U C"C’ offen, sei f : V — W ein Isomorphismus von offenen
Teilmengen in der Aquivalenzklasse F. Fiir g € Oc/(U) C O (U N W) ist

plg) =gofe€Oc(fH(UNW)).
Insbesondere sind 2 Varietdten genau dann birational dquivalent, wenn ihre
Funktionenkorper Isomorph sind.

43
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Hiermit kann man nun relativ schnell (zumindest, falls char k = 0) zeigen,
dass es fiir jede Kurve C eine birationale Abbildung F' : C' --» C’ gibt, wobei
(' eine ebene Kurve ist. Insbesondere ist jede Kurve birational dquivalent
zu einer ebenen Kurve. Wir benotigen jedoch spéter noch eine weitere Ei-
genschaft dieser birationalen Abbildung:

4.3. Satz. Sei C eine projektive irreduzible Kurve. Sei P € C. Dann gibt
es eine ebene Kurve C' und einen birationalen Morphismus ¢ : C — C" mit

¢~ Hp(P)) ={P}
Fiir den Beweis benotigen wir 2 kurze Lemmas:

4.4. Lemma. Sei char k = p. Sei k(z,aq,...,ap),/ 'k Kérpererweiterung
von Transzendenzgrad 1. Sei v' eine diskrete k-Bewertung mit p 1 v'(x).
Dann ist k(z,0q,...,an)/k(z) eine endliche, seperable Korpererweiterung.

Beweis: Angenommen es existiert ein o/ € F := k(x,a1,...,a,) so, dass
o/ inseperabel iiber k(z) ist. Dann ist fiir eine geniigend grosse p-Potenz
o’?' =: o immer noch inseperabel, aber of seperabel. Dann erhalten wir die
Korperkette

F D E :=k(x)(a) D Ek(x)(a?) Dk(z) Dk
Es gilt allgemein in char = p ist ein Polynom z” — a stets irreduzibel, oder
zerféllt in Linearfaktoren. Dies gilt, da das Polynom x? — a genau eine Null-
stelle b hat, denn (z — b)P = 2P — bP. Sei 2P — a = (z — b)* - (x — b)P~* eine
Zerlegung, dann wire b = (b%)" - (bP)*, fiir gewisse 7, s € Z und damit wiirde
2P — a schon in Linearfaktoren zerfallen.
Also kann der Korpergrad bei hinzufiigen einer p-ten Wurzel nur p oder 1
sein.
Da « inseperabel ist, gilt [E : k(x)(aP)] = p. Es ist EP = k(aP)(aP) da k
algebraisch abgeschlossen, und daher vollkommen ist. Falls [F : EP] < p gilt,
so folgt wegen EP C k(x)(aP) schon die Gleichheit E? = k(z)(a®) und damit
wére x = P fiir ein v € F' und insbesondere gilt fiir jede diskrete Bewertung
v von F v(z) = p-v(y) im widerspruch zu Wahl von x. Denn p t v/(z) fur
die diskrete Bewertung v’.
Es bleibt also [E : EP] < p zu zeigen. Betrachte dazu die Korperkette

k(z)(a) D k(z")(a) D k(z)(a”)

Dann hat jede Inklusion wieder entweder Grad 1 oder p.

Betrachte nun f(7') = MinPol(a/k(x)) € k(z)[T]. Nach multiplizieren mit
einer ausreichenden z-Potenz ist f(T) € k[z,T] und f(z,a) = 0. Durch

ausklammern von zP in den Koeffizienten erhalte f € k[zP, o][T] mit f(z) =

0 und deg(f) < p. Also hat z iiber k(z”)(a) Grad 1. Damit folgt [E : EP] <
und daraus die Behauptung, dass F' serperabel iiber k(x) ist.

O~

4.5. Lemma. Sei K D k und k algebraisch abgeschlossen. Sei K (o, ..., o),/ K
endliche seperable Korpererweiterung. Dann existieren unendlich viele A €
k™ derart, dass K(>_ \iai)) = K(a, ..., an)

Beweis: Da E := K(ai,...,ay),/K endlich und seperabel ist, gibt es nur
endlich viele Zwischenkorper F1, ..., F,.. Betrachte diese als k-Vektorrdume.
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Setze V := (au,...,an)g. Fliri =1,...,r sei U; = F; NV ein Untervektor-
raum von V. Angenommen |JU; =V = V = Uj fiir ein j. Da k unendlich
ist, und die Vereinigung endlich.

Falls aber U; = V, dann sind insbesondere aq,...,a, € F; was ein Wider-
spruch dazu ist, dass I} ein Zwischenkorper ist.

Also gibt es unendlich viele Y \ja; = v € V, mit v ¢ U, fiir alle ¢ und daher
auch v ¢ F; fiir alle 4. Also muss v schon ein primitives Element fiir die
Korpererweiterung F /K sein. O

Nun konnen wir den Satz beweisen

Beweis: Sei C C P"*!. Wihle nun das projektive Koordinatensystem in den
Variablen T, X1, ..., X,, Z derart, dass gilt: P = [0 : 1. CnY(T)
endlich und fiir Z € k(C) gibt es eine diskrete k- Bewertung v’ mlt V(%) =1
Wobei man letzteres erreichen kann, indem man in der affinen Karte der letz-
ten Variablen (in der die Kurve durch den Nullpunkt geht) den lokalen Ring
des Nullpunktes betrachtet, bzw. einen dariiber liegenden Bewertungsring
und einen affinen Basiswechsel durchfiithrt nach dem der erste Basisvektor
den Wert 1 hat.

Definiere nun fiir A € ™ den Morphismus

L C =P Qh[tray . iy 2] = [t:Z)\iwi:z]

Setze C' := x(C). Nun kann man zeigen, dass ein A € k™ existiert derart,
dass ¢} 1([0:0:1]) = P und ¢, : C — C’ ein birationaler Morphismus ist.
Sei Cz :=C N (P \V(Z)) bzw. C% := C' N (P2 \ V(2)).
Betrachte nun

t x1 Ty

QD)\ k[C’Z] — ]f[CZ] =k |:z Z,...,z:| wobei (,0;\(9) = g o Py

fir eine regulére Funktion g € k[C’] ist. Dies ist ein injektiver Algebrenho-
momorphismus, da das Bild von ¢, nach Definition dicht in C” ist. Es gilt

also
e = o4 k[0) | L0

Und damit auch

k(C") = Quot(k[CY] ~k;< Z)\ ) ()

Wobei die letzte Gleichheit fiir ein A € k" nach den vorangegangen Lemmas
gilt: k(C) = k(%, %, ..., %) ist endlich und seperabel {iber k(%). Also gibt
es unendlich viele primitive Elemente der gewiinschten Form ), \;%. Wihle

davon eines mit der Eigenschaft gogl(cp,\ (P)) = {P}. Dies geht, da CNV(T)
endlich ist. U

4.6. Bemerkung. Man kann also mit den bisher bewiesenen Sétzen von
einer beliebigen projektiven Kurve C' ausgehend eine Kurve X konstruieren,
die birational dquivalent zu C' ist und nur einfache Punkte besitzt.

Néamlich indem man zuerst eine birational dquivalente ebene Kurve findet,
von dieser durch quadratische Transformation zu einer ebene Kurve mit
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nur gewohnlichen Singularitdteten iibergeht und schliellich durch aufblasen
die gewiinschte Kurve X findet. Bei all diesen Schritten #ndert sich der
Funktionenkorper nicht, d.h. es gilt k(X) = k(C).
Man kann nun zeigen, dass jede birationale Abbildung F' : X --+» C sogar
einen birationalen Morphismus f : X — C enthilt.

4.7. Definition. Sei K Korper, R C K ein diskreter Bewertungsring. R
heisst diskreter Bewertungsring von K, falls Quot(R) = K gilt.

4.8. Lemma. Sei C eine projektive Kurve. Sei R C k(C) ein diskreter
Bewertungsring von k(C). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes @ € C
mit Og(C) C R und Mo, () C MR-

Beweis: Sei ohne Einschrinkung C € P" mit C N U; # () wobei U; =
P\ V(x;) fiir i =0, ...,n. Dann gilt fiir den Koordinatering von C: k[C] =
k[ Xo,...,Xn]/I(C) = k[zg,...,zy]|, wobeil I(C) ein homogenes Ideal ist.
Wegen C NU; # 0 gilt z; # 0.

Wir haben gesehen, dass uns der Bewertungsring R eine Bewertung v auf
k(C) definiert, wobei gilt x € R < v(x) > 0 und z € mp < v(x) > 0. Die
Elemente von R, die nicht in mpg liegen, sind die Einheiten von R.

Setze N = max{v(;”—;) | 4,7 =0,...,n}. Ohne Einschrinkung gelte N =

v(%) Dann gilt fiir alle i:

() (2 5) >+ (2)e0

o Zo .Tj Ty

Also 2 e Rfiri=1,...,n.

Sei nun Cy = CNUy. Dann ist C isomorph zu einer affinen Varietit und es
gilt k[Co] = k[TE,..., 2] C R.

Setze J = mpNk[Cp]. Dann ist J ein Primideal, korrespondiert also zu einer
affinen Untervarietiat V(J) = W C Cy von Cy. W kann nicht ganz Cj sein,
da sonst J = 0 und damit k[Cy] C R* und k(C) = k(Cy) = Quot(k[Cy]) C R
aber dann wire R = k(C') und damit kein diskreter Bewertungsring.

Also ist W = {Q} ein Punkt. Dann gilt

0q(C) = 0g(Co) = k[Co) sy = {% mit a,b € k[Co] und b(Q) # o}

Da b(Q) # 0 ist b € k[Cp] \ J und wegen J = mp N k[Cy] und k[Cy] C R ist
b eine Einheit. Also Og(C) C R. Es gilt mq = mp, ) = (J)Oq(Co). Sei
nun z € mg dann ist xb € J N k[Cp] fir ein passendes b € k[Cy] \ J C R*.
Da mp insbesondere Primideal ist, gilt € mp.

Angenommen P,Q € C, P # @ mit mp C mp und mg C mg. Wihle eine
offene affine Umgebung U C C' mit P,Q € U. Dann gilt k(C) = Quot(k[U]).
Wiéhle a,b € E[U] mit a(P) = 0,a(Q) # 0 und b(P) # 0. setzte f = ¢ €
E[C]. dann ist f € mp und % € 0g(C). Also vr(f) = vp(F) > 0 und
’UQ(%) = UR(%) > 0. Widerspruch. O
4.9. Korollar. Sei X eine nichtsingulire Kurve, dann sind die diskreten
Bewertungsringe von k(X) genau die lokalen Ringe von Punkten.

Beweis: Es ist klar, dass jeder lokale Ring in einem Punkt der Kurve diskre-
ter Bewertungsring ist. Umgekehrt, sei R ein diskreter Bewertungsring von
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E(C). Dann existiert ein eindeutiges @ € X mit Og C R und mg C mp. Da
Oq diskreter Bewertungsring ist, gilt fiir ¢ Og, dann e mg C R also
x ¢ R. Dies zeigt R C Og, also die Gleichheit. O

4.10. Theorem. Seien X, C birational dquivalente irreduzible Kurven. Sei
X nicht-singuldr. Dann enthdilt jede birationale Abbildung F' : X --» C
einen birationalen Morphismus f: X — C.

Beweis: Sei f : V. — W ein Isomophismus von offenen Teilmengen von
X und C. Sei ¢ : k(C) — k(X) der zugehorige Algebrenisomorphismus.
Sei P ein einfacher Punkt von X, dann ist Op(X) diskreter Bewertungs-
ring. Also ist auch ¢ 1(Op(X)) C k(C) diskreter Bewertungsring, also
¢ 1(Op(X)) = R D Og(C) fiir ein eindeutiges @ € C nach dem vorhe-
rigen Lemma. @ ist duch ¢ eindeutig bestimmt.

Seien nun P € V/ C X und Q € W’ C C affin und offen. Dann ist Oc(W') =
E[W'] € Oq(C) wobei k[W'] = klyi,...,yn] ist. Es ist ¢(y;) € Op(X) also
p(yi) = 3+ filr gewisse a;, b; € k[V'] mit b;(P) # 0.

Setze b = by ---by und V, = {z € V' mit b(x) # 0} dann gilt ¢ : k[W'] —
k[V3]. Dieser Algebrenhomomorphismus gibt uns nun einen eindeutigen Mor-
phismus von Varietédten f’: V, — W' mit f(P) = Q.

Falls g € E[W'] mit g(Q) = 0 also g € mg = ¢(g) € mp also ¢(g)(P) = 0.
Es gilt also g(Q) = 0= g(f(P)) =0, also muss f(P) = Q gelten.

Es gilt nun f|yny, = f/'|vny, da beide Morphismen durch ¢ und der Eigen-
schaft ¢(g) =go f =go f' fiir g € Or(C), R € VNV, bestimmt sind. Eine
Familie von Morphismen f; : U; — C die auf einer offenen Uberdeckung
\U; Ui = X einer Varietdt X definiert ist und auf Schnitten iibereinstimmt
lasst sich zu einem Morphismus F' : X — C fortsetzen. (Lemma 5.6 im
Handout von David). O

4.11. Korollar. Seien X und X' zwei nicht-singulire, irreduzible Kurven.
Dann gibt es in jeder birationalen Abbildung F : X --» X' einen Isomor-
phismus f: X — X'

Beweis: Sei g : V. — W ein Isomorphismus von offenen Teilmengen von
X und X'. dann lisst sich ¢ fortsetzen zu G : X — X' und f = g~ ! zu
F: X — X.Esgilt (FoG)lw = idw und (G o F)|y = idy. Da zwei
Morphismen schon iibereinstimmen, wenn sie auf einer dichten Teilmenge
iibereinstimmen ist I ein Isomorphismus und F~1 = G. U

4.12. Bemerkung. Fiir eine gegebene projektive Kurve C' sind die Kon-
struktionsschritte, die gemacht werden um zu einer nichtsinguléren Kurve
zu kommen, nicht eindeutig. Bei der Projektion auf eine ebene Kurve gibt
es zum Beispiel Freiheit bei der Wahl von A € k™ aus Satz 2.3. Bei den
quadratischen Transformationen gibt es viele Moglichkeiten fiir die Koordi-
natentransformationen nach deren sich die Kurve jeweils in einer ausgezeich-
neten Lage befindet. Und auch bei der Aufblasung gab es einen projektiven
Koordinatenwechsel, der Wahlfreiheit zulief3.

Seien also X und X' zwei auf solche Weise, aus C zustande gekommene,
nichtsinguldre Kurven. Dann liefert die Konstruktion auch zwei Isomorphis-
men f:V — Wsowie f/: V - W mit Vc X,V cX, 6 WW ccC
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offen. Dann ist g : f~Y(W N f/ (V")) — f/~1(W'n f(V)) ein Isomorphismus
von einer offenen Teilmengen von X auf eine offene Teilmenge von X’ mit
g=1f'of.

Da X und X' nicht-singulér sind gibt es eine eindeutige Fortsetzung G :
X — X' von g die Isomorphismus ist.

4.13. Theorem. Sei C eine irreduzible Kurve. Dann ist C birational dquivalent
zu einer nicht-singuldren Kurve X und es gibt einen surjektiven birationa-
len Morphismus f : X — C. Falls X' eine andere nicht-singulire Kurve
mit birationalem Morphismus f' @ X' — C ist, so existiert ein eindeutiger
Isomorphismus g : X — X' mit f = f'og.

Beweis: Die Existenz einer nicht-singuldren birational dquivalenten Kur-
ve X folgt aus 2.3 sowie der vorangegangenen Vortriagen. Die Existenz eines
Birationalen Morphismus folgt aus Satz 2.10. Die Eindeutigkeit folg aus vor-
angegangener Bemerkung.

Was noch zu zeigen ist, ist dass ein solcher Morphismus F : X — C
tatséchlich surjektiv ist.

Falls C bereits eine ebene Kurve war folgt dies aus den Konstruktionen von
quadratischen Transformationen sowie der Aufblasung:

4.14. Erinnerung. Sei C eine ebene, projektive Kurve. Sei () die quadra-
tische Transformation und

C'=Q1(Cn P2\ V(XYZ)))

Dann ist die quadratische Transformation ) : ¢’ — C ein birationaler
Morphismus.

Die Punkte auf C', die von @ nicht getroffen werden, liegen allesamt auf den
irregulidren Geraden ohne den Punkten [0:0: 1],[0:1:0],[1:0:0].

Es gibt eine Folge von Kordinatentransfomationen 7T;, ¢ = 1,...,n, so dass

ThoQ

Thn_10 T
=0, ™%, , "¢ R e
ein birationaler Morphismus ist, und C* nur geshnliche Singularitdten enthélt.

Sei nun P € C. Damit P im Bild der Folge von quadratischen Transforma-
tionen liegt, wahlt man die Koordinatentransformationen 7; so, dass P und
die Folge seiner Urbilder unter den einzelnen quadratischen Transformatio-
nen, nie auf einer irreguldren Gerade liegen.

Die Niederblasung ist surjektiv. Also findet man eine nichtsingulére Kurve
X’ mit Morphismus f’ : X’ — C mit P € f/(X’). Nach der vorangegangenen
Bemerkung gibt es einen Isomorphismus g : X’ — X mit f/ = F o g also
P = f(g71(Q)) = F(Q) fiir cin Q € X.

Sei nun C' C P" eine beliebige irreduzible Kurve. Sei X nichtsingulér und
f + X — C birationaler Morphismus. Sei P € C. Dann gibt es nach Satz
2.3 eine ebene Kurve C’ und einen birationalen Morphismus g : C — C’
mit g1 (g(P)) = {P}. Nun gibt es eine nicht-singulire Kurve X p mit einem
surjektiven birationalen Morphismus fp : Xp — C’. Also g(P) = fp(x) fiir
ein z € Xp. X und Xp sind birational dquivalent und es gibt also einen ein-
deutigen Isomorphismus ¢ : Xp — X mit go fop = fp. Da g~ !(g(P) = {P}
folgt aus fp(xz) = g(P) auch f(¢(z)) = P. Also ist f surjektiv. O
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4.15. Definition. In der Situation vom letzten Satz nennt man X das
nicht-singuléire Modell der Kurve C oder des Funktionenkorpers k(C').






KAPITEL 5

Appendix: Grundlagen aus der algebraischen
Geometrie

begleitendes Handout zu den Seminarvortrigen; von David Grimm

Alle in diesem Appendix aufgefiihrten Tatsachen und Definitionen aus der
algebraischen Geometrie durften und mussten als Grundlage fiir die Vortrage
der Studenten verwendet werden.

1. Varietiten

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und k& C K ein Teilkérper mit
k = K.Mit A} bezeichnen wir den K", zusammen mit der k- Zariskitopologie.
Mit P bezeichnen wir die Menge der Ursprungsgeraden des K n+1 zusammen
mit der projektiven k-Zariskitopologie. Dabei ist die k-Zariskitopologie die
Topologie, deren abgeschlossenen Mengen von den Verschwindungsmengen
von Polynomen iiber k (homogenen Polynomen im projektiven Fall) erzeugt
ist. Man kann sich iiberlegen, dass jede abgeschlossene Menge als Schnitt
von solchen Verschwindungsmengen beschrieben werden kann (also endliche
Vereinigungen zur Beschreibung nicht bendtigt werden). Desweiteren sieht
man, dass man immer mit einem endlichen Schnitt auskommt (dies liegt
daran, dass die gemeinsame Verschwindungsmenge einer Menge von Poly-
nomen die selbe ist, wie die gemeinsame Verschwindungsmenge des von den
Polynomen erzeugten Ideals im Polynomring, und dieses eben endlich er-
zeugbar ist). Insbesondere ist jede absteigende Kette von abgeschlossenen
Teilmengen stationér. Diese Eigenschaft eines topologischen Raumes nennt
man noethersch.

5.1. Definition. Eine abgeschlossene Teilmenge V' des A} (bzw. P}), zu-
sammen mit der Spurtopologie nennen wir eine affine k- Varietit (bzw pro-
jektive k-Varietit.) Allgemeiner nennen wir eine offene Teilmenge einer af-
finen (bzw. projektiven) k-Varietit eine quasiaffine (bzw. quasiprojektive)
k-Varietét. (Dabei bezieht sich ‘offen’ natiirlich auf die Topologie der affinen
oder projektiven Varietit).

5.2. Bemerkung. Wir werden im Folgenden von einer k-Varietét sprechen,
wenn wir uns nicht festlegen wollen, um welchen der beiden basalen Typen
(quasiaffin/quasiporjektiv) es sich handelt.

5.3. Bemerkung. k-Varietiten sind noethersch. (Dies vererbt sich durch
die Spurtopologie vom Raum, in dem sie leben).

5.4. Bemerkung. Ist L ein Zwischenkorper von K/k, dann kann eine
k-Varietat auch als L-Varietét betrachtet werden. In den meisten Einstei-
gerbiichern wird ohnehin nur der Fall £ = K betrachtet.

51
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5.5. Definition. Sei X ein topologischer Raum, dann heisst X irreduzibel,
falls X nur trivial als Vereinigung zweier in X abgeschlossener Teilmengen
geschrieben werden kann. Wir nennen eine k-Varietdt geometrisch irreduzi-
bel, wenn sie sogar als K-Varietét irreduzibel ist.

5.6. Beispiel. V = {X? 4+ Y? = 0} C A} (bzw C A2) ist irreduzibel als
R-Varietit, aber nicht als C-Varietit, da X2 +Y? = (X +iY)(X —iY).

5.7. Bemerkung. Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so ldsst sich
X eindeutig als endliche Vereinigung von maximalen abgeschlossenen irre-
duziblen Teilmengen schreiben. Diese Teilmengen werden die irreduziblen
Komponenten des Raumes genannt.

2. Isomorphie von Varietiten

In den meisten Biichern werden zunéchst nur affine Varietiten betrachtet,
und fiir diese ein relativ intuitiver Begriff eines Morphismus explizit defi-
niert (als polynomiale Abbildung). Dasselbe wird dann noch fiir projektive
Varietdaten gemacht, und so wie sich dann der Varietdtenbegriff im Laufe
des Buchs verallgemeinert, wird dann auch der Begriff des Morphismus zwi-
schen Varietédten verfeinert, um sowohl der allgemeinen Situation gerecht
zu werden, als auch im Spezialfall das bereits definierte zu liefern. Wir ge-
ben gleich ein allgemeines Konzept an, und iiberlegen uns dann, was dies
in den von uns betrachteten Féllen (quasiaffin, quasiprojektiv) zu bedeuten
hat. Insbesondere starten wir gleich mit einer Definition, die den gemischten
Fall mit abdeckt (also z.B. ein Morphismus von einer quasiaffinen auf eine
quasiprojektive Varietét).

Die Idee ist, dass zwei k-Varietédten dann als k-isomorph gelten sollen, wenn
sie nicht nur homéomorph in der k-Zariskitopologie sind, sondern dariiberhinaus
in einer weiteren strukturelle Eigenschaft iibereinstimmen, nédmlich, dass be-
stimmte Ringe von Funktionen auf den Varietdten im wesentlichen gleich
sind.

5.8. Definition. Sei V eine k-Varietdt. Sei U C V offen. Eine Abbildung
r: U — K heisst k-requlir auf U, falls es eine offene Uberdeckung U =
UyU---UU, und....

i) im Fall dass V' C A} quasiaffin ist: ....es Polynome fi,..., fr, g1,...,9r €
K[Xy,...,X,] gibt, so dass g;|y, keine Nullstelle hat und r|y, = §|Ui
gilt.

ii) im Fall dass V' C P} quasiprojektiv ist: ...es homogene Polynome f1,..., fr,
g1,---,9r € K[Xo,...,Xy], so dass ¢;|y, keine Nullstelle hat, deg f; =
deg g; ist fiir jedes ¢, und 7|y, = £|Ui gilt.

Die Menge der auf U k-reguldren Funktionen bildet eine k-Algebra, und wir
bezeichnen diese mit Oy (U).

Funktionen aus Oy (V) bezeichnen wir auch als global k-regulire Funktionen
(in mancher Literatur auch globale Schnitte genannt).

5.9. Beispiel. Ist V' C A} eine affine k-Varietat und Z(V) = {f € k[X1,..., X, |
flv = 0} das Verschwindungsideal von V' in k[ X7, ..., X,,], dann ist Oy (V') =
E[X1,...,X,]/Z =:k[V], genannt der Koordinatenring der affinen k-Varietét
V. Ist V irreduzibel, so ist Z ein Primideal und also k[V] ein Integritétsring.
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Ist V' zudem geometrisch irreduzibel, so ist k relativ algebraisch abgeschlos-
sen in k[V]

Ist V' C P} eine irreduzible projektive Varietit, so ist Oy (V) isomorph zu
einer endlichen Korpererweiterung von k. (vgl. [Hal I, Thm 3.4])

5.10. Bemerkung. Wir werden spéter noch den Begriff einer ‘lokalen Funk-
tionen in einem Punkt’ kennenlernen. Diese wird als Aquivalenzklasse von
Tupeln bestehend aus offenen Umgebungen des Punktes und reguléren Funk-
tionen auf ihnen definiert, wobei die Aquivalenz das {ibereinstimmen der re-
guldren Funktionen auf einer gemeinsamen nichtleeren offenen Definitions-
menge ist. Diese Reihenfolge der Definition entspricht der Art und Weise,
wie man vorgeht, wenn man den allgemeinsten Begriff einer Varietét defi-
niert. In [Ful Ch. 2] werden all diese Begriffe zunéchst nur fiir irreduzible
affine Varietéiten definiert, und zwar in anderer Reihenfolge: Es wird dort
zunéichst der Koordinatenring einer affinen Varietét definiert (Als Quotien-
tenring des Polynomrings, also als Ring der polynomialen Funktionen), dann
der Begriff eines Morphismus zwischen affinen Varietiten explizit (als durch
Polynome gegeben) definiert, und im Anschluss sofort der Begriff der ratio-
nalen Funktion, bzw. einer lokalen Funktion in einem Punkt (als ein Bruch
von Elementen auf dem Koordinatenring, welcher iiberall auf den Punkten
eine lokale Funktion ist, in denen der Nenner nicht verschwindet). Diese Be-
griffe werden in [Ful Ch. 4] schlieBlich verallgemeinert auf quasiprojektive
Varietéten.

5.11. Definition. Seien V, W k-Varietdten. Wir nennen eine Abbildung
p:V—W
einen Morphismus von k-Varietéiten, falls
(1) ¢ stetig ist in der k-Zariskitopologie
(2) fir jedes U C W offen und jedes r € Ow(U), die Abbildung
row: o Y (U) — K wieder regqulir auf o~1(U) ist.

Wir schreiben dann

i Ow(U) — Oy (™ 1(U))
r—=rogy

fiir die induzierte Abbildung zwischen den Ringen der reguléren Funktionen,
welche ein k-Algebrenhomomorphismus ist. Der Begriff eines Isomorphismus
von k-Varietéten ergibt sich jetzt ganz natiirlich, ndmlich wenn es zueinander
inverse Morphismen von k-Varietéiten gibt.

Man sieht bereits, dass es selten ist, dass eine affine Varietdt V' und eine
projektive Varietidt W isomorph sind (mir fallen gerade nur endliche Punkt-
mengen ein, wo es doch gilt) , da ja eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass
Oy (V) = k[V] und Ow (W) isomorph sind. Im Fall von affine Varietéiten,
steckt allerdings die gesamte Information bereits in den Koordinatenringen.

5.12. Bemerkung. a) Sind V C A} und W C A} affine k-Varietdten und
¢ : V. — W ein Morphismus, dann gibt es ¢1,...,¢om € k[X1,..., X}
mit p(z) = (p1(2), ..., om(z)) fir alle € V. (kleine Ubung). Die Um-
kehrung gilt auch.
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b) Sind V' C P} und W C P}* projektive k-Varietdten und ¢ : V. — W
ein Morphismus, dann gibt es homogene ¢y, ..., om € k[Xo, ..., X,] vom
gleichen Grad mit op(z) = [po(x) : -+ : pm(2)] fiir alle 2 € V. (Ubung).
Die Umkehrung gilt auch.

c¢) Sind V, W affine k-Varietéten, dann definiert jeder k-Algebrenhomomorphismus
©* : E[W] — k[V] bereits einen Morphismus ¢ : V. — W, weiter sind
V,W isomorph als k-Varietéten, genau dann wenn k[V] und k[W] iso-
morph als k-Algebren sind, es gilt sogar...

d) ...Sei V eine affine Varietéite und W eine beliebige k-Varietét. ist k[V] =
Ow (W), so gilt V= W.

An dieser Stelle konnte man einmal festhalten, wie verwandt (quasi)projektive
und (quasi)affine k-Varietdten tatséchlich sind (obwohl die letzten Feststel-
lungen das Gegenteil zu suggerieren scheinen). Dies sollte nicht weiter ver-
wundern, da ja der projektive Raum urspriinglich auch deshalb erfunden
wurde, um den affinen Raum auf sinnvolle und handhabbare Weise um die
‘unendlich fernen Punkte’ zu ergéinzen. Ebenso, wie der P} der 'projektive
Abschluss’ (genauer ein projektiver Abschluss) des A7, ist, so besitzt je-
de affine k-Varietdt im A} einen projektiven Abschluss im entsprechenden
P?. Umgekehrt kann man auf vielfache Art den A} mit einem injektiven
Morphismus von k-Varietdten in den P} offen (und dicht) einbetten, (es
lassen sich sogar immer n + 1 Einbettungen finden, die zusammen den P}
iiberdecken). Insbesondere lésst sich jede projektive k-Varietét im P} auf ei-
ne (passend gewéhlte!) solche Einbettunge herunterschneiden, und enthélt so
eine quasiprojektive Teilvarietit, welche isomorph zu einer affinen k-Varietét
ist.

5.13. Proposition. Sei f € k[Xy,...,X,] ein homogenes lineares Polynom
und Hy = {[xo : -+ : x| € PP | f(o,...,2n) = 0}, die (basisabgeschlos-
sene) Hyperfliche definiert durch f. Dann ist die quasiprojektive k-Varietit
PR\ Hy isomorph zum A} als k- Varietit.

Obige Proposition lisst sich einfach zeigen, wenn man fiir f ein besonders
einfaches lineares Polynom wahlt, und dann den allgemeinen Fall darauf
zuriickfithrt, durch lineare Koordinatentransformation (was ein Automor-
phismus von k-Varietéten im P} ist). Ist zum Beispiel f = X , also Hf =
{lwo -+ 1 xp] € P} | xog =0}, dannist (x1,...2,) = [L: 21 : -+ : 2] der ge-
suchte Isomorphismus. Affine k-Varietédten im A} lassen sich so in den P}! ein-
betten und projektiv abschliefien (d.h. abschlieflen in der k-Zariskitopologie
des P}}).

3. Birationale Aquivalenz von Varietiten

Wie wir schon bemerkt haben, ist eine affine k-Varietdt V' weit davon ent-
fernt isomorph zu ihrem projektiven Abschluss zu sein (die Ringe der globa-
len reguléren Funktionen sind verschieden). Dies ist etwas unbefriedigend, da
der projektive Abschluss einer Varietédt ja nur aus dem hinzunehmen relativ
weniger 'unendlich ferner’ Punkte entsteht. Die Idee ist, eine schwécheres
Kriterium zu finden zwei k-Varietdten zu vergleichen, welches gerade so
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schwach wie notig ist, zwischen einer affinen Varietdt und ihrem projek-
tiven Abschluss nicht zu unterscheiden. Der Einfachheit halber beschrianken
wir uns von nun auf irreduzible k-Varietéten.

5.14. Definition. Seien V, W zwei irreduziblen k-Varietdten. Dann heiflen
V und W Ek-birational dquivalent, falls es offene Teilmengen V, C V und

W, C W gibt, und einen Isomorphismus von k-Varietdten zwischen V, und
Wo.

Wir sehen sofort, dass der projektive Abschluss einer (quasi)affinen, irre-
duziblen Varietét k-birational dquivalent zur urspriinglichen (quasi)affinen
Varietét ist.

So wie es zu jeder affinen Varietdten V ein algebraisches Objekt gibt, das die
Isomorphieklasse der Varietét eindeutig bestimmt (nédmlich der Koordina-
tenring k[V]), so gibt es ein algebraisches Objekt, welches fiir eine beliebige
k-Varietiit die k-birationale Aquivalenzklasse eindeutig bestimmt, namlich
der sogenannte Funktionenkorper der k-rationalen Funktionen k(V).

5.15. Definition. Sei V eine irreduzible k-Varietit. Eine k-rationale Funk-
tion  auf V ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U’,r'), wobei () # U’ C
V offen ist und ' € Oy (U’), und (U',7") ~ (U”,r") genau dann wenn
lvnor =" vevr

Addition (und Multiplikation) kénnen Vertreterweise definiert werden durch
U 1)+ (U, 7) = U NU, " |ging + Plyng)-

Wir bezeichen die Menge der auf V' k-rationalen Funktionen als k(V).
5.16. Proposition. k(V) ist ein Korper beziiglich der vertreterweise defi-
nierten Multiplikation und Addition.

5.17. Bemerkung. Dies liegt daran, dass eine regulidren Funktionen ‘lo-
kal’ durch ein Bruch von Polynomen reprisentiert wird, der fast iiberall auf
der gegebenen offenen Menge als Funktion invertierbar ist, ausser gegebene-
falls auf der abgeschlossenen Teilmenge die durch die Nullstelle des Zéhlers
definiert ist. Nach Verkleinerung der offenen Menge erhélt man einen inver-
tierbaren Reprédsentanten.

5.18. Proposition. Ist V' eine irreduzible k-Varietit, W C V offen, dann
ist k(W) =k(V).

5.19. Proposition. Seien V,W zwei irreduziblen k-Varietditen. V. und W
sind k-birational dquivalent, genau dann, wenn k(V') und k(W) isomorph
als k-Algebren sind.

5.20. Proposition. Ist V eine affine irreduzible k- Varietit, so ist k(V') =
Quot(k[V]).

5.21. Beispiel. Als Ubung iiberlege man sich, dass die affine irreduzible Q-
Varietit V(X3 —-Y?) C Aé Q-birational dquivalent zu V(X2 - Z,Y3 - Z) C
A?@ ist, aber nicht isomorph. Man skizziere beide Varietéten.

4. Dimension eine Varietét

Wir wollen den Varietéten auf sinnvolle Weise eine Dimension zuordnen, weil
wir spater Kurven als eindimensionale abgeschlossene Varietdten definieren
werden.
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5.22. Definition. Sei V eine irreduzible k-Varietit, dann ist dim(V) :=
trdeg(k(V)/k). Ist V reduzibel, so ist die Dimension von V die maximale
Dimension seiner irreduziblen Komponenten.

Hierbei bezeichnet trdeg(F /K) den Transzendenzgrad der Kérpererweiterung
F/K. Man sieht sofort, dass die Dimension einer Varietét invariant unter
k-birationaler Aquivalenz ist. Der Dimensionsbegriff scheint zugegebener-
maflen etwas unmotiviert, aber folgende Proposition sollte der Anschauung
helfen.

5.23. Proposition. Ist V eine irreduzible k- Varietdt, und n € N, dann sind
dquivalent:

(i) n = trdeg(k(V)/k)
(i) n+1 ist die maximale Linge einer echt aufsteigenden Kette abgeschlos-
sener irreduzibler Teilmengen von V.

Diese Proposition wollen wir ausnahmsweise an dieser Stelle beweisen. Im
Beweis passiert etwas was typisch ist fiir die algebraische Geometrie, ndmlich
das Zuriickfithren der allgemeinen Situation auf den affinen Fall.

Beweis: Wir iiberlegen uns zunéchst, dass es geniigt die Behauptung fiir
irreduzible affine k-Varietdten zu zeigen. V besitzt eine offene endliche
Uberdeckung von offenen Teilmengen, welche jeweils isomorph sind zu einer
affinen Varietét sind (dies wird z.B. im ersten Vortrag gezeigt werden). Nach
den vorigen Uberlegungen besitzt jeder solche offene Teil denselben Funktio-
nenkorper. Funktionenkorper. Sei Vg C - - - C V,, eine echt aufsteigende Kette
maximaler Linge von irreduziblen abgeschlossenen Mengen in V. Dann hat
Vo mit mindestens einer der ‘affinen’ offenen Uberdeckungsmengen einen
nichtleeren Schnitt, und somit also die ganze Kette, und weil der offene Teil
dicht in V liegt, und die Kettenglieder irreduzibel sind, bleibt die Kette nach
runterschneiden auch eine echt aufsteigende Kette. Umgekehrt lésst sich je-
de echt aufsteigende Kette im offenen ‘affinen’ Teil in die quasiprojektive
Varietdt hinein abschliessen.

Nun da wir uns iiberzeugt haben, dass es geniigt die Aussage nur fiir affine
k-Varietdteten zu betrachten, sei Vo C --- C V;, =V C A]" eine maximale
solche echt aufsteigende Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen
(sprich irreduziblen affinen Teilvarietéten).

Wir verwenden eine Feststellung von Zariski [Ful, Chapter 1.10, Proposition
4], ndmlich dass ein Koérpererweiterung L/K, welche als Ringerweiterung
endlich erzeugt ist, bereits als Korpererweiterung endlich algebraisch ist.
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber n.

Im Fall n =0, d.h. V= Vj Ist Z(V) ein maximales Ideal in k[X7,..., Xp],
da es sonst noch eine abgeschlossene Teilmenge in V' geben wiirde. (Abge-
schlossene Mengen im A" korrespondieren Inklusionsumkehrend zu Prim-
idealen im k[X7y,...,X,,]). Dann ist k[z1,...,2n] = kE[X1,..., Xn]/Z(V)
nach Zariskis Feststellung eine endliche Korpererweiterung von k, d.h. es
gilt trdeg(k(V)/k) = 0, wie behauptet.
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Ist umgekehrt trdeg(k(V)/k) = 0, so sind die Elemente z1,...,x,, in der
Ringerweiterung k[z1,...,zn] = k[X1,..., Xn]/Z(V) algebraisch, und so-
mit muss es bereits eine Kérpererweiterung sein, weshalb Z(V') ein maxima-
les Ideal ist, und somit keine echte irreduzible abgeschlossene nichttriviale
Teilmenge von V existieren kann.

Ist n > 0, wihle wieder eine maximale aufsteigende Kette Vy C ... V,_1 C
V,, = V Nach Induktionsvoraussetzung hat k[V},_1] Transzendenzsgrad n— 1
iiber k. Schreibe k[V] = k[yi,...,yr][a1,. .., as], wobel yi1,...,y, eine ma-
ximale algebraisch unabhéngige Familie aus den gegebenen Erzeugern der
Ringerweiterung iiber k£ bezeichne. Betrachte nun den Restklassenhomomor-
phismus k[V] — k[V,,—1], gegeben durch das Primideal p = Z(V,,—1)/Z(V)
in k[V]. Dann ist k[V,,—1] = k[V]/p = kly1,-..,Ur, a1, ..., as), welches den
Teilring k[y1,...,yr] besitzt. Es ist klar, dass jedes Element aus k[V},_1]
algebraisch iiber k[yp,...,y,] ist. Wir iiberlegen uns, dass aber auch die
Elemente g1, ..., 7, algebraisch abhéngig tiber k sind. Dazu geniigt es, sich
zu iberlegen, dass p N kly1,...,yr] # {0} ist. Sei @ € p \ {0}. Dann sind
Y1, .., Yr, @ algebraisch abhéngig tiber k, d.h. es gibt einen polynomialen
Ausdruck f(y1,...,yr,a) = 0. Betrachten wir f als Polynom in «, so sehen
wir, dass der konstante Koeffizient in p liegen muss, welcher zugleich aus
kly1,...,yr] ist. Somit also enthélt g, ..., 7, eine Transzendenzbasis von
k(Vp—1) der Liange < r, und mit der Induktionsvoraussetzung folgt r > n,
also trdeg(k(V)/k) > n. Um die umgekehrte Richtung zu zeigen, d.h. ausge-
hend von einer affinen Varietét mit Dimension n eine echt aufsteigende Kette
irreduzibler abgeschlossener Teilmengen zu konstruieren, benttigt man einen
Satz, der in [Fu] kein Erwéhnung findet (weshalb dort die Proposition kei-
ne Erwidhnung findet), die sogennante Noether-Normalisierung, welche das
finden einer besonders ‘guten‘ algebraisch unabhingigen Familie im Koor-
dinatenring einer affinen k-Varietéit garantiert. Als eine Konsequenz dieses
Satzes, kann man zeigen, dass man durch Schneiden einer affinen Varietét
mit einer (passenden) Hyperebene im affinen Raum die Dimension um ge-
nau 1 reduziert, und dass man so iterativ eine absteigende Kette der Lénge
n + 1 von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen konstruieren kann. [

5.24. Bemerkung. im obigen Beweis wird der Fall einer quasiaffinen Va-
rietdt auf eine affine Varietéit zuriickgefiihrt, indem wir den Abschluss der
quasiaffinen Varietit bilden (das Schwierige daran war die Uberlegung, dass
die Maximalitét der Kettenlingen im Abschluss nicht dndert). Tatsdchlich
lasst sich der quasiaffine Fall noch anders auf den affinen Fall zurtickfiithren.
Man kann ndmlich zeigen, dass eine irreduzible quasiaffine Varietét, welche
durch das Herausnehmen der Nullstellenmenge eines Polynoms entstanden
ist, isomorph zu einer irreduziblen affinen Varietét ist. Eine allgemeine irre-
duzible quasiaffine Varietit ist demnach eine offene Uberlagerung von affinen
Varietdten und es geniigt nun einen solchen affinen Teil zu untersuchen.

5.25. Beispiel. Man iiberlege sich, dass die quasiaffine Varietét A} \ {0}
isomorph zur affinen Varietét {XY — 1 =0} C A7 ist.
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5. Kurven und Singularititen

5.26. Definition. e Kine irreduzible k-Varietit C' der Dimension 1
bezeichnen wir als irreduzible k-Kurve.

o Ist C C A}(C P}) eine irreduzible affine (projektive) k-Varietit
der Dimension 1, so sprechen wir von einer affinen (projektiven)
k-Kurve.

e Ist zudem C C Az(c Pi), so sprechen wir von eine ebenen irredu-
ziblen affinen (projektiven) Kurve .

5.27. Proposition. Ist C eine ebene irreduzible affine (bzw. projektive) k-
Kurve, so gibt es - bis auf Faktoren in k* -genau ein irreduzibles (bzw. ho-
mogenes) Polynom f € k[ X1, Xa] (bzw. € k[Xo, X1, X2]), so dass C C AZ(C
P%) die Nullstellenmenge von f ist. Umgekehrt definiert ein jedes solches
Polynom eine ebene irreduzible affine (bzw. projektive) k-Kurve.

5.28. Bemerkung. In [Ful, Ch. 3] wird der Begriff der ebenen affinen (bzw.
projektiven) Kurve ad hoc als ein Polynom in zwei Unbestimmten (bzw.
ein homogenes Polynom in drei Unbestimmten) eingefiihrt. Abgesehen von
der Tatsache, dass in [Fu] sowieso nur K-Kurven betrachtet werden, un-
terscheidet sich dieser Begriff von unserem Begriff der ebenen irreduziblen
K-Kurve insofern, als nicht nur reduzible Polynome (bzw. Varietéiten) zu-
gelassen sind, sondern dariiber hinaus mehrfach auftretende Faktoren einer
'mehrfachen Kurve entsprechen’ (die beiden Polynom f und f? definieren
verschiedene ebene Kurven im Sinne von [Ful). Dieser verallgemeinerte Be-
griff wird bendtigt um eine moglichst allgemeine Aussage iiber das Schnitt-
verhalten zweier verschiedener ’ebener Kurven’ zu formulieren. Wir werden
in unseren Vortrédgen allerdings an unserer Definition festhalten, da wir in
unserem Seminar zu diesem Thema keine Aussage treffen werden.

Fine geometrisch irreduziblen k-Kurve in unserem Sinne entspricht dann
dem, was bei Fulton einfach nur Kurve genannt wird. (Wobei wir noch die
Information mittragen, iiber welchem Teilkorper k& die Kurve definiert ist.)

Im Folgenden reden wir kurz von (ebenen) Kurven, wenn wir eigentlich ebene
geometrisch irreduzible k-Kurven meinen. Im ersten Vortrag wird es darum
gehen fiir Punkte auf einer ebenen affine Kurve geometrisch anschaulich zu
definieren, wann es sich um einen einfachen Punkt bzw. einen singuldren
Punkt handelt, bzw. ein quantitatives Mass ( Vielfachheit eines Punktes auf
der Kurve) dafiir zu definieren. Zudem wird in dem Vortrag eine algebrai-
sche Definition dieser Begriffe gefunden, basierend auf Eigenschaften des
sogenannten ’lokalen Ring’ im betrachteten Punkt.

5.29. Definition. Sei V eine k-Varietéit, P € V, dann ist eine lokale k-
Funktion in P eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, ), wobei U eine offene
Umgebung von P ist, und die Aquivalenz ansonsten wie bei rationalen
Funktionen definiert ist.

Die Menge dieser lokalen k-Funktionen wird mit der offensichtlichen Addi-
tion und Multikplikation zu einer k-Algebra Op(V'), genannt der k-lokale
Ring von P in V.
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5.30. Beispiel. Man iiberlege sich als Ubung folgende Beziehung zwischen
den bisher erwihnten algebraischen Objekten einer ireduziblen k-Varietét:
Es bezeichne immer U eine offene Teilmenge und P einen Punkt von V.
(i) Ov(U) = k(V).
(i) Op(V) = (V).
(iii) Uy € Ua = Oy (Us) < Oy (Uy),r — 7|y,
(iv) PeU = Oy(U) — Op(V)
(v) Ov(U) = Npey Op(V).
(vi) Op(V) = Uysp Ov(U)
(vil) k(V) =Upey Op(V) = UUQV Ov(U).

Im ersten Vortrag wird unter anderem gezeigt werden, dass ein Punkt P
auf einer ebenen affinen K-Kurve C' genau dann ein einfacher Punkt ist,
wenn der Ring der K-lokalen Funktionen in P (Op(C)) ein Bewertungsring
ist. Dieses algebraische Kriterium wird dann verwendet, um allgemein bei
K-Kurven den Begriff eines einfachen Punktes zu definieren (bzw. komple-
mentéir dazu den Begriff des singulidren Punktes).

Ein zentrales Anliegen des Seminars ist es folgenden Satz zu beweisen:

5.31. Satz. Sei C' eine eben irreduzible projektive K-Kurve. Dann gibt es
(bis auf Isomorphie) genau eine irreduzible projektive K-Kurve C' ohne sin-
guldren Punkt, welche K -birational dquivalent zu C' ist.

Die verwendete Methode (simultanes Aufblasen von Punkten im P%) wird
im dritten Vortrag herausgearbeitet. Es wird dort auch gezeigt werden, dass
man ’gutartige’ Singularitéten durch diesen Prozess auflésen kann. Im vier-
ten Vortrag wird gezeigt, wie man zu einer ebenen projektiven Kurve eine
dazu birational dquivalente ebene projektive Kurve findet, deren Singula-
ritéten alle von besagter gutartiger Form sind, so dass die Methode ’simul-
tanes Aufblasen’ tatséichlich wie gewiinscht alle Singularitdten beseitigt.

Entgegen vorherigen Hoffnungen, konnten wir im Rahmen des Seminars
nicht beweisen, dass es sich bei dem mnichtsinguldren Modell bereits um ei-
ne tber k definierte Kurve handelt, falls die urspringliche Kurve bereits
tber k definiert war. Eventuell sind dafiir feinere Konstruktionsmethoden
zur Ausflosung von Singularititen erforderlich, als die Aufblasungen und
quadratische Transformationen wie sie in [Fu] verwendet werden.

6. Produkte von Varietiten und von Morphismen

Um es gleich vorwegzunehmen, die anschauliche Idee, die hinter dem Aufbla-
sen einer Kurvensingularitét einer ebenen Kurve steckt, ist der Versuch eine
Art Parametrisierung der Kurve zu finden, und dann den Graphen der Para-
metrisierung als neue Kurve herzunehmen. Als Menge liegt dieser Graph z.B.
im kartesischen Produkt A}C X Az, bzw. IP’/,lC X IP’%. Nun stellt sich die Frage, in-
wiefern man diesen Graphen als k-Varietit betrachten kann, zumal derart,
dass es sich bei der Projektion (Deparametrisierung) auf die urspriinglich
gegebene Kurve um eine birationale Aquivalenz handelt. Hierzu gibt es zwei
mogliche Ansétze: In Fultons Buch wird in Kapitel 6 ein allgemeinerer Be-
griff einer Varietéit eingefiihrt als wir das tun (zur Erinnerung: Varietiiten
sind fiir uns quasiaffine oder quasiprojektive Varietdten). Als grundlegen-
de Rdume betrachtet Fulton beliebige kartesische Produkte von projektiven
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und affinen Rdumen, und definiert auf ihnen Topologien, welche feiner sind
als die Produkttopologie der gegebene Zariskitoplogien der einzelnen Kom-
ponenten. Fiir unsere Belange geniigt es allerdings nur die Situation von
Produkten von projektiven Rdumen, oder Produkten von affinen Rdumen
zu betrachten. Die gemischte Situation interessiert uns nicht.

5.32. Definition. Das Produkt A} x AJ" als Varietét ist der AZ“".

5.33. Bemerkung. Seien V' C A} und W C A" affine k-Varietdten (d.h.
abgeschlossen in den jeweiligen k-Zariskitopologien), Dann ist V' x W C
A} x A7 eine affine k-Varietét.

5.34. Satz (Segre-Einbettung). Die Abbildung

p: le X oo X PZS — Pénl—l—l).-.(nQ_A'_l)_l

([wél) U xgl)], ol [:U[()s) U xﬁfs)]) — [H xl(:)]
i=1

Ist eine injektive Abbildung mit abgeschlossenem Bild. Allgemeiner, seien
Vi CP, ..., Vs C e projektive k- Varietdten, so ist es auch p(Vix---x V).
Dasselbe gilt, wenn man das Wort ‘projektiv’ durch das Wort ’quasiprojektiv’
ersetzt.

0<i1<n1;...;0<ls<ng

Beweis: Die Injektivitit der Abbildung: Seien y() € P, ... y(®) € P" und
M e P 20 € P oso, dass p(y™V, ..., y®)) = p(zM, ... 2)). Wir
zeigen exemplarisch, dass dann y™) = z() gilt. Zunichst wissen wir, es gibt
einr € k*,sodassr[[;_ la:l(l) =11 1yl()furalleo <l <ny...;0< 1y <ng.
Fixieren wir nun lo, ..., [, und withlen einmal l1 =l und einmal [; = m mit
m%) # 0. So sieht man, dass

ﬁ;gmmw_ﬁ
OB OFS TIRORNG

. Durch variieren von [ sehen wir so, dass z() = y(!), und analog (9 = y(®
fir alle 1 <3 <s.

Es ist leicht zu sehen, dafl die Segre-Einbettung eines mehrfachen Produkts
von projektiven Varietédten dasselbe ist, wie die itterierte Segreeinbettung
von jeweils Paaren von solchen. Und somit folgt die Aussage induktiv, wenn
wir sie im Fall s = 2 gezeigt haben. Deshalb nehmen wir von jetzt oE an, dass
s = 2 ist. Um zu zeigen, dass p(P' x P}?) abgeschlossen in Pénﬁl)(nzﬂ)_l
ist, iiberlege man sich, dass die Menge gegeben ist durch die Nullstellenmen-
ge der Polynome

L1 Znm = ZigmZny fir 0 <k,n <mn; und 0 <I,m < no.

Seien V1 und V5 zwei projektive Varietdten, oE jeweils gegeben durch die Ver-
schwindungsmenge eines einzigen Polynoms f1(Xo, ..., Xp, ), bzw. fa(Yo, ..., Ya, ).
Man kann sich leicht iiberlegen, dass das p(V; x V2) genau gegeben ist durch
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die Verschwindungsmenge der Polynome.

gj = fl(ZO,ja .. -7Zn1,j) fﬁl‘ 0 S j S no
hz' = fg(Z@o, ceey Zi,ng) fir 0 S 1 S ni
Zi 1 Znm = ZikmZn, fir 0 <k,n <ngund 0 <1, m < ns.

Der allgemeine Fall von quasipojektiven Varietéiten folgt nun aus diesem
Spezialfall fast unmittelbar. O

5.35. Definition. Seien Vi C P}, ...V, C P}® quasiprojektive Varieéten.
Dann schreiben wir Vi x --- x Vi fiir ihr Varietdten - Produkt, welches als
Menge das kartesische Produkt ist, dessen Topologie durch die injektive
Abbildung ply, x...xv, induziert wird, und deren regulére Funktionen auf
offen Teilen U C V; x -+ x Vi durch Zuriickziehen via p(U) definiert sind.

5.36. Lemma. Sei U C P} und Uz C P} jeweils Komplemente von Hyper-
ebenen, also insbesondere isomorph zum A7, bzw. A]*. Dann ist auch Uy x Us
isomorph zum A"T™,

Beweis: Sei oE Uy = {(xg: -+ :2p) |20 #0} und Uz = {(yo : -+ : Ym) |
yo # 0}. Betrachte die Abbildung

L U1 XU2—>AZ+m
T X 1
(zo:- @), (Yo: - :Ym)— (—,...,—n,y—,...,y—m .
Lo Lo Yo Yo
Sei V' irgendeine abgeschlossene Menge in AZ+m, etwa gegeben durch ein
Polynom F(Xq,...,X,,Y1,...,Y,,). Das Urbild von V ist

T In Y1 Un
To:-or i xp), (Yoo F(—,...,—, —,...,— :O}.

{ Do) | P, T2 0
Dies ldsst sich auch auffassen als die Nullstellenmenge des Polynoms

I _ degF degF Xl Xn Yl Yn 3 1
F=X,°"Y, F(X—07 S DI IRRE 70) Bei genauer Betrachtung sieht
deg F'
Yo

man, dass sie Monome dieses Polynoms entweder von der Gestalt X i‘”Xgi
mit a; + b; = deg F' oder von der Gestalt Y;CiYOdngch mit ¢; + d; = deg I
fiir 1 <7 < n sind. Also kann man es auch als ein homogenes Polynom vom
Grad deg F' in den “Variablen” X;Y; und Y; X, fiir 1 < i < n, sowie XgYj
betrachten. Das heisst insbesondere, dass das Bild unter der Segreeinbettung
des Urbildes von V' abgeschlossen ist. Also handelt es sich bei der Bijektion
¢ um eine stetige Abbildung.

Sei nun U C AZH” offen und r eine k-regulédre Funktion auf U. Wir miissen
zeigen, dass dann r o ¢ eine k regulire Funktion auf :=(U) ist. Ich mochte
an dieser Stelle ein sehr sehr schlechtes Vorbild sein, und die Begriindung
nur miindlich anreissen: Das r regulir ist, bedeutet, dass es eine offene
Uberdeckung von U gibt, worauf r jeweils durch einen Bruch von Polynomen
gegeben ist. Zuriickziehen mittels ¢ gibt uns zunéchst eine Darstellung von
Briichen von Polynomen, in welche Briiche von Variablen eingesetzt wur-
den (wie vorhin bei F). Durch Multiplizieren sowohl des Zahlers als auch
des Nenners mit geniigend hoher Potenz von XYy, erhalten wir Briiche
von homogenen Polynomen gleichen Grades, die wir sogar als Briiche von
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ebensolchen Polynomen in den ‘Segre’-Variablen interpretieren kénnen. Also
handelt es sich bei r o ¢ um eine regulére Funktion.

Um ‘Isomorphie’ zu zeigen muss man jetzt eigentlich noch von der Umkehr-
abbildung zeigen, dass es sich um einen Morphismus handelt. Dies lass ich
als Ubung. O

5.37. Lemma. Seine V, W k-Varietiten, und V = |JU; eine offene Uberdeckung
von V. Seip : V. — W eine Abbildung. Dann ist ¢ ein Morphismus, genau
dann, wenn @|y, ein Morphismus fir jedes U; ist.

Beweis: Wenn ¢ ein Morphismus ist, so auch ¢|y,. Dies ist fast trivial,
es wiirde auch gelten, wenn U; eine abgeschlossene Teilvarietit wére. Es
stimmt, da die Einschrinkungen von reguliren Funktionen wieder regulér
sind.

Seien umgekehrt |y, Morphismen. Sei U C W offen, dann ist das Urbild
von U unter ¢ die Vereinigung der Urbilder unter ¢, und somit offen, also
ist die Stetigkeit gezeigt. Sei r eine reguldre Funktion auf U. Zu zeigen ist,
dass 7 o ¢ reguldr auf =1 (U) ist. Auf jedem ¢~ 1|y, (U) gilt, dass (r o ¢)|v,
reguliir ist, da (r o )|y, = r o @p,. Da aber die ¢~ |y, (U) eine (endliche)
offene iiberdeckung von ¢~!'(U) sind, ist dann anhand der Definition von
‘reguliir’ relativ leicht zu sehen, dass dann auch r o ¢ regulir auf =1 (U) ist.

O

5.38. Lemma. Sei V,W Wy drei k-Varietiten mit W1 CW. Sei p: V —>
Wy eine Abbildung. Genau dann ist ¢ ein Morphismus nach W1, wenn es
ein Morphismus nach W ist.

Beweis: Dass die Stetigkeit von ¢ nicht davon abhéngt, in welche Ober-
menge hinein man die Abbildung betrachtet, ist wegen Spurtopologie klar.
Sei zundchst Angenommen, dass ¢ als Abbildung nach Wj ein Morphismus
ist. Sei r eine regulire Abbildung auf einer offenen Teilmenge von W. Dann
ist die Zurckgezogene Funktion r o ¢ regulidr auf dem Urbild, da man die
offene Teilmenge und r ja zuerst hitte auf Wi einschrianken kénnen.

Sei nun angenommen, dass ¢ als Abbildung nach W ein Morphismus ist.
Sei r eine regulidre Abbildung auf einer offenen Teilmenge U von Wj. Nach
Definition von ‘regulir’ gibt es eine offene Uberdeckung U = | J U;, worauf
r jeweils als ein Bruch von Polynomen gegeben ist. Mit ein klein bischen
Nachdenken mekrt man, dass die U; von offenen Mengen U; in W kommen,
auf denen jeweils ausserdem der zu U; gehrende Polynombruch eine reguléire
Funktion definiert. Diese zurckgezogen via ¢ liefert jeweils eine regulére
Funktion auf ¢~ *(U;) = ¢~ *(U;), welche natiirlich mit 7 o ¢ auf ¢~ (U;)
tibereinstimmt. Dann sieht man fast sofort mit Hilfe der Definition von ‘re-
guldr’ und ein kleines bischen Nachdenken, dass auch r o ¢ eine regulére
Funktion auf o~ 1(U) ist. O

5.39. Satz. Seien V1, ..., Vy projektive k- Varietiten, und W eine k- Varietdt,
sowie p; : W — Vi Morphismen von k-Varietdten, so ist
oW —V; x--- XV
w = ((tpl(w)a s 7@08(w))
etn Morphismus von k-Varietdten.
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Beweis: Wir beschrinken uns wieder auf den Fall s = 2, da der allgemeine
Fall sofort induktiv folgt. Seien V3 C P und Vo C P}* also zwei projektive
Varietédten und 1, o2 Morphismen von W.

Seien (U;)o<i<n die Komplemente der i-ten Koordinatenebene (ihr wisst
doch was ich meine) des P}, oder noch besser, seien das die Schnitte dersel-
ben mit V;. Analog (U J/-)ogjgm das entsprechende zu V2. Dann bildet offen-

sichtlich (U; x U J’)” eine offene Uberdeckung von Vi x Vs (dies liegt daran,
dass die Produkttopologie grober ist als die ‘Segre’-topologie, d.h. die To-
pologie des Varietéitenprodukts). Ausserdem sind U; x U ]’ jeweils isomorph
zu einer affinen Varietdt nach einem vorigen Lemma.

Bezeichne W; ; das Urbild von U; x UJ/- . Damit ist W; ; offen in W, da ja ¢
zumindest stetig beziiglich der herkémmlichen Produkttopologie auf V; x V5
ist. Desweiteren ist (Wj;);; eine offene Uberdeckung von W. Nach einem
weiteren vorigen Lemma, geniigt es zu iiberlegen, dass ¢, ; jeweils ein Mor-
phismus nach Vi x V4 ist, bzw. (ebenso nach einem vorigen Lemma) ein
Morphismus nach U; x U; ist.

Man bemerke, dass W; ; wie jede Varietét, eine Uberdeckung von offenen
Teilmengen (W; j ;)i besitzt, welche als Varietiten jeweils isomorph zu einer
affinen Varietét sind.

Also haben wir uns mittlerweile darauf reduziert zu zeigen, dass ¢|w;, ;, ein
Morphismus nach U; x U; ist.

Wir kénnen nun annehmen, dass sowohl W ; 1., als auch U; und U]’- tatséchlich
affine Varietéten sind (nicht blos isomprh zu). (Diesen Auftaktsatz muss man
sich vielleicht nachtréglich nochmal im Gehirn zergehen lassen, aber danach
wird jeder zustimmen). Dann aber sind wir fertig, da ja dann sowohl ¢1|w;, ; ,
als auch @o|w, ; , polynomial gegeben sind, also auch ¢lw, ;. O

Jetzt noch eine kleine Feststellung zu Projektionen; der Vollstdndigkeit hal-
ber.

5.40. Bemerkung. Seien V7, ..., V; projektive k-Varietdten. Dann sind die
Projektionen 7; : Vi x---x V; x...Vy — V; Morphismen von k-Varietéten.

Beweis: Zunichst sei wieder Bemerkt, dass es aus Griinden der Assozia-
tivitdt und Kommutativitdt des Segreprodukts es geniigt den Fall s = 2
und j = 1 zu betrachten. Stetigkeit von 7 ist wieder klar. Sei r eine re-
guldre Funktion auf einer offene Teilmenge U von V; C IP. Wir zeigen, dass
r o w1 eine reguldre Funktion auf U x V5 ist. Anders gesprochen, wir wollen
zeigen, dass r o mp auf U x Vs lokal durch Briiche von Polynomen gleichen
Grades in den “Segre”-variablen gegeben ist. Zunéichst einmal wissen wir,
dass es eine offene Uberdeckung (U;) von U gibt, so dass 7|y, = % mit
fyg € k[Xo,...,Xy] homogen vom selben Grad d;. Sei Uj’- das Komplement
der j-ten Koordinatenebene in Vo C P} fiir 0 < j < m. Dann ist (U; x U]/‘)z}j
eine offene Uberdeckung von U x V,. Auf U; x U; ist r o m gegeben durch
Y fi(Xo,0. Xn)
deig(Xo,...,Xn)
sehen wir dass es sich jeweils um homogene Polynome vom Grad d; in den
‘Segre’-variablen XY}, ..., X, Y; handelt. also ist r o 7 eine regulére Funk-
tion auf U x V5. O

. Bei genauerer Analyse der Polynome in Zihler und Nenner
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Nach diesen Vorarbemerkungen (bzw. Nachbemerkungen) zu Produkten von
projektiven Varietdten sind wir nun geriistet den Vortrag von Dominic zum
simultanen Aufblasen der Projektiven Ebene in mehreren Punkten zu ver-
stehen, sowie den Vortrag von Lukas zum Beweis der Eindeutigkeit eines
nichtsinguldren Modells einer Kurve. Ich entschuldige mich dafiir, dass ich
in den Beweisen hin und wieder Begriffe adhoc erfunden und verwendet
habe, die ich nirgends richtig definiert habe (wie z.B. die Segre-variablen),
vertraue aber auf die Fiahigkeit der Leser mit Hilfe ihrer Intuition das Rich-
tige zu verstehen.
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