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Einleitung

Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit war eine Veroffentlichung von Dr. Vlad Timofte
in [Ti], in welcher er unter anderem zu folgendem bemerkenswerten Resultat
kommt: Die Positivitdat (oder auch Nichtnegativitit) eines gegebenen unter Va-
riablenpermutation invarianten Polynoms f in n Unbestimmten und vom Grad
d > 4, kann auf einer Teilmenge des R"™ getestet werden, die ich hier plakativ
als die “Diagonalfiichen der Dimension L%J” bezeichnen will. Besonders bemer-
kenswert ist dabei, dafl die “Dimension” der Testmenge nur vom Grad, und
itberhaupt nicht von der Anzahl der Unbestimmten des Polynoms abhéngt. Den
Beweis fiir dieses Resultat von Timofte habe ich im ersten Teil des 2.Kapitels

ausgearbeitet.

Die Motivation fiir den zweiten Teil des 2.Kapitels war die Fragestellung,
ob sich nicht eine dhnliche Testmenge fiir eine etwas allgemeinere Klasse von
invarianten Polynomen finden 148t (etwa alternierende Polynome). Ich konnte
dies zwar bejahen, allerdings haben die von mir gefundenen Diagonalflichen-
Testmengen den Schonheitsmakel, dafi ihre “Dimension” noch (logarithmisch)

von der Anzahl der Unbestimmten des zu testenden Polynoms abhéingt.

Der Beweis des Resultats von Timofte beruht wesentlich auf der Tatsache,
daB die Algebra der symmetrischen Polynome (so nennen wir die unter Variablen-
permutation invarianten Polynome) von bestimmten algebraisch unabhéngigen
symmetrischen Polynomen erzeugt wird. Dies ist im allgemeinen Fall invarianter
Polynome nicht mehr der Fall. Es ist also nur natiirlich, da§ der von mir einge-
schlagene Weg im allgemeineren Fall sich sehr von Timoftes Beweis unterschei-
det. Dabei kann man die Grundidee beider Beweise noch gemeinsam formulieren:
Man betrachtet zu jedem Wert, den ein Polynom f annimmt, die Zusammen-
hangskomponenten der zugehorigen Faser um zu zeigen, dafl der Schnitt minde-
stens einer dieser Zusammenhangskomponenten mit der betrachteten Testmenge
nichtleer ist. Timofte konstruiert dazu mittels Differentialgleichungen eine Kur-
ve, ausgehend von einem beliebigen Punkt auflerhalb der Testmenge, die in den
Fasern aller in der Darstellung von f benétigten algebraisch unabédngigen sym-

metrischen Erzeugern verlduft, und die den gegebenen Punkt mit der Testmenge
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Einleitung

verbindet. Insbesondere verlduft die Kurve dann auch in einer Faser von f.

In meinem Beweis fiir den allgemeineren symmetrischen Fall, wiirde eine &hn-
liche Konstruktion einer Kurve in den Erzeugerfasern nichts bringen. Zwar folgt
aus dem Invariantensatz von Hilbert-Noether, dal der Ring der invarianten Po-
lynome von endlich vielen invarianten Polynomen erzeugt wird, man kann auf
Grund der fehlenden algebraischen Unabhéngigkeit der Erzeuger jedoch nicht
mehr aus dem Wissen iiber den Grad von f auf die in der Darstellung von f
verwendeten Erzeuger schliefen. Ich ziehe mich deshalb in meinem Beweis auf
eine rein kombinatorische Uberlegung zuriick. Ein Resultat aus der reellen al-
gebraischen Geometrie liefert eine obere Schranke fiir die mogliche Anzahl der
Zusammenhangskomponenten einer algebraischen Menge. Aufgrund der verall-
gemeinerten Symmetrie (ich spreche dann von der Teilsymmetrie) des Polynoms
f, liegt mit jedem Punkt aus dem R" gleich die ganze zugehorige Bahn (unter
Wirkung der entsprechenden Gruppe) innerhalb einer Faser von f. Die Méchtig-
keit der Bahn hiangt von der Anzahl der verschiedenen Komponenten des Punk-
tes ab. Bei ‘zu vielen’ verschiedenen Komponenten iibersteigt diese Méachtigkeit
die Anzahl der Zusammenhangskomponenten der Faser, und nach dem Schub-
fachprinzip liegen dann zwei Punkte der Bahn in ein und derselben Zusammen-
hangskomponente der Faser. Gewisse Wegzusammenhangsbetrachtungen zeigen
dann, daf in der Faser dann irgendwo ein Punkt liegen muss, der weniger als die
urspriinglich Anzahl an verschiedenen Komponenten hat. Durch trickreiches ite-
rieren dieser Betrachtung, erhdlt man dann eine “diagonale” Testmenge, deren

Dimension logarithmisch in n ist.

Der dritte Teil des zweiten Kapitels beruht auf Uberlegungen von Dr. Markus
Schweighofer. Er zeigte mir einen Weg, einen schénen Zusammenhang zwischen
der Existenz “diagonaler” Nichtnegativitéitstestmengen fiir homogene symmetri-
sche Polynome und einer bestimmten Darstellbarkeit gewisser homogener sym-
metrischer Polynome herzustellen. Seine Hoffnung war dabei, daf} ich mittels ele-
mentarer kombinatorischer Uberlegungen diese Darstellbarkeit beweisen kénnte
und dadurch gleichzeitig die Existenz “diagonaler” Testmengen fiir homogene
symmetrische Polynome gewinnen kénnte. Ein elementarer Beweis der Darstell-

barkeit gelang mir leider nicht fiir alle betrachteten homogenen Polynome. Es
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zeigte sich sogar, dafl sich einfache Beispiel finden lassen, fiir die ein rein kom-
binatorischer Beweis nicht funktionieren kann. Gerade fiir diese Félle aber fand
sich eine génzlich andere Moglichkeit die gewiinschte Darstellung zu zeigen.

Zu guter Letzt habe ich mir im 3.Kapitel dann noch Gedanken zu einer
algorithmischen Anwendung der von Timofte gefundenen Diagonaltestmengen
gemacht (auf die auch Dr. Vlad Timofte bereits hingewiesen hat). Es geht dabei
um die Existenz eines effizienten Algorithmus, der bei fixierter Gradschranke
ein beliebiges (insbesondere mit beliebiger Anzahl an Unbestimmten) gegebenes
symmetrisches Polynom auf Nichtnegativitét (oder auch Positivitéit) testet. Der
Schliissel zu diesem Algorithmus ist die Tatsache, daB die “Dimension” ] der
gefundenen Testmengen nicht von der Anzahl der Unbestimmten abhéngt. Dies
fithrt das Nichtnegativitéttesten eines Polynoms in n Unbestimmten auf das Te-
sten mehrerer Polynome in ng Unbestimmten zuriick. Das Effiziente daran ist,
daB es fiir eine feste Gradschranke d und feste Anzahl an Unbestimmten (hier
%l) fiir Polynome g, es gewisse polynomiale Ungleichungssysteme gibt, von de-
nen mindestens eines nach Einsetzen der Koeffizienten von g genau dann erfiillt
ist, wenn g tiberall nichtnegativ (positiv) ist (Stichwort: Quantorenelimination).
Dies auf alle durch Unbestimmtengleichsetzung erhaltenen Polynome anzuwen-
den, ist wesentlich effizienter, als fiir variable Anzahl n der Unbestimmten, be-
sagte Ungleichungssysteme erst zu generieren und dann auf die das urspriingliche
Polynom anzuwenden.

Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Alexander Prestel dafiir bedan-
ken, daf} er mir ermoglichte an seinem Lehrstuhl die Diplomarbeit zu schreiben.
Ebenso mdochte ich mich bei seinem Mitarbeiter Dr. Markus Schweighofer be-
danken, nicht nur fiir den schon erwidhnten inhaltlichen Beitrag, sondern auch
fiir einige fiir ihn sicherlich mithsame aber fiir mich sehr hilfreiche Stunden des

Korrekturlesens und gemeinsamen Uberarbeitens.



1. Grundlagen

1.1 Theorie der reell abgeschlossenen Korper

In dieser Arbeit werden an zwei Stellen modelltheoretische Ergebnisse der Theo-
rie reell abgeschlossener Korper benutzt. Es ist dies einerseits die Tatsache, daf3
die Theorie der reell abgeschlossenen Korper die sogenannte Quantorenelimina-
tion zuldBt und andererseits, als Folgerung, die Vollstindigkeit dieser Theorie.

Leser, denen diese Ergebnisse bekannt sind, konnen diesen Teil {iberspringen.
Ich werde an dieser Stelle grundlegende Definitionen, wie zum Beispiel die einer
formalen Sprache, einer Theorie oder auch eines Modells fiir eine Theorie, als
bekannt voraussetzen. Auch werde ich die hier aufgeschriebenen Resultate nur
zitieren. All dies 148t sich in [Pr] sehr gut nachlesen.

Folgendes allgemeines Vollstandigkeitsresultat geht auf Godel zuriick.

Satz 1.1.1 (Godels Vollstindigkeitssatz). Sei ¥ ein Aziomensystem einer
formalen Sprache L der Logik erster Stufe. Sei ¢ eine Aussage in der formalen
Sprache L, dann ist @ aus 3 deduzierbar genau dann, wenn o in jedem Modell

von X gilt.
siche [P1l Seite 60]

Definition 1.1.2. Sei mit Aus(L) die Menge aller Aussagen in der formalen
Sprache L bezeichnet. Eine Theorie ¥ C Aus(L) heifit wvollstindig, wenn fiir
jedes ¢ € Aus(L) gilt ¢ € 3 oder - € X.

Definition 1.1.3. Einer Formel ¢ in einer formalen Sprachen L heifit quantoren-

frei, wenn in  die Zeichen V, 3 nicht auftauchen, also wenn alle vorkommenden
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Variablen frei sind.

Definition 1.1.4 (Quantorenelimination). Eine Theorie ¥ C Aus(L) erlaubt
Quantorenelimination, falls jede Formel ¢ in dieser Theorie dquivalent zu einer

quantorenfreien Formel ¢ ist, deren Variablen in ¢ fre: vorkommen.

Definition 1.1.5. Einen angeordneten Korper (R, <), dessen echte algebraische

Erweiterungen allesamt keine Anordnung besitzen, nennt man reell abgeschlossen

Wir betrachten hier die formale Sprache der angeordneten Ringe, und iiber
dieser die Theorie RCF, welche der deduktive Abschlufl des Axiomensystems der

angeordneten Korper zusammen mit den unendlich vielen Axiomen fiir d € N:

RCy VoIy(z < 0V = 3?)
RCy Nag..Vasg 3z (2?7 + ayqz® + ... 4 ag = 0)

ist. Artin und Schreier bewiesen im Jahr 1926, daf die reell abgeschlossenen

Korper genau die Modelle dieser Theorie sind.

Satz 1.1.6 (RCF erlaubt QE). Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder For-
mel ¢(X1, ..., X,) eine in RCF dquivalente quantorenfreie Formel 0(Xy, ..., X,,)

generiert.

Beweis. Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. Zun#chst kann man mit
modelltheoretischen Methoden zu jeder Formel ¢(X7, ..., X,,), die Existenz einer
quantorenfreien Formel §(X7, ..., X,,) zeigen, welche in jedem reell abgeschlosse-
nen Korper dquivalent zu ¢ ist [Pr2l Theorem 2.1.6 und Seite 41 ff]. Mit Godels
Vollstandigkeitssatz ist also die Aussage

(%) VX1, VX (0( X, e, X)) 0 6(X, o, X))
aus der Theorie RCF.

Im zweiten Schritt iiberlegt man sich, dafl man 6 auch effektiv generieren
kann. Man schreibt einfach nacheinander fiir jedes | € N alle moglichen (endlich
vielen) Beweise der Lénge [, welche die obigen Axiome von RCF benutzt, auf.
Irgendwann muf in irgendeiner dieser Beweisketten am Ende die Aussage (%)

stehen fiir ein quantorenfreie Formel §. Dieses 0 ist die gesuchte quantorenfreie
Formel. O



1.2. Teilsymmetrische Polynome

Daraus kann die Vollstédndigkeit der Theorie RCF gefolgert werden, da quan-
torenfreie Aussagen in dieser Sprache boolesche Kombinationen von Relationen
(<) und Gleichungen von Termen in Z sind, und diese in jedem reell abgeschlos-
senen Korper simultan wahr oder simultan falsch sind, und also mit Godels
Vollsténdigkeitssatz die Aussage oder die negierte Aussage aus den Axio-
men der Theorie RCF deduzierbar ist.

Satz 1.1.7. RCF ist eine vollstindige Theorie.

1.2 Teilsymmetrische Polynome

Es bezeichne K[Xj, ..., X,] den Polynomring in n Unbestimmten iiber einem
Korper K, sei S, die symmetrische Gruppe von {1,...,n}.
Seifirk<neN
e:{l,..k} —={1,,....,n}

eine injektive Abbildung. Dann definiert e eine Einbettung

cocoe (i) fallsie€e({l,.. k})

1 sonst

é: Sk — S, mit é(0)(i) = {
Diese Einbettungen wollen wir in Zukunft kanonische Einbettungen von S in
S,, nennen.

Definition 1.2.1. Sei fiir jedes n € N eine Untergruppe H, von S, mit den
Eigenschaften

(1) Es gibt ein minimales [ € N, so dafl #S,,/H,, < ist fiir jedes n € N.
(2) fiir jede kanonische Einbettung é : Sy — S, gilt é(Hy) C H,.

Die Familie H := (H,,)neny nennen wir dann eine teilsymmetrische Familie vom
Index I.

Definition 1.2.2. Sei H := (H,),en eine teilsymmetrische Familie. Ein Poly-

nom f € K[Xj, ..., X;;] nennen wir dann H-teilsymmetrisch, falls fiir alle o € H,

F(Xo@ys ooy Xom) = f
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gilt. Wir bezeichnen mit ZSZ;)(K) die K-Unteralgebra von K|[Xy, ..., X,| der H-

teilsymmetrischen Polynome.

Beispiel 1.2.3. Die Familie A = (A, ),en der alternierenden Gruppen ist eine
teilsymmetrische Familie. Die ‘alternierenden’ Polynome sind die A-teilsymme-
trischen Polynome. Die Familie S = (S, )nen ist eine teilsymmetrische Familie.

Die ‘symmetrischen Polynome’ sind die S-teilsymmetrischen Polynome

Definition 1.2.4. Wir bezeichnen mit X["/(K) die K-Unteralgebra der symme-
trischen Polynome von K[Xj, ..., X,].

1.2.1 Erzeuger der symmetrischen Polynome

Nach dem Satz von Hilbert-Noether [Be, Theorem 1.3.1] ist fiir jede endliche
Gruppe G, welche auf einer endlich erzeugten K-Algebra operiert, die Unteral-
gebra der G-Invarianten ebenfalls endlich erzeugt. Eine Besonderheit der Algebra
der symmetrischen Polynome ist allerdings, dafl sie von algebraisch unabhéngi-
gen Elementen iiber dem Grundkorper K erzeugt wird. Fine solche Algebrabasis

sind die sogenannten elementarsymetrischen Funktionen

si= Y, XX firl<i<n

1<j1<...<ji<n

Diese Tatsache ist besser bekannt als der...

Satz 1.2.5 (Fundamentalsatz der symmetrischen Funktionen). Fir je-
des symmetrische Polynom f(X1,...,X,) € L (K) gibt es ein eindeutiges g €
K[Ty,...,T,] (wobei Ty, ...,T,, Unbestimmte sind), so daff f = g(s1, ..., Spn).

Siehe etwa [Arl Seite 548]. Die Eindeutigkeit des darstellenden Polynoms ¢
besagt die algebraische Unabhéngigkeit der elementarsymmetrischen Funktio-
nen. Ausgehend davon werden wir ein fiir unsere Zwecke geeigneteres algebra-

isch unabhingiges Algebraerzeugendensystem fiir X" (K) iiber K finden (fiir
char(K) = 0).
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1.2. Teilsymmetrische Polynome

Die Potenzsymmetrischen Funktionen

Definition 1.2.6. Fur 7 € N nennen wir

P"i=Xi 4+ .+ X) e K[Xy,...,X,)]

J

die potenzsymmetrische Funktion vom Grad j in n Unbestimmten.

Falls die Anzahl der Unbestimmten aus dem Zusammenhang klar ist, schrei-
ben wir P; statt FZ[”].

Satz 1.2.7. Sei char K > n oder char K = 0. Dann ist
»"(K) = K[P,,..., B,
und Py, ..., P, sind K-algebraisch unabhdngig.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl sich die elementarsymmetrischen Funktio-
nen s; als Polynome in den P; darstellen lassen, fir 1 < j < n. Die alge-
braische Unabhéngigkeit folgt dann einfach aus dem Transzendenzgrad n von
Quot(XI(K)) = K(sy, ..., s,) iiber K. Dazu beweisen wir (mit sq := 1) zuniichst
die sogenannten Newtonrelationen:

fir n € Nund fiir 1 <k <nistin K[Xy, ..., X,]

E
—_

(—1)j8jpk,j + (—1)kk8k =0.

Il
o

j
Wir zeigen dies durch Induktion iiber n, die Anzahl der Unbestimmten:
Im Fall n =1 ist soP; + (—1)s; = 0 offensichtlich. Gelten also die Newtonre-
lationen fiir n — 1 Unbestimmte und betrachten wir diese nun in K[Xj, ..., X,],
dann sind zwei Fille zu unterscheiden:

Falls £ < n, so betrachten wir das Polynom

o

-1

F = (—1)ijPk_j + (—1)kk55k € K[Xb Xn]

<
I
<)

11
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Es ist leicht nachzurechnen, dafl deg F' < k < n ist. Fiir © < k setzen wir
(X1, ..., Xpn_1,0) zunéchst in die s;, P; ein:

Si(Xlu "'7XTL—170) = Z le .- ‘XVJI = Sgn—l} c E["‘H(K)
1<51<...<ji<n—1
B(le"an—l,O) - Xi—{__‘_X?l’L—l :Pi[nil] c E[n_l](K)

Also erhalten wir bei Auswertung in F’ mit der Induktionsvoraussetzung:

Ea
—_

F(Xy,...,X,-1,0) = (_1)j85n—1]P]£i;1} (1) s

.
Il
=)

woraus wir schlieflen koénnen, dafl F' in K[Xj,...,X,] von X, geteilt wird. Da
F offensichtlich symmetrisch ist, wird F' sogar von allen X; geteilt. Nun sind
aber die verschiedenen X; im faktoriellen Ring K[Xi, ..., X,,| irreduzibel und
paarweise nichtassoziiert, was dazu fiithrt, dafl F' auch vom Produkt X;---X,
geteilt wird. Damit ist entweder F' = 0 oder deg F' > n. Wir hatten letzteres
aber schon am Anfang dieses Falles ausschliessen konnen.

Falls £ = n, betrachten wir folgendes normiertes Polynom A in einer Unbe-
stimmten T iiber ©"(K):

—_

n—

h(T):=(T—X1) (T —X,) =Y (=1)s;,T"7 + (=1)"s,,

i
o

Die X; sind die Nullstellen dieses Polynoms, also gilt

n—1
MX)=0= (=1)s; X7 4 (=1)"s,
j=0
fir ¢ = 1,...,n. Durch Aufsummieren dieser n Gleichungen, erhalten wir die
Newtonrelation im Fall £ = n:
n—1
0=Y (=1Ys;P,_; + (—=1)"ns,.
7=0

12



1.2. Teilsymmetrische Polynome

Da ja char K = 0 oder char K > n ist, konnen wir die Newtonrelationen fiir

jedes 1 < k < n nach s, auflésen,

[y

Ed

Sk = (—1)* s, Py,

| =

<
I
o

und erhalten iterativ eine Darstellung der s; als Polynom in den P;. Dies ist

moglich, da im Term fiir s, nur s; mit j < k—1 auftauchen, und s; = Py ist. O

Im Folgenden verwenden wir die abkiirzende Schreibweise X = (X1, ..., X,,)

und 7' = (11, ..., T,,).

Korollar 1.2.8. Sei f € Y"(K) mit deg f < d. Sei d := min{n,d}, dann gibt
es Polynome 91,914 415+ 9d » 50 dafs

f:gl(Ph”"PLj —+ Z g; Pl,..., —Z)PZ (].1)

geschrieben werden kann.

Beweis. Mit dem letzten Satz wissen wir, da§ f = g(P, ..., B,) ist, fiir ein Poly-

nom
9= a0 T € K[Ty,....,T,].
neNy
Es sei M(g) = {a”T“ e T | oy, # O} die Menge aller in g vorkommenden

Monome. er zeigen

m := max{ deg;, M + 2degy, M + ... + ndegy, M | M € M(g)} < deg f.
(1.2)

Seien also My, ..., M, € M(g) diejenigen Monome, fiir die der Ausdruck
degy, M; + 2degp, M; + ... + ndegy M;

das Maximum m annimmt. Wir schreiben g = M; + ... + M, + h, wobei h die

Summe iiber die restlichen in g vorkommenden Monome ist.

13



1. Grundlagen

Es ist degy h(Pi, ..., P,) < m, da dies ja nach Wahl von h bereits fiir jedes
in h vorkommende Monom gilt. Da die P; algebraisch unabhéingig sind, gilt
(My+...+M,.)(Py, ..., P,) # 0. Die M; waren so gewéhlt, dafl jedes M; (P, ..., P,)

homogen vom Grad m ist, also ist auch
degX(Ml(Pl, . Pn) 4+ ...+ MT(P]_7 e Pn)) =m,

und somit m = degy g(P, ..., P,) = degy f < d.

Wir wissen nun, daff in jedem Monom M von g die Unbestimmte T; hochstens
in erster Potenz vorkommen kann, falls ¢ > [£]. AuBer T; konnen in einem
solchen Monom nur Unbestimmte 7; vorkommen, fiir die [ +7 < d, also [ < d —1.
Sortieren wir nun die Monome von g nach dem hochsten vorkommenden Index

i der Unbestimmten T3, so erhalten wir die Darstellung (1.1]). O

14



2. Positivitit teilsymmetrischer

Polynome

2.1 Spezielle Testmengen fiir symmetrische

Polynome

2.1.1 Der Satz von Timofte

Satz 2.1.1 (Timofte). Sei R ein reell angeschlossener Kdrper, sei f € E["](R)
mit deg f = d. Sei A:= {x € R" | #{a1, ..., x,} < max{%,2}}. Dann gilt

> >
f(z) (S) 0 fir alle x € R" < f(x) (S) 0 fiir alle x € A (2.1)

Den Beweis des Satzes werden wir nur fiir R = R fithren, werden jedoch im
Anschlufl sehen, wie man mit Hilfe modelltheoretischer Methoden die Aussage
auf jeden reell abgeschlossenen Korper iibertragen kann.

Im Beweis werden Sphéren (Fasern der potenzsymmetrischen Funktion vom
Grad 2) aus dem R™ betrachtet, und die Aussage ‘f nimmt das Minimum auf
einer Sphdre auch in einem Punkt an, der weniger als max{g,Z} verschiedene
Komponenteneintrige hat’ gezeigt. Um das zu zeigen, konstruiert man mit Hilfe
passend gewéhlter Differentialgleichungen zu jedem Punkt £ einer Sphére, fiir
den f(¢) minimal unter allen Punkten der Sphére ist, eine parametrisierte Kur-
ve auf der Sphére, auf welcher f konstant ist, und deren Endpunkt hoéchstens

max{ LgJ,Q} verschiedene Komponenten hat. Damit ist dann gezeigt, dafl das

15



2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Minimum von f auf dieser Sphére auch in A angenommen wird. Da sich der R"

durch Sphéren iiberdecken lasst, zeigt dies dann insbesondere den Satz.

Existenz komponentenreduzierender Kurven

Wir wollen hier ein grundlegendes technisches Lemma beweisen, mit welchem
wir dann die Existenz besagter Verbindungskurven zeigen kénnen. Wir werden
fiir letzteres die Darstellbarkeit eines symmetrischen Polynoms f in den Potenz-
symmetrischen Funktionen verwenden (Korollar [1.2.8). Im folgenden Lemma
‘konstruieren’ wir zu einem gegebenen Punkt & € R™ mit s verschiedenen Kom-
ponenteneintrigen eine Verbindungskurve zu einem Punkt £ mit weniger als s
verschiedenen Komponenteneintrigen, welche zudem noch insbesondere die Ei-
genschaft hat, in den Fasern P, = P;(£) der potenzsymmetrischen Funktionen
fiir 1 <17 < s—1 zu verlaufen. Dies garantiert dann nicht nur, daf fiir s > 3 die
Kurve in einer Sphére verlauft (Faser von P,), sondern zeigt bereits eine abge-
schwichte Version des Satzes von Timofte (mit d statt %l) Denn nach Korollar
[1.2.8|benotigt man zur Darstellung des symmetrischen Polynoms f mit deg f = d
hochstens die Potenzsymmetrischen Funktionen P, ..., P;. Man kann also einen
Punkt £ mit s > d + 1 verschiedenen Komponenteneintrégen iterativ innerhalb
einer Faser von f mit einem Punkt mit weniger oder gleich d verschiedenen
Komponenteneintragen verbinden. Also wird jeder mogliche Wert, den f irgend-
wo annimmt bereits in einem Punkt mit weniger oder gleich d verschiedenen
Komponenteneintréage angenommen, insbesondere 148t sich die Nichtnegativitét

von f auf all diesen Punkten testen.

Definition 2.1.2. Sei D C R™. Dann heif3t
F:D—R"

lokal Lipschitzstetig, falls es zu jedem y € D eine Umgebung U von y und eine
positive Konstante L gibt, sodafl

|F(z) = FW)l| < Lllz -y,
firallez € U.

16



2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

Satz 2.1.3. (Picard-Lindeldf) Sei D C R™ offen. Sei F : D — R" eine lokal
Lipschitzstetige Funktion. Dann gibt ein offenes Intervall I mit to € I und eine

Losung u : I — D des Anfangswertproblems

u'(t) = F(u(t))

U(to) = U,

welche auf kein offenes Intervall I > I fortgesetzt werden kann, und welche

zudem auf jedem Teilintervall J C I mit ty € J eindeutig ist.
Siehe dazu [AEL Seite 242 ff].

Proposition 2.1.4. Seiena < b € R. Seiv : [a,b] — R™ eine stetige Funktion,
stetig differenizierbar auf (a,b). Sei weiter ¢ stetig fortsetzbar auf |a,b), dann
existiert die rechtsseitige Ableitung von ¥ an der Stelle a und stimmt mit der

Fortsetzung von v’ an der Stelle a iiberein.

Beweis. Wir betrachten fiir 1 < j < m jede Komponentenfunktion 1, gesondert.
Wihle eine positive Folge (h,,), die gegen 0 konvergiert. Zu jedem n wihlen wir

ein €, > 0, so daf3

h h
< md |, N — ftn
En < - un [Y;(a+e,) —Y;(a)] < .

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes finden wir zu jedem n ein t,, € (a+¢e,,a+ hy,), S0
daB

Yila+hy) —¢i(a)  Yila+h,) —¢ila+e,) . Yila+en) —¥y(a)
h,, hy, hy,
hp —€n 1/13‘ (a + 571) - wj (a)

= T h, Yiltn) + A '

Offensichtlich konvergiert ¢, gegen a und h"h;na" gegen 1 und W+5;—W kon-

vergiert gegen 0. O]

Lemma 2.1.5. Seim € N, £ € R™ mit #{&,....,&n} =: s > 3. Dann gibt es
a < b e R, sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : [a,b] — R™, die
folgende FEigenschaften erfiillt:

17



2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

(1) Es ist ty:= Ps(§) € (a,b) und ¢(ty) = ¢&.
(ii) firi=1,...,s — 1 ist P;o ¢ konstant und Py o ¢ = id[y.
(111) #{p1(a),....om(a)} < s und #{p1(b), ..., om(b)} < s.
(iv) Falls s = m, so ist (P, o )" konstant fir k =m,....2m — 1.
(v) Die @1, ..., om sind streng monotone Funktionen.

Beweis. Da Koordinatenvertauschung eine lineare und damit C'*°-Abbildung auf
dem R™ ist, und die P} darunter invariant sind, geniigt es das Lemma fiir solche

& zu zeigen, fiir die

5 = (Cla "'7(17 "'aCsa "'aCs) mlt Cl <...< Cs
—— ——

m1-mal ms-mal

gilt. Setzen wir nun ¢ := (1, ...,(s;) € R® und definieren auf der offenen Menge
D = {z ER |21 < ... < zs} im R* die stetig differenzierbare Funktion

F:D — R°
2 = (Fi(2), ... Fs(2))

1 1
mit F;(z) := fir1<j<s
m;s oy Zj — Rk

und betrachten fiir ¢, := P;(§) das folgende Anfangswertproblem:

u(to) = CED
u'(t) = Flu(t)) (2.2)

Wegen F € C1(D), ist ' auf jeder kompakten Teilmenge K von D beschriinkt,
und daher ist F lokal Lipschitzstetig auf D, denn es gibt um jedes x € D eine be-
schriinkte Umgebung U, C D mit U, C D und somit ein L = sup,y;, [|F'(€)| €
R, so dafl

|F(x) = Fy)ll < Lljz —y| fir alley € U,

18



2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

ist. Also gibt es mit Picard-Lindelof ein maximales Losungsintervall I und

eine Losung

v Il — D

des Anfangswertproblems, welche sogar auf jedem offenen Teilintervall von [

eindeutig ist. Aus dieser Losung konstruieren wir nun eine Kurve im R™:

p: 1 — R™
t (Epl(t),...,wl(t)j....,Ebs(t),...,ws(t))

TV TV
m1-mal ms-mal

Die stetige Differenzierbarkeit von 1 iibertrdgt sich natiirlich auf ¢. Da v der
Differentialgleichung des Anfangswertproblems (2.2)) geniigt, ist

1 1
t) = — 0 fiir 1 <1[<s,
vi(t) nzgwl—wﬁ <i<

also sind die ¢; streng monotone Funktionen. Dies zeigt bereits den Punkt (v).
Um die anderen im Lemma behaupteten Eigenschaften zu zeigen, ist es niitz-

lich, sich noch eine weitere Differentialgleichung anzuschauen, die von 1 gelost

wird:
mi my e M (e
myyy Moty e Mgty ¥ 0
: : & : L= (2.3)
may 2 mos e mgpi? -1 0
mip T mahy e mg! v 5
) i ’ 5

Um zu sehen, dafl ¢ tatséchlich diese Differentialgleichung ([2.3)) 16st, ersetzen
wir einfach den Ausdruck ¢'(t) durch F(¢(t)) aus (2.2), und zeigen, daf dies
punktweise, das heif3t fiir jedes ¢ € I mit der Losung x des linearen Gleichungs-

sytems
Alt)-x =10

iibereinstimmt. Die i-te Komponente der Losung erhélt man mit der Cramer-
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

schen Regel:
det (AW(E), ..., AG-D(£) b, AGD(1), . AO(1))

det A(t)
1 1 1 1
L) () Vi) o (b
_ (_l)i ¢1(t)s—2 wi_l(t>sf2 ¢i+1(t)872 ¢s(t)372
1 1
Yi(t) oo abs(t)
m; : i
Pt ()T
H (Y — )
_ (_1)il,k;£z‘;l>k
m;s H(M — )
I>k
B 1
N mis [ [z i — Y
W

Mit (2.3) folgt nun Punkt (ii) des Lemmas recht schnell:
e = i(miT 4 L+ mgptT) = url<i<s-—
Pog) = i(mi’ 1) B i 1 1
P,oy) = s(muit+ .. +mua! 1
( ¥ 1 s

Folglich ist (P; o ¢)(t) konstant fir 1 < ¢ < s — 1, und (P50 ¢)(t) = t, da
(Ps 0 @)(to) = Ps(£) = to.

Wir miissen noch zeigen, dafl das Losungsintervall I beschrinkt ist. Wir
kénnen jedes t € I nun wie folgt durch eine Konstante abschétzen (wegen s > 2
und (ii)):

[t = 1P = @1(t)” + .o+ on(t)|
< e + -+ lea®F = (21027 + o+ (u(1)?)
< (0 + -+ g20)F =s5((Prog)(1)F = sPa(&)
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2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

Also ist I = (a,b) fiir gewisse a < ty < b.
Die 1); sind strikt monoton (mit Punkt(v)) und auf (a,b) beschriankt, da

U< nil = Pyop=P(E) (s>2).
=1

Diese beiden Eigenschafte erlauben uns v stetig auf [a, b] fortzusetzen.
(iii): Es ist sicherlich

#He1(8), - om(t)} = #H{r (1), -, s(O) } <5

fir alle t € [a, b].

Angenommen #{¢1(a),...,10s(a)} = s, das heiit ¥(a) € D. Dann gibt es
wegen der Differentialgleichung eine stetige Fortsetzung von v auf [a,b).
Die rechtsseitige Ableitung von v an der Stelle a ist gleich der Fortsetzung von
1 an der Stelle ¢ mit Proposition . Betrachten wir nun das modifizierte

Anfangswertproblem (vgl. (2.2)))

u(a) = ¢(a)
u'(t) = Flu(t)).

Wir finden wiederum mit Picard-Lindeléf2.1.3|ein maximales Losungsintervall .J
und eine Losung x auf J. Da aber die rechtsseitige Ableitung von v und die ste-
tige Fortsetzung von 1" an der Stelle a iibereinstimmen, kénnen wir eine Losung
des urspriinglichen Angfangswertproblems auf J U (a,b) konstruieren:

) x@®), telJ\(a,b)
ult) _{ W(t),  te(ab)

Die vorherigen Uberlegungen zeigen, dafl u stetig ist, und somit auch an der Stelle
a sowohl die linksseitige als auch die rechtsseitige Ableitung der Differentialglei-
chung geniigen (und damit auch insbesondere iibereinstimmen). Somit ist
also u eine Losung des urspiinglichen Anfangswertproblems ([2.2]). Es ist aber
J U (a,b) 2 (a,b), was der Maximalitdt von (a,b) als Losungsintervall des ur-
spriinglichen Anfangswertproblems widerspricht. Ergo ist #{v1(a),...,¥s(a)} <
s und ganz analog zeigt man #{¢1(b), ..., (b))} < s.
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

(iv): Sei s = m, insbesondere ¢ = . Fiir k mit m < k < 2m — 1 gilt dann

Pooyp= Zlﬁf,also—Pkogp Z¢k 177/)

Zusammen mit der Differentialgleichung (2.3 im Fall s = m, erhalten wir

1 1 1 0
Y1 Y e Uy
: : : 0,
RN
Infl ;nfl L. wz—l %
s et p(Peoy)
da (¢1,...,¢,,,—1) im Kern der Matrix aus obiger Determinante liegt. Durch
Entwicklung dieser Determinante nach der letzten Spalte, erhalten wir
1 e 1
Ui U
Lpow) [ Wy-w)——| S e
L EO® 11 7 7 m : . - .
1<i<j<m m—2 m—2
" R
k—1 . ¢k—1
— D1t

Wir wollen zunéchst zeigen, dafl

D1, s thm) = 91, ) [ (5 —0)

1<i<j<m

ist fiir ein g € £I/(R) mit deg g = k —m. Indem wir in die Definition von D die

T,, an Stelle der v, ..., 1, einsetzen, sehen wir, daf3

Unbestimmten 77, ..., T},
1 1 1 1
T 7, T, T
D(Tb ,Tm) = : =0
7m? 7" 2 Tl2m—2 Tmm—Q
le:—l 7;lllc—l 7—,l2k—1 —mk—l
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2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

im Integritétsring R[Ty,...T7,,]/(T;, — T;,) gilt, und zwar fiir beliebige 1 < [; <
[y < m, da ja die [;-te Spalte mit der [>-ten Spalte iibereinstimmen.

Damit wissen wir, da§ D(T1, ..., T,,) von (T, — T;,) in R[T}, ..., T,,] geteilt
wird, und da die (T}, — T;,) fiir verschiedene [; < [y jeweils irreduzibel und

paarweise nichtassoziiert im faktoriellen Ring R[T7, ..., T},,] sind, folgt auch
[ @ -7 teilt D(T3, ..., T,),
1<i<j<m

also ist
D(Ty,..Tn)=g [[ (T,-T)

1<i<j<m
fir ein g € R[T7, ..., T,].

Die Symmetrie von g ist relativ einfach zu sehen: Sei 7 = (Iy,l3) € S, eine
beliebige Transposition. Wenn wir uns die Determinante in betrachten, die
D definiert hat, stellt man fest, dafl

D(TT(1)7 7T7'(m)) = <_1)D<T17 7Tm)

gelten muss, da das Transponieren der Unbestimmten einer Spaltenvertauschung

in der Matrix der Determinante entspricht. Also erhalten wir

(D9(Ty, - Tw) [ (T =T) =9(Teys . Temy) [ Ty — Try)

1<i<j<m 1<i<j<m

= 9(Trq), o Tron)) (=) [ (T3 = T0),

1<i<j<m

und daher g(T1, ..., 1) = 9(Tr1), -, Tr(m)), was die Symmetrie von g zeigt.

Mit der Leibnitz’schen Regel fiir Determinanten erhélt man

deg D(Th,....T) = (k—1)+(m—=2)+..+1,
deg ] (T-T) = (m=1)+(m—-2)+..+1

1<i<j<m

und somit deg g(71,...T,,) = k — m. Mit Korollar (1.2.8) finden wir also ein
Polynom g, so dafl g = g(P, ..., Pr_m) ist.
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Mit diesem Wissen erhalten wir aus
%(Pk o) T[ @W—v)=3(Pi(@), Peomle)) ] (5 —n),

1<i<j<m 1<i<j<m
und da
IT i) —wut) #0

1<i<j<m
ist fiir alle ¢ € I, ist auch

ko
(Poyp) = Eg(Pl’ oy Pi_n) 0 0.
Nun ist £ —m < m und mit Punkt (iii) dieses Lemmas ist P; o ¢ konstant fiir

jedes i < s = m. Damit ist dann auch (P o ¢)’ konstant. O

Satz 2.1.6 (Zwischenergebnis). Sei f € Y"(R) mit deg f = d. Seia € R
mit a = f(y) fir einy € R™. Dann gibt es ein x € R™ mit #{x1,...,x,} < d und
a= f(x).

Beweis. Nach Korollar kommen in der Darstellung von f in den potenz-
symmetrischen Funktionen hochstens diejenigen bis zum Grad d vor (P, ..., Py).
Falls nun #{y1, ..., yn} > d+1 ist, dann gibt es nach dem letzten Lemma [2.1.5{(ii)
(fiir m = n) eine stetige, kompakte Kurvenparametrisierung ¢ im R", fiir die
Py o, .. Pjop konstant ist. Insbesondere ist dann f o ¢ = a konstant. Die
Kurve verbindet y mit eine Punkt ¢/, fiir den #{v},...,v.,} < #{v1,..., yn} ist.
So kommen wir iterativ auf einen Punkt x mit der behaupteten Eigenschaft. [

Weitergehende Komponentenreduzierung bei sphérisch

minimalwertigen Startpunkten
Definition 2.1.7. Zur € Ry, f € R[Xq, ..., X,,] ist
rS"li={z € R" | Py(z) = r*}

die Sphére vom Radius » um den Nullpunkt, wobei P, die potenzsymmetrische

Funktion vom Grad 2 ist, und
M, ;:={xerS" | f(z) < f(y) fiir alle y € 75"}

ist die Minimalvarietiit von f auf der Sphire rS™!.
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2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

Das vorige Lemma bringt uns unserem Ziel schon entscheidend néher,
es garantiert uns niamlich fiir einen beliebigen Punkt £ mit ||£|| = r und
#{&, .6 =5 > max{%l, 2} die Existenz einer stetigen, kompakten Kurven-
parametrisierung ¢ auf der Sphére rS™"~! (nach Lemma m (ii) ist P o ¢ kon-
stant), deren Endpunkt weniger als s verschiedene Komponenteneintrége hat.
Fiir s > d ist ein symmetrisches Polynom f vom Grad d, wie gesehen, konstant
auf der Kurve. Wir wollen nun zeigen, daf letzteres sogar im Fall s > max{%, 2}
gilt, sofern & € M,  ist (fur r = [|£]]).
Da ja f € ¥ (R) ist, haben wir mit Korollar eine Darstellung
d
f=9(P, ... Pa))+ > gi(Pr . PP (2.5)
i=[g]+1
mit den potenzsymmetrischen Funktionen P;. Wegen s > %l folgt wiederum mit

Lemma [2.1.5(ii) fiir die zugehérige Kurvenparametrisierung ¢, daf

d
fow(t)=gi(Pi P+ Y gi(Pry Pai)(0(t)) Pi(o(8)).
) kong?ant g i=| %J +1 kon;,tant

Wir wollen ja zeigen, dafl dies eine konstante Funktion in ¢ ist. Um das zu

erreichen, werden wir zeigen, dafl die Koeffizienten

9i(Prs .oy Pa—i)(p(1) = gi(Pr, s Pai)(§) = 0
sind, fiir alle ¢ mit [g] +1 < i < d. Dies werden wir zuniichst nur fiir solche

§ € M, s zeigen, die n verschiedene Komponenteneintrage haben:

Lemma 2.1.8. Seid € N mit 3 <d < 2n, sei

d
FX1, e Xo) = g1(Pry s Pa)) + ) ai(Pry ey Pasi) P
i=§]+1

fiir gewisse Polynome g; in den potenzsymmetrischen Funktionen
P(X1,...,X,) vom Grad | und d = min{n,d}. Sei r € Ry und n € M, ; mit
#{m,....,n.} = n, dann ist

gi(P1,....; Pii)(n) =0
fir alle i mit 4] +1<i<d.
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Dazu betrachten wir die folgende affine Abbildung
ARl 5 R
d
(ZLgJH, zg) o q(P '-wPLgJ)(??) + Z 9i(Prs .oy Pa—i)(n)2i-
i=|§]+1

Wir werden zeigen, daf3 A ein lokales Minimum an der Stelle

Z = (Ptgj—i-l(n)’ 7PJ<77))

besitzt. Eine affine Abbildung, die ein lokales Minimum besitzt, ist aber konstant,
woraus sofort die Behauptung folgt.

Wir zeigen zunéchst, dafl die (stetig differenzierbare) Abbildung
P:R*" — R"
T (Pl(x),...,Pn(x))

im Punkt 7 lokal umkehrbar ist. Die Jacobi-Determinante an der Stelle 7 ist

1 . 1
27’71 DR 2777],
det (8i]3j<n))(1§i,j§n) - . : = n! H(nj —n;) # 0,
: : i<j
m !

wonach mit dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit eine Umgebung U von n und ei-
ne Umgebung V' von (Pi(n), ..., P,(n)) existieren, welche durch P bijektiv (sogar
diffeomorph) ineinander tiberfiithrt werden.

Sei € > 0 so, daB die offene Kugel B(v, ) mit Mittelpunkt

vi= (Pi()s s Pulm)

noch vollsténdig in V liegt. Sei y € R9-L2) mit ||y|| < e, dann ist
w = (vl,...,vtgj, Vpd gy Yy s Va T Yd s UJ_H,...,Un) eV,

also gibt es ein « € U mit P(z) = w. Da nach Voraussetzung 4 > 2 ist, gilt
Py(z) = Py(n), das heiBt = € #S"~!. Dann gilt aber wegen n € M, ;

A(PLng(??)’ e PJ(”)) = f(77) < f($) = 'A<Ptgj+1(n) + yL%jJrl’ a0 PJ(n) + yJ)
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Somit hat die betrachtete affine Funktion also tatsiachlich ein lokales Minimum
an der Stelle <PL§J+1(77)’ ey P3(m)). O

Wenn wir nun noch zeigen, dafl jeder Punkt £ € M, ; mit mehr als %’ Kompo-
nenteneintrage durch Punkte, die n verschiedene Komponeneteneintriage haben
in M, ; approximiert werden kann, so haben wir die Aussage des vorigen Lemmas
auf & erweitert, und somit also nachgewiesen, dafl die betrachtete Kurve, welche
¢ mit einem Punkt mit geringerer Anzahl an Komponenteneintrégen verbindet,
tatsdchlich in M, ; verlduft. Diese Approximation wollen wir im Folgenden zei-
gen. Dazu werden wir abermals das Lemma [2.1.5| verwenden, wobei an dieser

Stelle Punkt (i) und (v) des Lemmas eingehen wird.

Lemma 2.1.9. Seid € N mit 3 < d < 2n, sei f € SR mit deg f < d.
Sei v € Rog und & € M,y mit #{&,....&} > 4. Dann gibt es eine gegen &
konvergente Folge (n™)ren in M, ; mit #{n%k), . nr(Lk)} = n fir jedes k € N.
Beweis. Sei also #{&1,...,&,} =m > g.

Falls m = n ist, gibt es nichts zu zeigen. Andernfalls kénnen wir ohne
Einschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dafl & = ((i, ..., G, p) mit
(1 < ... < (n- Dabei ist p die mit entsprechenden Vielfachheiten vorkommende
Wiederholung der ersten m Eintrdge ;. Dies ist wiederum auf Grund der Ste-
tigkeit der Koordinatenvertauschung im R™ und der Invarianz von f beziiglich
selbiger moglich.

Mit Lemma erhalten wir zu ( € R™ ein kompaktes Intervall [a, b] und
eine stetige Kurve

¢ :la,b] — R™
welche den Eigenschaften (i)-(v) des Lemmas geniigen. Ausgehend davon kon-

struieren wir die stetige Kurve
Y la,b) — R"
t—= (1), p).

Mit tq = P,[nm}(C) € (a,b) ist ¥(ty) = & ( wegen Lemma (i) ), und fiir
1<i<m—1 gilt

Pioy =P op+ P (p) = B"™(C) + P (p) = Pi(€)
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

sowie

(Pnot)(t) = Pil o+ P (p) =t + Py =" (p)
fiir alle ¢ € [a,b] (wegen Punkt(ii) von Lemma [2.1.5). Insbesondere ist P o ¢
konstant, was bedeutet, dal ([, b]) auf der Sphére rS™~! liegt.

Mit Lemma (iv) ist Pi[m] o eine affine Funktion fiir m <1 < 2m, somit
ist auch P, o) = P™ o o 4+ P"™™(p) eine affine Funktion. Nach Punkt (ii) des
selben Lemmas, ist P; o ¢ fiir 1 <17 < m sogar eine konstante Funktion, folglich
ist .

d
(fov)(t) =5+ Z ait + B;,
i=[4]+1
fiir einige Konstanten «;, 3; € R. Darum ist (f o)) = Zz’zL%JH a; = ¢ konstant.
Dabei ist die Konstante
c=(fov)(t) =0,

da ¥ (tg) = £ eine Minimalstelle von f auf der Sphére rS™~! ist, und da die Kurve
¥ ([a, b]) auf dieser Sphére liegt, ist ¢y € (a,b) ein lokale Minimalstelle vom f o),
also (f o) (tg) = 0.

Fiir f gibt es die Darstellung in den potenzsymmetrischen Funktionen,
dann wissen wir, dafl f o eine konstante Funktion ist. Das Bild von 1 verlduft

also auf der Sphére rS™~! und ist unter Auswertung in f konstant. Da £ im Bild
von ¥ liegt (Y(tg) = &), ist also

¢([a7 b]) C Mr,f‘

Es ist ja ¥(t) = (p1(t), ..., om(t), p). Mit Punkt (v) vom Lemma ([2.1.5)) sind
alle p; strikt monotone Funktionen. Damit aber ist fiir jedes t € (a,b) mit t # ¢,

und |t — to| klein genug

#{o1(t), - om(t), p} = #{U1(t), . o ()} + #{p1, - pp—m} = m + 1.
Der Punkt &€ = #{¢1(t), ..., om(t),p} € M, hat also mindestens einen Kom-

ponenteneintrag mehr als das urspriingliche £&. Dabei konnte ¢ geniigend aber
beliebig nahe an ¢y (jedoch ungleich t,) gewéhlt werden. Da die Kurvenparame-
trisierung 1 stetig war, findet man einen solchen Punkt é in jeder e-Umgebung

von &.
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Ausgehend von € miissen wir diesen Approximationsschritt hochstens (n— g)—
mal wiederholen, um einen Punkt n € M, y mit n verschiedenen Komponenten-

eintrdgen in einer vorgegebenen e-Umgebung von £ zu erhalten. [

Satz 2.1.10. Sei f € L(R) mit deg f < d fiir 3 < d < 2n. Sei r € R und
e M,y mit #{&, ...} > g. Dann gibt es ein kompaktes Intervall [a,b] C R,
sowie eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — M, ; mit o(ty) = & fir ein ty € (a,b),
sowie #{p1(a), ..., pn(a)} < #{&, ... 6n}

Beweis. Sei s = #{&1,...,&,}. Lemma (2.1.5)) liefert dann die gewiinschte Kurve.
Man setze to := Ps(&). Es ist nur noch zu zeigen, daf§ ¢([a,b]) C M, ;.

Mit Korollar haben wir wieder die Darstellung
d
f(Xas o Xn) = g1(Pryy e Plag) + Z 9i(Pr, .oy Pai) P
i=[2]+1
fir gewisse Polynome g¢g; und den potenzsymmetrischen Funktionen Fj. Mit

Punkt (ii) von Lemma ist

foet)=gi1(Pr, ., Pa)(e(t)) + Y a(Pr s Pi)(p(t) Pi((1)).

-~

konstant =] 2 I+ konstant

Es ist also
Gi(P1, ..., Pi_i)(p(t)) = gi(Pr, ..., i) (€)
fiir L%J +1 < i <d. Mit dem Lemma erhalten wir eine Folge nl*, die gegen
¢ konvergiert, und fiir die #{ngk), s nflk)} = n fiir jedes k ist.
Mit Lemma ist dann g;(P, ..., Py_;)(nl) = 0 fiir jedes k, und aus
Griinden der Stetigkeit dann auch g;(Pi, ..., P;_;)(§) = 0. Es ist also f o ¢ kon-

stant, also ist ¢ ([a,b]) C M, ;. O
Nun folgt der zentrale Satz dieses Kapitels als Korollar.

Korollar 2.1.11 (Satz von Timofte). Sei f € S(R). Dann ist f(z) > 0
(bzw. f(x) > 0) fir alle v € R™ genau dann, wenn f(x) >0 (bzw. f(x) > 0) ist
fiir alle x € R mit #{x1, ..., x,} < max{9&L 2}
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome
Beweis. " = “: trivial

"« “:Seialso f(x) >0 (bzw. f(z) > 0) fir alle x € R™ mit

deg f
2

21,

Angenommen es gibt ein z € R” mit f(z) < 0 (bzw. f(z) <0). Setze r := ||z]|.
Sei £ € M, ¢, dann ist f(£) < f(z) < 0 (bzw.< 0). Setze d := max{deg f,4}. Es
ist dann #{&,....&.} > %l. Mit dem Satz [2.1.10| gibt es dann ein € € M, ; mit

#{xlv SES) In} S maX{

#{517 (EEE) gn} < #{517 sy fn}

Entweder es ist dann bereits #{51, e fn} < g und wir haben eine Widerspruch,
oder man kann mit Satz die Uberlegung solange iterieren (héchstens n-
mal), bis man ein £ e M, ; hat, mit #{él,...,én} < g und erhilt dann den
Widerspruch. O]

Man bemerke noch einmal, daf} hier eigentlich noch etwas mehr gezeigt wurde,
als im Korollar formuliert war. Nicht nur kann man die globale Nichtnegativitét
(Positivitét) eines symmetrischen Polynoms f auf den Punkten mit weniger oder
gleich max{g, 2} verschiedenen Komponenteneintriagen testen, sondern es kann
eben auch die Nichtnegativitit (Positivitéit) auf einer Sphére auf eben all solchen

Punkten, die auf der Sphéare liegen, getestet werden.

2.1.2 Ubertragung des Resultats auf alle reell

abgeschlossenen Korper

Im Beweis des Satzes gingen einige analytische Eigenschaften der reellen Zah-
len ein, wie zum Beispiel Zusammenhangs- und Kompaktheitseigenschaften be-
schréankter und abgeschlossener Intervalle beim Satz von Picard-Lindeléf und
der stetigen Fortsetzung der mit diesem Satz gewonnenen Kurven.

Im Allgemeinen gelten diese Eigenschaften nicht in reell abgeschlossenen
Koérpern. Deshalb wird es nicht méglich sein den Beweis zu verallgemeinern.

Die Aussage selbst ldsst sich jedoch in der formalen Sprache der angeordneten
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2.1. Spezielle Testmengen fiir symmetrische Polynome

Ringe formulieren, allerdings nur als Konjunktion unendlich vieler Aussagen in
dieser Sprache. Dazu betrachten wir fiir jedes d,n € N die Aussage:

‘Falls f ein symmetrisches Polynom dber R in n Unbestimmten vom Grad
< d ist, und f(xq,...,x,) > 0 ist fir alle xq1,...,z, € R mit #{x1,...,2,} <
max{%,2}, so ist f nichtnegativ’.

Wir zeigen, daf fiir jedes d,n € N diese Aussage in der formalen Sprache der
angeordneten Ringe formuliert werden kann: Ein Polynom f vom Grad < d ist
ein Term der Form

=Y et

RENG,|ul<d

mit insgesamt N := (";d) Koeffizienten o, € R. Die Tatsache, daf§ dieses Poly-
nom symmetrisch ist, 148t sich durch eine Konjunktion sehr einfacher algebrai-

scher Gleichheiten der Koeffizienten {iber Z codieren, namlich einfach
o, — oy, =0,

fiir all diejenigen pu, v, fiir die es eine Permutation o € .S,, gibt mit (ul, e ,un) =
(o(11), ..., 0(v)). Die Konjunktion dieser Gleichungen entspricht einer (quanto-
renfreien) Formel 01 (a,1, ..., a,n~).

Auch die Tatsache,dafl #{z1, ....,z,} < max{%,2} ist fiir gewisse @1, ...,z, €
R, 148t sich formal aufschreiben: Es gibt ja nur endlich viele Moglichkeiten dafiir,
daB #{z1,....,z,} < g = max{Z,2} ist. Jede dieser Moglichkeiten 148t sich wie-
derum als Konjunktion von (Polynom-)Gleichungen iiber Z hinschreiben, etwa
Ty = ... = Ty, Und Ty 1 = oo = Ty, und ound Ty, 41 = ... = T, Die
Disjunktion all dieser moglichen formalen Gleichungssyteme ist eine (quantoren-
freie) Formel da(xy, ..., z,).

Somit lautet also die Formulierung der eigentlichen Aussage fiir festes d und

n in der Sprache der angeordneten Ringe:

N
Vo1, ..., Va,~ (51(0%, s QN) = (Vyl, ...,‘v’yn<2amy“l > O)
=1
N .
V 3z, ..., 3z, (52(3;1, ) A Y gt < 0))) . (2:6)
=1
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Jede dieser Aussagen (d.h. fiir jedes feste d und n) gilt in den reellen Zahlen
R. Aufgrund der Vollstédndigkeit von der Theorie RCF (Satz gilt jede
dieser Aussagen also in jedem reell abgeschlossenen Korper R. Die Gesamtheit
dieser unendlich vielen formalen Aussagen kénnen wir nun wieder zu dem Satz
von Timofte zusammenfassen, indem wir die formale Sprache wieder verlassen
und eine Aussage iiber alle moglichen Polynome f treffen (also alle moglichen
Anzahlen n an Unbestimmten und alle moglichen Grade des Polynoms).

Damit ist der Satz von Timofte 2.1]des Kapitels in seiner vollen Allgemeinheit
gezeigt.

Bemerkung 2.1.12. Fiir festes n € N und festes d € N gilt ja, wie eben
iiberlegt, die formale Aussage in jedem reell abgeschlossenen Korper R,
also in jedem Modell der Theorie der reell abgeschlossenen Korper. Mit Gddels
Vollstindigkeitssatz folgt dann, dafl diese Aussage schon in der Logik erster
Stufe aus den Axiomen von RCF hergeleitet werden kann.

Leider kann diese Herleitung fiir jeden Fall n,d vollig anders aussehen, so daf3
es nicht unbedingt einen elementaren Beweis geben muf, der uniform fiir alle
n,d € N funktioniert.
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2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

2.2 Testmengen fiir teilsymmetrische

Polynome

Es bezeichne immer R einen reell abgeschlossenen Koérper.

Die Stdrke des Satzes von Timofte ergibt sich, wie wir in der Anwendung
sehen werden, daraus, daf die obere Schranke max{4, 2} fiir die Anzahl der ver-
schiedenen Komponenteneintriage der Testpunkte im R", nur vom Grad d der
zu testenden symmetrischen Polynomfunktion, und nicht von der Anzahl der
Unbestimmten n abhéngt. Timofte benutzt in seinem Beweis, wie gesehen, we-
sentliche analytische Eigenschaften der reellen Zahlen. In diesem Kapitel werden
wir einen ganz anderen Weg gehen, um &hnliche Testmengen zu erhalten. Es
wird sich dabei um Testmengen handeln, die fiir jeden Wert, der von einem
symmetrischen Polynom f irgendwo angenommen wird, einen Punkt enthalten,
auf dem f genau diesen Wert annimmt. Leider fiithrt der hier gewahlte Zugang
zu einer schlechteren oberen Schranke fiir die Anzahl der verschiedenen Kom-
ponenteneintrige, als der von Timofte gewédhlte. Andererseits brauchen wir uns
bei diesem Zugang nicht auf die symmetrischen Polynome beschranken, sondern
erhalten entsprechend gute Resultate auch fiir Polynome die invariant unter ge-
wissen Untergruppen der symmetrischen Gruppe sind (etwa invariant unter der

alternierenden Gruppe A,,).

Wir werden die Fasern des Polynoms f einerseits unter geometrischen Ge-
sichtspunkten (Symmetrie) untersuchen, andererseits unter Gesichtspunkten der
semialgebraischen Topologie. Genauer gesagt werden wir mit Hilfe eines Resul-
tats aus der reellen algebraischen Geometrie (Oleinik-Petrovski/Thom/Milnor -
Schranke) die Anzahl der semialgebraischen Zusammenhangskomponenten einer
Faser abschitzen und mit kombinatorischer Analyse der Geometrie der Faser

schluBfolgern, dafl diese einen nichtleeren Schnitt mit unserer Testmenge hat.

Zunéchst aber soll an dieser Stelle eine kurze Einfithrung in die semialge-
braische Topologie und Homologie gegeben werden, damit nachvollzogen wer-

den kann, da wir die aus der Literatur [BPR] entnommene Oleinik-Petrovski-
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

/Thom/Milnor-Schranke in unserem Kontext korrekt anwenden. Wem die hier
gegebene Einfithrung nicht ausfiihrlich genug erscheint, kann das alles sehr viel

genauer in [BPR] nachlesen.

2.2.1 Semialgebraische Topologie

Definition 2.2.1. M C R™ heifit semialgebraische Menge, falls es ein m € N |
eine Formel §(Y7, ..., Y,,, X1, ..., X;,) in der Sprache der angeordneten Ringe und
gewisse az, ..., a,, € R gibt, so dafl

M ={xz € R" | d(ar,...,am,x) gilt in R}.

Bemerkung 2.2.2. Semialgebraische Mengen sind genau die endlichen Kombi-
nationen von Schnitten, Vereinigungen und Komplementbildungen von Mengen
der Form

Ulg) :=={x € R" [ g(x) > 0}

fiir Polynome g € R[Xj, ..., X,,]. Dies ist eine Folgerung aus Satz iiber die
Quantorenelimination.

Algebraische Mengen sind insbesondere semialgebraische Mengen.

Definition 2.2.3. Seien S C R* und T' C R' semialgebraische Mengen. Eine
Abbildung
f:85—T

heifit semialgebraisch, falls der Graph {(x, f(x)) | € S} semialgebraisch ist.

Bemerkung 2.2.4. Falls f : A — B und g : B — (' semialgebraisch sind,

so ist auch g o f semialgebraisch.

Definition 2.2.5. Die semialgebraische Topologie des R™ ist diejenige Topologie,
welche von den Mengen der Form U (g) fiir ein Polynom g € R[ X7, ..., X,,] erzeugt

wird.

Die semialgebraische Topologie von R ist die Intervalltopologie. Im Fall R =
R ist dies gerade die iibliche Topologie des R™.

34



2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

Definition 2.2.6. Sei M C R" eine semialgebraische Menge. Diese heifit se-
mualgebraisch zusammenhdngend, falls es keine nichttriviale disjunkte Zerlegung

M = F1UF, in semialgebraische Mengen F}, I, gibt, welche in M offen sind.

Falls eine semialgebraische Menge M zusammenhéngend in der semialgebrai-
schen Topologie ist, so ist sie insbesondere semialgebraisch zusammenhéngend.
Umgekehrt gilt das nicht. Man betrachte etwa M = R,, in R := R, dem
reellen Abschlul von Q. M ist in der semialgebraischen Topologie nicht zusam-
menhéngend. Betrachte dazu die in R offenen Intervalle (—oo, 7), (7, 00). Da Ry,
dicht in R ist, lassen sich M; := (—o0, II) "Ry, und M, := (II, 0c0) NR,y, als un-
endliche Vereinigung offener Intervalle in R, schreiben. Also ist R, = M; UM,

nicht zusammenhéngend, jedoch sicherlich semialgebraisch zusammenhéngend.

Definition 2.2.7. Eine semialgebraische Menge M C R" heif3t semialgebraisch
wegzusammenhdngend, falls es zu je zwei x,y € M eine stetige semialgebraische
Abbildung ¢ : [0,1] — M vom inheitsintervall [0,1] C R nach M gibt, mit
©(0) =z und ¢(1) = y.

Proposition 2.2.8. Eine semialgebraische Menge ist semialgebraisch zusammen-

hingend genau dann, wenn sie semialgebraisch wegzusammenhdngend ist.
Beweis siehe [BPR] Seite 148].

Satz 2.2.9. Jede semialgebraische Menge S C R" ist eindeutige disjunkte Ver-
einigung von endlich vielen semialgebraisch zusammenhdngenden, in S offenen

semialgebraischen Mengen C4, ..., Cj.

Diese (', ..., C; nennen wir die semialgebraischen Zusammenhangskomponen-
ten von S. Fiir den Beweis siche [BPR] Seite 147].

Proposition 2.2.10. Das Bild einer semialgebraisch zusammenhdngenden se-
mialgebraischen Menge S unter einer semialgebraischen stetigen Abbildung ist
semialgebraisch zusammenhdngend. Insbesondere induziert ein semialgebraischer
Homdéomorphismus F : S — S’ eine Bijektion zwischen den semialgebraischen

Zusammenhangskomponenten.
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Angenommen f(.S) ist nicht semialgebraisch zusammenhéngend fiir eine
stetige semialgebraische Abbildung f. Es zerfalle etwa f(S) nichttrivial in die

beiden offenen semialgebraischen disjunkten Teilmengen U, V. Dann ist
(V) =8,

wobei die Urbilder von U und V nichtleer, offen und semialgebraisch sind.
(Letzteres folgt aus Anwendung des Projektionssatzes [Pr2, Theorem 2.1.5] fiir
den Graphen von f.) Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der Eindeuti-

gen Zerlegbarkeit in semialgebraische Zusammenhangskomponenten (Propositi-

on [2.2.10)). O]

2.2.2 Semialgebraische Homologie und Bettizahlen

Wir wollen nun fiir eine beschrénkte algebraische Menge eine obere Schranke fiir
die Anzahl der semialgebraischen Zusammenhangskomponenten angeben. In der
Literatur findet man eine obere Schranke fiir die Summe der Homologiedimen-
sionen einer semialgebraischen abgeschlossenen und beschriankten Menge. Die zu
diesen Mengen definierte semialgebraische Homologie verhélt sich zur Kategorie
der semialgebraischen abgeschlossenen Mengen mit den stetigen semialgebrai-
schen Abbildungen &hnlich wie die iibliche Homologie iiber R zur Kategorie der
topologischen Rdume mit den stetigen Abbildungen. Insbesondere entspricht die
Q-Dimension der nullten Homologiegruppe der Anzahl der semialgebraischen Zu-
sammenhangskomponenten. Dies wollen wir nachvollziechen. Den Beweis fiir die
obere Schranke fiir die Summe der Homologiedimensionen werden wir an dieser
Stelle dann aber nicht mehr nachvollziehen, sondern auf die entsprechende Stelle

in der Literatur verweisen.

Homologie simplizialer Komplexe

Definition 2.2.11. Seien p € Ny, ag,...,a, € RF so, daB sie nicht in einem
gemeinsamen p — 1 dimensionalen affinen Unterraum liegen, dann nennen wir

die formale Folge [ao, ..., a,] einen geordneten p-Simplex. Auf der Menge der
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2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

geordneten Simplizes definieren wir die kleinste Aquivalenzrelation, fiir die
[ag, vy ap] ~ [ar(0)s s Qmpy] st filr 7 € Sppq mit sgn(m) =1

Wir schreiben ab jetzt [ag, ..., a,] fiir die zugehorigen Aquivalenzklassen. Diese

nennen wir die orientierten p-Simplizes. Wir nennen den p-Simplex
[ao, - ap]| == {Aodo + ... + Apap [ N > 0,) N =1}
dann die Realisierung eines solchen orientierten Simplex.
Definition 2.2.12. Fiir e < p nennen wir einen e-Simplex s eine e-Seite eines

p-Simplex |[ag, ..., a,]|, falls s = |[a;,, ..., a; ]| fiir gewisse 0 < iy < ... < i, < p.

Ein simplizialer Komplex K im R* ist eine endliche Menge von Simplizes im
RF, so daB fiir s,s’ € K gilt: Jede Seite von s ist in K und s N s’ ist leer oder
eine Seite sowohl von s als auch von s'.

Wir nennen |K| = (J,.j s die Realisierung von K.

Man betrachte nun zunéchst den von den orientierten p-Simplizes frei erzeug-
ten Q-Vektorraum V. Darin betrachten wir den Unterraum U, der von allen

Elementen der Form
[ag, .., ap| + [ar(0), -, Gr(p)] flir T € Sy mit sgn(m) = —1
erzeugt wird.
Definition 2.2.13. Sei K ein simplizialer Komplex. Wir nennen
Cp(K) =V, /Uy

den Q-Vektorraum der p-Ketten in K. Im Fall p = —1 ist es der Nullvektorraum
(erzeugt von der leeren Menge).

Wir iibernehmen abermals die Bezeichnung [ay, ..., a,] diesmal fiir die zu-
gehorige Restklasse der freien Erzeuger von V), (welche dann Erzeuger von C,(K)
sind).
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2. Positivitét teilsymmetrischer Polynome

Sei
O : Cp(K) — Cpa(K)

derjenige Q-Vektorraumhomomorphismus, der auf den erzeugenden orientierten

Simplizes [ao, ..., a,] wie folgt definiert ist:

o([ag, ..., ap)) = Z (—=1)"[ag, -, i, -, ap)-

0<i<p

Wir bezeichnen diesen als p-Randabbildung von K.

Dabei bedeutet *, dal die darunterliegende Komponente aus der Folge her-

ausgestrichen wird. Die Abbildung 0, ist wohldefiniert.

Es gilt
[CL(), ceey a/p] = _[aW(O)u e a’ﬂ(p)]7

falls sgn(m) = —1 ist. Anschaulich gesprochen hat man paarweise die orientierten
p-Simplizes als ‘gegengleich’ orientierte Simplizes identifiziert. C, ist also frei

erzeugt von den orientierten p-Simplizes mit Vorzugsorientierung.

Bemerkung 2.2.14. Man rechnet nach, da8§ d, o d,41 = 0 gilt, also da8§
im(0,41) C ker(0,).
Definition 2.2.15. Fiir p € Ny und einen simplizialen Komplex K, sei
H,(K) = ker(d),)/ im(y1)
die p-te Homologiegruppe von K
simpliziale Homologie von beschrinkten abgeschlossenen
semialgebraischen Mengen

Definition 2.2.16. Sei K ein simplizialer Komplex im R¥, sei S eine beschrink-
te und abgeschlossene semialgebraische Menge, dann nennen wir einen semial-

gebraischen Homoéomorphismus
f:|K|— S
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eine Triangulation von S. Falls die 0-Seiten (Eckpunkte) von K rational sind,

sprechen wir von einer rationalen Triangulation.

Satz 2.2.17 (rationale Triangulation). Sei S C R* abgeschlossen und be-

schrinkt, dann hat S eine rationale Triangulation

Dies ist ein Spezialfall von [BPR] Theorem 5.41].

Nachdem man Homologiegruppen fiir simpliziale Komplexe definiert hat,
kann man mit einigem Aufwand (vgl. [BPRL Seiten 189/190] ) zeigen, dafl zwei
simpliziale Komplexe L, K im RF, deren 0-Seiten (Eckpunkte) rational sind
und welche semialgebraisch homéomorph zueinander sind, isomorphe Homolo-
giegruppen definieren.

Damit ist folgende Definition méoglich:

Definition 2.2.18. Sei S eine abgeschlossene beschriankte semialgebraische Men-
ge, f : || — S eine rationale Triangulation von S, dann setze H,(S) := H,(K)
fiir p € Np.

Die p-te Bettizahl von S ist (3, := dimg H,(5)

Proposition 2.2.19. Die nullte Bettizahl 3y einer abgeschlossenen beschrink-
ten semialgebraischen Menge S ist die Anzahl der semialgebraischen Zusammen-

hangskomponenten von S.

Beweis. Sei f : |K| — S eine rationale Triangulation von S. Mit Proposi-
tion geniigt es, die semialgebraischen Zusammenhangskomponenten von
| K| zu zdhlen. Man kann sich iiberlegen, dafl die Realisierung eines simplizialen
Komplexes genau dann semialgebraisch zusammenhéngend ist, wenn die Rea-
lisierung seines simplizialen Teilkomplexes, welcher nur aus den 0-Seiten und
1-Seiten besteht, semialgebraisch wegzusammenhéngend ist. Es geniigt also die
Wegzusammenhangskomponenten von |K;| C |K| zu untersuchen, wobei K,
eben besagter simpliziale Teilkomplex von K ist.

Betrachte nun Hy(K) = ker(dy)/im(0,). Es ist 9y = 0, also ker(dy) = Co(K)
der von den 0-Seiten (Eckpunkten) frei erzeugte Q-Vektorraum. Seien ay, ..., a,

Vertreter fiir die 0-Seiten aus jeweils einer Zusammenhangskomponente von | K7 |.
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Wir zeigen, dafl die Restklassen dieser Vertreter eine Vektorraumbasis von Hy(K)
sind. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl die Restklassen eines beliebigen Eckpunktes
gleich der Restklasse des Vertreters aus der selben Zusammenhangskomponente
ist. Seien etwa a und b aus der selben Zusammenhangskomponente. Dann gibt es
eine Folge von 1-Seiten [a, ¢1], [c1, ¢2], ..., [em, D] in K. Betrachte [a, ¢1] + [c1, c2] +
.. + [em, b] € C1(K). Es ist dann

[b] — [a] = 81([a,cl] + [c1, ¢ + oo + [em, b]) € im(d,),

also haben [b] und [a] die selbe Restklasse in Hy(/K). Damit sind also die Rest-
klassen der Zusammenhangskomponentenvertreter [a4], ..., [a,,] ein Erzeugenden-
system von Hy(K). Wir iiberzeugen uns nun von der linearen Unabhéngigkeit.

Seien
(0%} [al] + ...+ O am al (Z 61 Cz7 i ) < lm(al),
fir gewisse o, 5; € Q. Fiir die 1-Seiten [¢;, d;] gilt, daB8 ¢; und d; in der selben

Zusammenhangskomponente liegen miissen. Dann kann man die von diesen 1-
Seiten erzeugte Summe nach Zugehorigkeit zu den Zusammenhangskomponenten

ordnen, und wir erhalten

alar] + ...+ aplam] = (Zﬂ ERN ) +..+0 (Z gm [Cgm)’dEM)O :

Da die ayq,...,a,, alle aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten sind, ist

dann nach allfilliger Umnumerierung

=0 (Z ﬁ(l) [C(l)’d(l)]> _ Z <ﬁ(l) [d@] ﬁ(l)[ (Z)D

)

fiir alle 1 < [ < m. Betrachte nun die Q-lineare Abbildung, definiert auf der

kanonischen Basis von Cy(K)

Z:Co(K) —Q

[a] — 1.

Es folgt oy = Z(ofw]) = X 2(8"[dY] — 8Y[E]) = 0 fiir alle 1 < 1 < m,
was die Q-lineare Unabhéngigkeit der Restklassen von [ay], ..., [am] zeigt. Also

40



2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

ist dimg Ho(K) = m die Anzahl der semialgebraische Zusammenhangskompo-

nenten. ]

Nach dieser kurzen Wiedergabe der Einfiihrung in die semialgebraische Ho-
molgie aus [BPR], konnen wir nun ein tiefliegendes Resultat iiber eine Schranke
fiir die Summe der Bettizahlen einer beschriankten algebraischen Menge (ins-
besondere abgeschlossen und semialgebraisch) verwenden, um die Anzahl der
semialgebraischen Zusammenhangskomponenten dieser Menge nach oben ab-

zuschétzen:

Satz 2.2.20 (Oleinik-Petrovski/Thom/Milnor -Schranke). Fiir die Bet-
tizahlen By, ..., B einer beschrinkten algebraischen Varietit im R*, die von Po-

lynomen vom Grad kleiner oder gleich d definiert wird, gilt

k
> B <d(2d 1)1

=0

Dem Beweis dieses Satzes wird in [BPR] beinahe ein ganzes Unterkapitel
(Seiten 220-225) gewidmet. Dabei wird die Aussage zunéchst im Fall R = R
gezeigt, unter Verwendung der sogenannten Morse-Theorie, welcher ihrerseits
das gesamte vorangehende Unterkapitel (Seiten 201-220) gewidmet wird. Auf

eine Wiedergabe des Beweises wird an dieser Stelle verzichtet.

Korollar 2.2.21. Eine beschrinkte algebraische Varietit im R*, die von Polyno-
men vom Grad kleiner oder gleich d definiert wird, hat nicht mehr als d(2d—1)%1

semialbegraische Zusammenhangskomponenten.

2.2.3 Testmengensatz fiir teilsymmetrische Polynome

Proposition 2.2.22. Sei M C R" eine semialgebraisch zusammenhdngende
Menge. Seien §,m € M. Seien 1 <1 < j < n und§ <&, sowie n; > n;, dann
qibt es ein ¢ € M mit ¢; =

Beweis. Angenommen, es gibe kein solches ( € M. Setze dann
Fi ::Mﬂ{xER"|xi<xj}
Fo=Mn{reR"|x; <uz;}
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Es ist dann F; N Fy, = 0 und F} U F, = M. Man sieht leicht, dal F; und F
semialgebraische Mengen sind, die relativ M offen sind.
Zudem ist Fy # (), sowie Fy # (), da £ € F; und n € F,. Somit ist M nicht

semialgebraisch zusammenhéngend. Widerspruch. O]

Definition 2.2.23. Zu = € R" heifit fiir passendes m € N eine Partition
(I, ..., Ip) (I; =  moglich) von {1,...,n} eine Partition von x, falls fiir alle
i€ {l,...,m}und alle [,k € I; gilt x; = xy.

Behauptung 2.2.24. Zu jedem c, k,l € N gibt es ein g € N mit

|
% > ckI L.

Fiir ein solches g ist mT' > ck™ 1t fiir alle m > g.

Beweis. Die Existenz ist einfach. Den zweiten Teil der Aussage zeigen wir in-
duktiv iiber m. Sei also die schwache Ungleichung erfiillt fiir ein m > ¢, dann
folgt fiir m + 1, daB (m + 1)m! > lck™ 'k ist, da m > k (sonst m! < k™71). O

Definition 2.2.25. Seien fi, ..., f;, € R[X}, ..., X,;], dann notiere V (fi, ..., fi) C
R™ die reelle algebraische Varietét, also die gemeisame reelle Nullstellenmenge

der Polynome.

Das folgende Lemma besagt nichts anderes, als dafl wir in einer nichtleeren
Varietét eines H-teilsymmetrischen Polynoms einen Punkt finden, dessen Kom-
ponenten wir fast alle in lauter Paare zusammenfassen kénnen, deren Eintrédge
gleich sind, und das hochstens g viele Komponenten iibrigbleiben, die man nicht

derart “verkuppeln” kann. Dabei ist g eine von n unabhingige Konstante.

Lemma 2.2.26. Seil € N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index [. Sei
Fe W (R) mit deg f <d>2, sei V(f) # 0. Sei g € N mit & > d(2d — 1)9".
Dann gibt es ein x € V(f) und eine Partition (I, ..., I,) von x, so dafs gilt:

#1; ist ungerade fiir hochstens g verschiedene j € {1,...,m}.
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2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

Beweis. Angenommen es ist nicht so. Sei dann A minimal, so daf} es ein £ € V(f)

und eine Partition (/y, ..., I,;,) von & gibt, mit
#1; ungerade fiir genau h verschiedene j.

Nach Annahme gilt dann h > ¢g. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen,
daB #1I; ungerade ist fiir j = 1,...,h. Wahle fiir jedes 1 < j < h ein ¢; € I;.
Um nicht in einer Indexflut unterzugehen, nummerieren wir die Komponenten
so um, dafl 1 = 1,...,4, = h gewihlt werden konnen. Es sind dann die &, ..., &,
paarweise verschieden, da sonst die Teil-Partition ({1, ..., I) vergrobert werden
konnte, was der Minimalitéit von h widerspriache. Ohne Einschriankung konnen
wir wieder davon ausgehen, daf§ & < ... < &, (sonst nummerieren wir anfangs

passend um). Betrachte dann das Polynom vom Grad < d in h Unbestimmten

f(Xq, ..., Xp),

welches dadurch entstehe, daf§ man fiir alle ¢ ¢ {1, ..., h} in die i-te Unbestimm-
te X; den Wert &; einsetzen. Dieses Polynom ist wiederum H-teilsymmetrisch,
wegen Eigenschaft (2) von Definition der teilsymmetrischen Familie. Nun
ist ja

Yy = (617 "'7£h) S V(f)?
da f(&1,...,&) = f(€) = 0. Betrachte P2[h] = X? + ... + X?. Setze a := P%h](y)

und g := PQW — a, dann liegt y sogar in der beschrdinkten algebraischen Menge
V(f,g), und auf Grund der H-Teilsymmetrie von f und g, ist dann auch y, :=
(Eo1ys - &on)) € V(f, g), fiir jedes o € Hy,. Da fiir 1 <i < h die &; alle paarweise
verschieden sind, sind die y, ebenso alle paarweise verschieden.

Nun zerféllt nach Korollar die algebraische Varietéit V(f,g) in nicht
mehr als d(2d—1)""! semialgebraische Zusammenhangskomponenten. Nach Wahl

von g gilt wegen Behauptung die Ungleichung % > d(2d — 1)"71, und
mit dem Schubfachprinzip folgt, dal zwei der mindestens hT' vielen Punkte von
{y, | 0 € Hp} in derselben semialgebraischen Zusammenhangskomponente lie-
gen miissen. Etwa y,, und y,, liegen in der selben semialgebraischen Zusam-

menhangskomponente von V( 1 g). Es liegen dann auch y und y, in der selben
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

semialgebraischen Zusammenhangskomponente, fiir 7 = o, o 0, '. Finde nun
Zahlen | < k € {1,...,h} mit 7(I) > 7(k) (einen solchen ‘Fehlstand’ muss es
geben, da 7 # id). Aus | < k folgt y; = & < & = yx, und aus 7(1) > 7(k) folgt
(y-), = &) > &w) = (¥7),,. Nach Proposition gibt es dann ein ¢ € R" in
dieser Zusammenhangskomponente von V(f, g) mit ¢; = (.

Setze x; := &, falls ¢ ¢ {1,...,h}, sowie z; := (; fir j = 1,...,;h. Aus der ur-
spriinglichen Partition von & konstruieren wir eine Partition von x, in welcher

moglichst viele Partitionsmengen gerade Kardinalitét haben. Dazu setzen wir

Lo=L\{j}fir1<j<h
I]’-::[jfﬁrh—i-lgjgm

[;n-l—l P= {lvk}
{j} furj#LE .
L/n+1+j::{ y const firl<j<h

Man sieht, da8 (I{,..., I}, ,,,) eine Partition von z = (z1,...,x,) € V(f) ist.
Ebenso sieht man, dafl #1} gerade fiir 1 < j < m + 1 ist. Auch ist #I, ., =
#1I7. .1, = 0. Demnach gibt es also ein x € V(f) und eine Partition (/1,...,1,,)

von x, bei der héchstens h — 2 verschiedene #1I7 ungerade sind. Widerspruch zur

angenommenen Minimalitdt von h. [

Definition 2.2.27. Fiir g,n € N setze

Ag(n) == {z € R" | #{x1,...,z,} < glogy(n)}

Satz 2.2.28. Sei |l € N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index l. Sei
e SU(R) mit deg f < d >2, sei g € N mit £ > d(2d — 1)97L, sei V(f) # 0,
dann ist V(f) N Ay(n) # 0 firn > 2.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n. Im Fall n = 2,3
ist die Aussage trivial, da (2d — 1) > 3 und also ¢ > 3. Sei nun n > 3 und
gelte die Aussage fiir alle n’ < n. Nach Lemma gibt es ein z € V(f)
und dazu eine Partition (I1,...,I],) von x, fiir welche nur weniger oder gleich

g Stiick der Partitionsmengen I} eine ungerade Kardinalitdt haben. Indem wir
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2.2. Testmengen fiir teilsymmetrische Polynome

notigenfalls leere Partitionsmengen entfernen, und die iibrigen Partitionsmengen
verfeinern, das heifit indem wir jedes I} zerteilen in méglichst viele Paarmengen
(im ungeraden Fall bleibt eine Einsermenge iibrig), erhalten wir also fiir ein
passendes ¢’ < g eine Partition ([y, ..., ;) von z, so daB #I; = 1 firm—¢'+1 <
i<mund #[;=2fir 1 <i<m-—g.

Wir setzen dann fiir diejenigen Unbestimmten X; mit ¢ € [,,_ g1 U ... U I,
den Wert z; ein, und ersetzen diejenigen Unbestimmten X;, fiir die ¢ € [; ist fiir
ein 1 < j <m — ¢, durch die neue Unbestimmte Y. So erhalten wir ein neues
Polynom

i, Yoy).
Dieses Polynom ist wieder H-teilsymmetrisch, nach Wahl der Partition, da jede
Permutation der Y; einer Permutation der entsprechenden Partitionsmengen I;
entspricht, was aufgrund der gleichen Méchtigkeit derselben auf zwei ‘disjunkte’
Indexpermutationen im urspriinglichen Polynom f zuriickgefiithrt werden kann
(wegen Eigenschaft (2) der Definition ist dies moglich). Wir setzen fiir
1<j<m-—yg"

T; := x; fiir ein (und damit jedes) | € I
Dann ist & € V(f), da 0 = f(z) = f(&). Esist 7 :== m — ¢’ < [2]. Nach

Induktionsvoraussetzung, gibt es nun ein ¢ € Ay(m — ¢') N V(f). Setze nun fiir
1<i<n

- ¢, fallslel;fireinl<j<m-—¢
. x;, sonst

Dann ist y € V(f) und
n n
#yr, oy} < g+ glogy(15]) = glogy(2) + glogy([ 5 1) < glogy(n).
Damit ist y € Ay(n). O

Korollar 2.2.29. Seil € N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index .
Sein>2, fe Sy (R) mitdegf <d>2 SeigeNmit? >d2d—1)"
Dann gibt es fir jedes a € f(R™) ein v € Ag(n) mit f(xz) = a. Insbesondere ist
[ nichtnegativ (positiv), wenn f nichtnegativ (positiv) auf Ay(n) ist.

Beweis. Esist f —a € Eg_?)(R). Der Rest folgt mit Satz [2.2.28|fir V(f —a). O
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2. Positivitét teilsymmetrischer Polynome

2.3 Dualer Standpunkt

Es gibt eine interessante Schluifolgerung aus dem Satz von Timofte. Man findet
fiir symmetrische Summen 2k-ter Linearformpotenzen

Z(aﬂXl + ...+ (Zan)2k

immer Darstellungen, bei denen fiir die Koeffizienten jeder einzelnen Linearform
gilt:
#{ap, ..., am} < k.

Man erhilt dieses Resultat aus dem Satz von Timofte durch Dualisierung,
indem man den reellen Vektorraum der symmetrischen 2k-Formen in n Unbe-
stimmten H*Qggm mit einem geeigneten Skalarprodukt versieht. Umgekehrt erhiel-
te man den Satz von Timofte (aber nur die Formulierung fiir Nichtnegativitét)
fiir den Spezialfall homogener symmetrischer Polynome, wenn man obige Dar-
stellung der symmetrischen Summen 2k-ter Linearformpotenzen direkt zeigen
konnte. Im Abschnitt zeigen wir, ohne den Satz von Timofte zu benutzen,
eine solche Darstellbarkeit (mit 2k bzw. k+1 statt k) fiir gewisse Spezialfille von
Summen von Linearformpotenzen. Kénnte man noch zeigen, dafi die betrachteten
Spezialfille dicht im Kegel der symmetrischen Summen von Linearformpotenzen
liegen, so erhielte man mit einem weiteren Resultat dieses Abschnitts (Lemma
2.3.5|), welcher die Abgeschlossenheit des Teilkegels der Summen von Linearform-
potenzen mit obiger Einschrinkung an die Koeffizienten besagt, die gewiinschte
Gleichheit der Kegel. Leider ist mir dies nicht gelungen, nichts desto trotz schien

es mir wert, die Resultate fiir die Spezialfille mit in diese Arbeit aufzunehmen.

2.3.1 Darstellungen von Summen 2k-ter

Linearformpotenzen
Definition 2.3.1. Sei V ein reeller Vektorraum, wir nennen () # C' C V einen
konvezen Kegel, falls R>¢C' +Rx(C = C'. Zu einem reellen Skalarprodukt (, ) auf

V' heift
C*:={zx eV |(x,y) >0 firalley € C}
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2.3. Dualer Standpunkt

der duale Kegel von C.

Bemerkung 2.3.2. Fiir einen konvexen Kegel C' ist C* abgeschlossen und eben-
falls ein konvexer Kegel. Es ist (C*)* = C, falls dimg V < oo

Beweis. Esist C* = (,co(y) "' (Rxo) als Schnitt von Urbildern abgeschlossener
Mengen unter stetigen Abbildungen abgeschlossen. Die Kegeleigenschaften sind
trivial.

“D": Sei x € C. Dann gibt es eine Folge (x,) — x in C. Es ist (x,,y) > 0
fiir alle y € C*. Wegen der Stetigkeit von (-,y) gilt dies dann auch fiir z und
jedes y € C*.

“ C": Angenommen es gibt ein x € (C*)*\ C. Der Abstand von x zu C ist
dann m = inf{|jz —y|| | y € C'} > 0. Es gibt also eine Folge (y,) in C, fiir welche
|z —yn|| gegen m konvergiert. Diese ist beschréankt, und da V' endlichdimensional
ist, findet man mit Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge. Also gibt es
ein y € C, mit minimalem Abstand zu z, d.h. ||z —y|| = m. Wir betrachten nun
die zu (y—x) orthogonale Hyperebene E durch den Ursprung. Diese Hyperebene
teilt V' in zwei Halbraume:

Et ={xeVi|{(z,(y—2)>0} E ={xeV|(z,(y—1x)) <0}

Es ist C C EY, denn falls es ein ¢ € C' gibe mit (¢, (y — z)) < 0, dann wére auf
Grund der Konvexitét von C' auch (y + a(c —y)) € C fiir beliebiges a € [0, 1],
und somit wiirde

Iz =y —ale=y)I* = llz = ylI* + llc = yll + 20 {(y — ). (c = v))

N

<0
nicht minimal sein fiir o = 0.
Offenbar ist dann (y — z) € C*, jedoch
(@, (y —2)) = {(x —y), (y —2)) + {y, (y —2)) <O,
=0
also ist x ¢ (C*)*. Widerspruch. O
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Definition 2.3.3. Wir werden mit Hyy,, den reellen Vektorraum der 2k-Formen

in n Unbestimmten bezeichnen; mit N(n,2k) werden wir dessen Dimension

("2%1) (siehe [Bal Seite 12]) bezeichnen. Der konvexe Kegel

P :={p € Hogn | p(x) >0 fiir alle z € R"}

ist die Menge der positiv semidefiniten 2k-Formen. Der konvexe Kegel

EQk,n = {Z(aile + ...+ G,an)2k ‘ m € N,ai]’ S R}

i=1
ist die Menge der Summen von 2k-ten Linearformpotenzen. Es bezeichne Hggn
den Unterraum der symmetrischen 2k — Formen, und fiir jedes C C Hoxp
definieren wir

Co = CNHyp,.
Falls C ein konvexer Kegel im Hoy, 5, ist, so ist auch C*» konvexer Kegel im H‘;,:j’n.

Fiir ein g € N, nennen wir den konvexen Kegel

7;%771 = {Z(aﬂXl + ...+ CLZ‘an)2k S Egl:,n

i=1
’ m &€ N, aij € R mit #{aila -'~7ain} S g}

die Timofte-Formen der Giite g. Die entsprechenden Darstellungen nennen wir

Timofte-Darstellungen der Giite g.

Wir werden nach Einfithrung eines passenden Skalarprodukts speziell die kon-
vexen Kegel Pf,;n, E‘ggm und 7 . in Hinblick auf gegenseitige Dualitét untersu-
chen. Doch zunéchst sei an dieser Stelle noch ein sehr niitzlicher Satz notiert, auf
den wir noch einigemale zuriickgreifen werden. Er liefert eine Summenléangenbe-

schriankung in reellen Vektorraumen.
Satz 2.3.4 (Carathéodory). Sei V' ein reeller Vektorraum mit dimV = n.
Seien vy,...,vs € V' fir ein s € N. Dann gibt es iy,...,1, € {1,...,s}, sowie

Qs -y 0, € Rsg, 50 dafs
S

n
E V; = E ozijvij.
j=1

=1
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2.3. Dualer Standpunkt

Einen Beweis dieser Version des Satzes findet man in [Rel Seite 27].

Als eine erste Anwendung beweisen wir gleich ein Resultat, das eine wichtige
Rolle im Beweis der Gleichheit von £§;;n und T2kk,n spielen wird. Der Beweis
dazu ist eine Verallgemeinerung eines Beweises aus [Rel Seite 36], welcher die

Abgeschlossenheit von Loy, in Hoy, p, zeigt.

Lemma 2.3.5. Fir g € N ist Tﬁw C H*;,Z’n abgeschlossen beziiglich der Norm-
topologie.

Wir werden etwas mehr zeigen, als im Lemma behauptet wird. Wir werden

zeigen, daf3

'Cgkm = {Z(aile + ...+ aan)Qk € ,Cgk,n

i=1

‘ m e N,aij € R mit #{aﬂ, ...,am} < g}

abgeschlossen ist im Hoy, . Daraus folgt dann sofort, daf§ der Schnitt mit Hg;;n in
H;g,;n abgeschlossen ist. Da g € N beliebig ist, zeigt der Beweis aber insbesondere

fiir ¢ = n auch die Abgeschlossenenheit von Lo, in Hag -

Beweis. Sei (pm)men C cgk,n eine in Hyy, konvergente Folge. Mit dem Satz
von Carathéodory haben die p,, eine Darstellung gleichbeschrinkter Sum-

menlénge:
N(n,2k)

(%) pm = Z (ag”)Xl + ..+ aE,T)Xn)%,
i=1
und es ist nachwievor #{a7”, ..., a™} < ¢ fiir jedes 1 < i < N(n, 2k).

Wir finden also fiir jedes m und jedes i eine Partition (siehe Deﬁnition
(]1, ey Ig)(i,m) von (agn), vy ag?)) € R™. Da es aber nur endlich viele Moglich-
keiten gibt {1,...,n} in g Teilmengen zu partitionieren, mufl es also nach dem
Schubfachprinzip fiir festes ¢ unendlich viele m geben, fiir welche die Partiti-
on (Iy,...,I;)(i,m) dieselbe ist. Schreibe (I;(7),...,1,(7)) == (I3, ..., I;)(i,m) fiir

all diese m. Es mufl sogar unendlich viele m geben, fiir welche dies fiir jedes
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

1 <7 < n simultan erfiillt ist. Wahlen wir nun die zu diesen m gehorende Teil-
folge von (py,)m. Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese wieder mit (py, ).
wir konnen also fiir diese Teilfolge die Darstellung (x) uniform zusammenfassend

umschreiben zu

N(n,2k) 2k
o= D0 (M0 X (DD X))
i=1 jen (i) JEI4(3)

Da die Folge (p,,,) konvergent im Raum Hay ,, ist, konvergiert sie insbesondere
unter punktweiser Auswertung. Betrachten wir die Folge der Auswertungen des
j-ten Standardbasisvektors e; € R™. Fiir 1 < i < n sei [; so, daf j € [;,(i) ist.

Dann ist
N (n,2k)

ple)) = D (b,
i=1
beschréankt auf Grund der Konvergenz fiir m — oo. Da
N (n,2k)
ORI DN
i=1
ist fiir jedes einzelne 1 < r < N(n,2k) = N, ist die Folge

(B, oo b Y € RY

beschrénkt und somit hat sie eine konvergente Teilfolge nach Bolzano- Weierstrass.
Betrachten wir die zugehorige Teilfolge von (p,,), welche wir wiederum mit (p,,)
bezeichnen. Wir haben dann die Darstellung
N(n,2k) o
(*) P = > <b§’1”’( S7TX) (Y Xj)) :
i=1 jen (%) JE€L4(3)

in welcher fiir jedes i (jeden Summanden) es eine Koeffizientenfolge (bz(l:”))m gibt,
welche fiir m — oo konvergiert. Indem wir dieselbe Vorgehensweise nacheinan-
der fiir alle Standardbasisvektoren e; iterieren, finden wir schliefllich eine Teil-
folge (pm)m, in welcher die Darstellung (xx) koeffizientenweise konvergiert. Sei
p € L3, definiert durch die Darstellung (+x), in welcher fiir die jeweiligen Ko-
effizienten bl(?) deren Grenzwert fiir m — oo eingesetzt ist. Man iiberlegt sich

schnell, daf§ dann (p,,) gegen p in Hyy ,, konvergiert. Damit ist alles gezeigt. [

20



2.3. Dualer Standpunkt

Definition 2.3.6. Wir definieren nun ein Skalarprodukt auf Ha
fiir f =3, 2o @u X" und g = ZIMI*% B, X" definieren wir

Z ,u1 @r

lu|=2k

Man sieht einfach, dafl dies eine positiv definite symmetrische Bilinearform ist.
Bemerkung 2.3.7. Sei g = (ai1 Xy + ... + ainX,)?* € Logn, dann ist (f, g) =
flair, ..., ain) fir jedes f € Hopp.

Diese Eigenschaft des Skalarprodukts ist der Schliissel, um die symmetrischen
positiv semidefiniten 2k-Formen als dualen Kegel der symmetrischen Summen
von 2k-ten Linearformpotenzen auffassen zu konnen. Dazu schrinken wir das
Skalarprodukt auf den Raum H%n ein. Dann konnen wir die symmetrischen

positiv semidefiniten Formen sz ', Wie folgt schreiben:

Pﬁi"n = {pe szn | p(ai,...,a,) >0 fiir alle a € R"}

= {pEH%n|2p i1y ..., Qin, >0furallem€Na”€]R}
= {pEHan

‘ Z(Z p(aio(1)7 ...,aia(n))) > 0 fiir alle m € N, a;; € R}

i=1 o0€ESy

= {peHg, | {p,h) >0 firallehe Ly}
= L3
Andererseits wissen wir mit dem Satz von Timofte 2.1} da8

732,m = {pe Hg,:m | p(ay,...;a,) >0 fiir alle @ € R" mit #{ay,...,a,} < k}

= {p € H%n | Z P(Ao(1)s - o(ny) > 0 fiir @ € R™ mit #{aq,...,a,} < k}

oESh

= {pe My, | (p.h) >0 firalle h € T}

— ko*
- %k,n
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In beiden Gleichungsketten ist nicht jede Gleichheit vollig trivial. Man muf sich

beispielsweise klarmachen, daf fiir jedes a € R™

1
m Z p(a’cr(l)u "'70’0(71)) = p(a17 "'7a’n)

’ UGSn

gilt, wegen der Symmetrie von p.
Da ja T, C .cg;;m abgeschlossene konvexe Kegel in HS’,;,” sind, folgt das

Hauptresultat dieses Kapitels nun leicht.
Satz 2.3.8 (Darstellungssatz).
Ty = Lot

Beweis. Tpy , = (T3}, )" = Pf,;‘n* = (E*;,Zn*)* = L3, Die erste und die letzte
Gleichheit folgt aus der in Lemma [2.3.5 bewiesene Abgeschlossenheit der konve-
xen Kegel 75} , und £§,§7n zusammen mit Bemerkung , die zweite und dritte
Gleichheit folgt direkt aus der eben festgestellte Dualitét 7323,;1” = ’T;fm* sowie
Pﬁ,:n = £§gm*, wobei fiir die zweite Gleichheit der nichttriviale Satz von Timofte

ausgenutzt wurde. O]

2.3.2 Elementarer Beweis der Timofte-Darstellung

fiir Spezialfalle

Wie schon erwéhnt, wire ein elementarer Beweis des Darstellungssatzes [2.3.8
auch ein Beweis fiir einen Spezialfall des Satzes von Timofte (ndmlich die
Aussage iiber Nichtnegativitét fiir homogene symmetrische Polynome f). Leider
gelang es mir nicht den Darstellungssatz in seiner vollen Allgemeinheit ohne
Verwendung des Satzes von Timofte zu zeigen, sondern nur fiir ganz spezielle
symmetrische Summen von Linearformpotenzen, namlichen einerseits solchen,
deren Darstellung in minimaler Summenlénge eindeutig ist, und andererseits

solchen, die sogar invariant unter orthogonaler Koordinatentransformation sind.
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Summen von Linearformpotenzen mit eindeutiger minimaler Summen-

Darstellung

Definition 2.3.9. Wir nennen eine Darstellung f = Y7 (ai X1 +... + i X,) 2
von [ € Eg]?,n minimal, falls die Summenlénge s minimal ist unter allen Darstel-
lungen f.

Wir nennen die minimale Darstellung f = Y7 | (ain X1 + ... + a;nX,,)?" eine
eindeutige minimale Dastellung falls es fiir jede weitere minimale Darstellung
f=>0 (buXy+...+ b, X,,)?* eine Permutation 7 der Summanden gibt, so daf3

(aih <0y ain) = (bT(i)b EREE) bT(z)n) oder (aib ) ain) = _<b7(i)17 ceey bT(z)n)
ist fiir jedes 1 <17 < s.

Mit dem Satz von Carathéodory fiir Hop,, gilt fiir die minimale Sum-

menlédnge immer s < N(n, 2k).

Lemma 2.3.10. Habe f € Eg,’gm eine eindeutige minimale Darstellung
f=>0 (anXi+ ...+ a,X,)*, dann lift sich fir jedes 1 < i < s die Ordnung
der Gruppe

Ui = {U € Sn ‘ (aile + ...+ aan)zk = (ailXU(l) + ...+ amXa(n))Qk}
wie folgt nach unten abschdtzen:
|
#U; > =
5

Beweis. U, ist eine Untergruppe der .S,,. Wir betrachten nun die Menge der Links-
nebenklassen in S, /U. Diese korrespondieren eineindeutig mit einigen Summan-

den der minimalen Darstellung von f, denn falls fiir 7, € S, gilt, dafl
(ailXﬁ(l) + ...+ ainXTl(n))2k - (ailX‘I’Q(l) + ...+ ainXTQ(n))2k7

dann ist wohl 75 L1 € U; und somit 1,U; = 1U;. Dies fithrt uns zu der Abschiit-
zung #S,,/U; < s, und somit zu |U;| > %’ O]
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Lemma 2.3.11. Habe f € D;,g"n eine eindeutige minimale Darstellung
=0 (anXi+ ...+ anX,)*, dann lift sich fiir jedes 1 < i < s die Ordnung
der Gruppe

Hi = {O’ - Sn | (aile + + aan) = (CLﬂXo-(l) + —I— ainXa(n)>}

wie folgt nach unten abschdtzen:

n!
#H; > —.
2s
Beweis. H; ist eine Untergruppe der Gruppe U; aus dem vorigen Lemma. Wir

schéitzen nun den Index von H; in U; ab. Fiir jedes o € U; gilt ja
(aile —|— —I— aan)Qk = (ailXU(l) + + CLmXU(n))zk.

Aufgrund der Irreduzibilitdt von linearen Polynomen im faktoriellen Ring
R[X7, ..., X,,] ist dann

CL“Xl + ...+ aan = a(aing(l) + ...+ ang(n))

fiir passendes a € R[X1,..., X,,]* = R\ {0}. Es mufl dann o?* = 1 sein, also
a =1 oder « = —1. Die Zuordnung o — « ist offensichtlich ein Gruppenhomo-
morphismus von U; nach ({1,—1},-) mit Kern H;. Mit dem Homomorphiesatz
ist dann #U;/H; < 2. Damit ist alles gezeigt. O

Mit diesen Abschétzungen wollen wir nun zeigen, daf} eine eindeutige minima-
le Darstellung von f € ﬁggm schon notwendig eine Timofte-Darstellung der Giite
2k ist. Wir benutzen dabei, daff sich die Anzahl der verschiedenen Koeffizienten
einer Linearform (a;; X7 + ... +a;, X,,) der Darstellung nach oben abschétzen 148t
durch die Anzahl der Bahnen in {1,...,n} unter der Wirkung der Gruppe H;.
Wir werden die Gruppenordnung der H; abhéngig von der Anzahl der Bahnen
nach oben abschétzen. Da wir andererseits aber bereits eine untere Schranke fiir
die Gruppenordnung gefunden haben, werden wir dann umgekehrt die Anzahl

der Bahnen nach oben abschéatzen konnen.

Lemma 2.3.12. Sei G C S, eine Untergruppe und sei {1,....n} = LU-- U,
die Zerlegung in die m Bahnen von G. Dann ist #G < (n —m + 1)!
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2.3. Dualer Standpunkt

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst, dafl G — S, x---x.S},,. Da die I; Bahnen von
G sind, ist fiir jedes g € G die Einschrénkung der Gruppenoperation g|;, € Sy,
wohldefiniert, da ja g(x) € I; ist fir alle z € ;. Alsoist g = gl 0---0g

Iy -
Betrachten wir nun die Abbildung

G — Sy x--xS

In)-

g = <g|117"'7g

Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, da go f = g|;,0---og|;, o flpo o f|r, =
(go f)lno---(go f)|n, (die I; sind disjunkt!), deren Kern trivial ist.

Somit haben wir also #G < #I;!---#1,,!. Wir haben noch die Bedingung
#1 + ...+ #1,, = n, woraus folgt, daf #,!---#1,,! < (n—m+1)!. (Man kann
zeigen, daf etwa fir #I; = n — (m — 1) und |[;| = 1 fiir j # 1 dieses Produkt

maximal wird). O

Bevor wir nun das angestrebte Resultat dieses Abschnitts beweisen, wollen
wir noch eine kleine dazu benoétigte Eigenschaft natiirlicher Zahlen in einer Be-

hauptung auslagern.
Behauptung 2.3.13. Seien n,m € N mit 3 <m <n — 3, dann ist
m(n —m) >n+m.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung induktiv nach n. Fiir n = 6 ist m = 3 ist
die Ungleichung erfiillt. Sein nun die Behauptung war fiir ein n € N. Im Fall
3<m<n-3istmn+1—m)=mn—m)+m>n+2m>(n+1)+m.Im
Falm=(n+1)—=3ist m(n+1—-m)=n—-2)3=3n—-6>2n—-2=n+m
(dan > 6). O

Satz 2.3.14. Habe [ € Eg,j’n eine eindeutige minimale Darstellung. Dann gilt
fiir diese Darstellung f = :_(an X1+ ... + ainXn)?*, daf

#{ai, ..., a;n} < max{2k,4}
fiir alle 1 <1 <s.
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Offensichtlichtlich miissen wir nur den Fall max{2k,4} +1 < n betrach-
ten.

Mit dem Satz von Carathéodory angewandt auf Hoy, wissen wir, dafl
s < (”+2k_1). Sei H; die wie in Lemma definierte Untergruppe der S,,. Fiir

n—1

o € 5, gilt dann
(%’17 --~-7ain) = (aw(l), -~--7aia'(n)) = 0 € Hz

Die Anzahl der Bahnen von H; in {1, ..., n} ist eine obere Schranke fiir die Anzahl
der werschiedenen Koeffizienten unter den a1, ..., a;,. Nach Lemma [2.3.11] ist

#H;, > W . Wir werden nun zeigen, daf} im Fall m = max{2k,4} + 1 die
n—1

Ungleichung W > (n—m+ 1)! gilt, woraus dann mit Lemma [2.3.12| folgt,

n—1

daB es weniger als m Bahnen von H; in {1, ..., n} geben mufl. Wir werden fiir k£ >
nl(n—1)!(2k)!
2(n+2k—1)!(n—2k+1)!

2 dazu die Ungleichung > 1 zeigen, bzw. nach offensichtlichem

Kiirzen die Ungleichung

(2k)n---(n—2k+1)

1.
St 2k—1)--n

Durch passendes sortieren der Faktoren, erhalten wir

(2k—1)(n—(2k—1)) . (2k—2)(n—(2k—2)) . 3(n—3) . 2(n—2) . k(n—1) . 2n
n+2k—1 n+2k—2 n+3 n+2 n+1 2n

> 1,

da mit Behauptung [2.3.13|die “ersten 2k — 3 Faktoren” grofier als 1 sind (wegen
3<2k—(2k—3) <..<2k—1<n-—23), und die “letzten 3 Faktoren” sind

grofer oder gleich 1, denn wegen k& > 2 mufl n > 5 sein.

Falls k = 1 ist, iiberlegen wir uns, dafl ﬁ > (n—4)!, oder "("(;Jlr—)l(;:g) > 1
n—1

ist. Da wir in diesem Fall aber nur n > 5 betrachten, ist das nicht schwer zu

sehen. O]
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2.3. Dualer Standpunkt

Orthogonal invariante 2k-Formen

Wir haben im letzten Unterabschnitt gezeigt, dafl eine symmetrische Summe 2k-
ter Linearformpotenzen, deren Darstellung minimaler Summenlénge “eindeutig”
ist, eine Timofteform der Giite 2k ist. Der Beweis dazu liele sich problemlos
verallgemeinern fiir solche Fille, die nicht mehr als m(n) verschiedene minima-
le Darstellungen haben (dann aber mit einer schlechteren Giite), solange m(n)
“geniigend klein” im Vergleich zu n! ist. Dies wiirde uns aber auch keinen allge-
meinen Darstellungssatz liefern, da es sogar Beispiele gibt, die jeweils unendlich
viele minimale Darstellungen haben.

Wir werden in diesem Abschnitt einerseits zeigen, dafl es sich bei orthogonal
invarianten 2k-Formen um solche Beispiele handelt. Andererseits werden wir aber
gerade fiir diese Félle einen vollig anderen Beweis (der ebensowenig den Satz von
Timofte verwendet) dafiir liefern, daf§ es Timofte-Darstellungen der Giite k + 1
gibt.

Definition 2.3.15. f € Hoy,, heilt orthogonal invariant, falls fiir x € R gilt
f(z) = f(Az) fiir alle A € O,(R).
(Insbesondere ist dann f € H;g,gn)

Bemerkung 2.3.16. Reelle homogene Polynome (Formen) sind eindeutig be-
stimmt durch ihre Werte auf der Einheitssphiire S?~!. Deshalb gibt es fiir jedes

orthogonal invariante f € Hoy, €in r € R, so daB
f=r(XE+..+ XDk

Das néchste Lemma zeigt, dafl es sich bei orthogonal invarianten 2k-Formen
um Summen 2k-ter Linearformpotenzen handelt. Deren Symmetrie ist sowieso

klar. Der Beweis lehnt sich an einen Beweis aus [Bal Seite 13/14].
Lemma 2.3.17 (Hilbertidentititen). Fir (X7 +..X2)* € Hfg’n gibt es N €
N sowie (a1, ..., a;n) € R™ fiiri < N, so daff

N

=1
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Betrachte die Abbildung

R" — HZk,n
a— (X + ... + a, X,

Diese ist stetig. Wir wihlen uns auf der Einheitssphire S"~! C R" ein Borelmaf
i, das unter orthogonaler Transformation invariant ist (bekannt aus der Maf-
theorie), dann existiert aufgrund der Stetigkeit (also Borelmessbarkeit) obiger
Abbildung das Integral

I .= / (a1X1 + ...+ aan)dea S H?k,n-
Sn—1

Es ist I der Grenzwert einer Folge von Integralen von Treppenfunktionen

Z (A (an X1+ ..+ ainXn)?* € Logn,

wobei die A; C S™! borelmessbar sind mit S"! = UlA2 Aufgrund der Abge-
schlossenheit von Loy, ist I € Lo .

Wir zeigen nun, dafl I orthogonal invariant und positiv definit ist. Wir wissen,
dal I Grenzwert von Integralen von Treppenfunktionen im Polynomraum Hoy
ist. Insbesondere ist die Polynomfunktion I(z) punktweise Grenzwert dieser In-
tegrale (also nach Einsetzen von z € R™). Aufgrund der orthogonalen Invarianz

des Borelmafles gilt dann punktweise und fiir jede orthogonale Transformation

T:

I(Tz) = Jgn—1(a, Tx)*da :/ (T 'a, z)*da
Sn—1
Jr-1gna (T a,2)*dTa =/ (a,2)*da = I(z)
Sn—1

Dies zeigt die orthogonale Invarianz von I. Da fiir festes x der Integrand eine
positiv semidefinite stetige Funktion in a ist, welche nicht iiberall 0 ist, hat I mit
Bemerkung[2.3.16|dann die Gestallt I = 7(X?+...4+X2) fiir ein 7 € Rs. Damit
ist alles gezeigt, da man (%)ﬁ in die Koeffizienten der Linearformen hineinziehen
kann. O]
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2.3. Dualer Standpunkt

Dies zeigt unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 2.3.18. Es gibt orthogonal invariante f € Cg;;n. Diese haben unend-
lich viele minimale Darstellungen als Summen 2k-ter Linearformpotenzen. Unter

diesen gibt es solche, die keine Timofte-Darstellungen sind.

Beweis. Mit Lemma (2.3.17]) wissen wir, daf3

N
(X7 + X% =) (an Xy + ..+ ain X)) € Lo,
i=1
ist. Sei dabei die Summenlédnge N minimal unter all solchen Darstellungen. Be-

trachten wir die obige Gleichung als Gleichheit von Funktionen auf dem R™:

N
(@] + 2t = (as, )™
i=1
Die linke Seite der Gleichung ist ganz offensichtlich invariant unter jeder ortho-

gonalen Variablentransformation 7', also ist

Die orthogonale Gruppe hat unendliche Kardinalitéit, so daf3 es unendlich viele
verschieden Darstellungen (X? 4 ...X2)F = Zi\;l(aile + . + ainX,)?* geben
muf, die paarweise nicht durch Vertauschung der Summanden auseinander her-
vorgehen (oder durch passendes Wechseln der Koeffizientenvorzeichen). Aufer-
dem gibt es fiir jedes b € R"™ mit ||b|| = ||a1]| eine orthogonale Transformation
T, fiir die T~'a; = b ist. Also gibt es immer eine Darstellung von f, in welcher
a; sogar n verschiedene Komponenteneintrage hat. Insbesondere ist dies keine

Timofte-Darstellung. [

Nachdem wir nun gezeigt haben, daf die kombinatorische Uberlegung aus
dem vorigen Unterabschnitt fiir minimale Darstellungen im orthogonal invari-

anten Fall nicht greifen kann, werden wir fiir diesen Fall einen anderen Weg
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2. Positivitéat teilsymmetrischer Polynome

gehen, um eine Timofte-Darstellung der Giite k + 1 zu erhalten. Wir werden da-
zu die Hilbertidentitédten aus Lemma[2.3.17] prizisieren, indem wir uns an einem
beinahe konstruktiven Beweis von Haussdorff fiir selbige orientieren.

Die von Hausdorff prézisierten Identitdten wurden von Hilbert schon friiher
(etwas komplizierter) bewiesen und benutzt, um das aus der Zahlentheorie be-
kannte Waringsche Problem zu 16sen. Das Waringsche Problem stellt die Fra-
ge, ob es zu jeder natiirlichen Zahl k eine natiirliche Zahl s gibt, so dafl jede
natiirliche Zahl n als Summe von héchstens s k-ten Potenzen natiirlicher Zahlen
geschrieben werden kann. Hilbert zeigte, dal dem so ist. Dazu benutzte er die
von ihm gefundenen Identitdten, in denen die Koeffizienten der Linearformen
sogar rational gew#hlt werden konnten. (Dies und den Beweisweg von Hausdorff
findet man in |[Nal, Seiten 77-93].) Wir werden in unserem modifizierten Beweis
darauf verzichten die Koeffizienten der Darstellung rational zu wéhlen und als
Belohnung fiir diesen Verzicht eine Timofte-Darstellung der Giite k+ 1 erhalten.

Lemma 2.3.19. Fir jedes n € Ny gilt fiir das n-te Moment

1
M, = —/x”exp —2?)dx
VT Jr (=)
des Gaupmafes auf dem R*:

n!

0, n ungerade

n gerade

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir gerade n induktiv. Fiir n = 0 ist

mit My = 1 = 2°0! die Aussage wahr. Sei M, =

——— fiir ein beliebiges
27(%)!
gerades n € N, dann ist

1
Mo = ﬁ/RxeXp(—ﬁ)x”de

—1

= [eXp(—:L’2)xn+1]°° - —(TL+ 1)

/ 2" exp(—2?)dx
R

2\/m o 2/m
n+1 (n+1)(n+2)
T M T TE M
_ (n+2)!
gni2(ni2)|
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2.3. Dualer Standpunkt

Falls n ungerade ist, stimmt die Behauptung offensichtlich, da exp(—z?) eine
gerade Funktion ist. ]
Um das néichste wichtige Lemma beweisen zu konnen, miissen wir uns zunéchst
von Eigenschaften einiger spezieller reellen Polynome iiberzeugen.

Definition 2.3.20. H,(z) := (3)" exp(2?) ()" (exp(—2?)) definiert fiir jedes
n € Ny eine Polynomfunktion auf R, da} sogenannte Hermite-Polynom vom
Grad n.

Behauptung 2.3.21. Fir jedes n € Ny ist H, ein Polynom vom Grad n, fiir
das gilt:

(i) Hys1(x) = aH,(x) — $H) () firn #0 und Hy = 1.
(i) H, hat n verschiedene reelle Nullstellen.

Beweis. (i):Wegen

H,(x) = (_71)"2xexp(x2) (d%)n (exp(—22))
FG ) (%)W (exp(—22))

erhalten wir die (polynomial) rekursive Darstellung H) = XH, — H,};. Da
zudem H, = 1 ist, ist insbesondere H,, ein Polynom.

(ii): Wir zeigen dies durch Induktion nach n. Hy hat keine Nullstelle. Habe H,,
nun n verschiedene reelle Nullstellen oy < ... < «,. Da diese dann einfache Viel-
fachheit haben, ist H) (a;) # 0. Es mufl dann H) (cv,) > 0 sein, da H,(z) — oo
fir + — oo, da nach (i), das Polynom H,, den Leitkoeffizienten 1 hat. Fiir die
Nullstellen hat H, (a;) notwendigerweise wechselnde Vorzeichen, insbesondere ist
(=1)"'H!(ay) > 0. Nach (i) hat dann H,(c;) gegenliufig wechselndes Vor-
zeichen, und nach dem Zwischenwertsatz hat dann H, ., die n — 1 verschiedenen
Nullstellen ;11 € (a;, ay1), fiir 1 <4 < n. Doch es gibt noch zwei weitere reelle
Nullstellen: Einmal gibt es eine Nullstelle 3,.1 > «y,, da H,41(,) < 0 aber
H,1(x) positiv ist fir gro genuge x. Dann gibt es auch noch eine Nullstelle
1 < a1, da im Fall n ungerade, H,,1(ay) < 0 ist, aber H,,,; geraden Grad hat,

und im Fall n gerade es entsprechend umgekehrt ist. ]
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Lemma 2.3.22. Fir k € N gibt es eine Quadraturformel fir das GaufSmajf im
R' von Prizission 2k — 1 mit k Stiitzstellen, das heifit es gibt B1,...,0, € R
und positive Gewichte py, ..., pr € Rsg, so daf fir jedes Polynom f € R[X] mit
deg(f) <2k —1 gilt

1 ) b
- / o) ep(=r)de =3 f (5 (2.7)

Insbesondere gilt fir das j-te Moment M; = Zle piﬁij, fir0<j <2k-—1.

Beweis. Seien zunéchst 8 < ... < (i € R beliebige k verschiedene reelle Zahlen.

Dann gibt es eine Losungen py, ..., pr € R fiir das Gleichungssystem

1 .. 1 01 M,
Ooo B e M) 2.8)
SRR M

da die (van-der-Monde) Determinante der Abbildungsmatrix # 0 ist. Wir suchen
nun solche (3, ..., G fiir welche die p; alle positiv sind.

Wahlen wir uns dazu die k wverschiedenen Nullstellen (7 < ... < [ des
Hermite-Polynoms Hj vom Grad k. Wir wissen noch nicht, ob die zugehorigen
p1, ---, P alle positiv sind, aber wir konnen bereits sagen, dafl fiir diese ; als
Stiitzstellen und p; als (eventuell negative) Gewichte, Gleichung fiir Poly-
nome wegen bis zum Grad k—1 gilt (wegen der Linearitét des Integrals folgt
dies aus der Giiltigkeit fiir die Momente). Sei f ein Polynom mit deg(f) < 2k—1.
Da R[X] beziiglich der Gradabbildung ein euklidischer Wertebereich ist, schrei-
ben wir f = Hyq+r fiir Polynome ¢, r, wobei deg(r) < k—1 und deg(q) < k—1
ist. Es gilt

/H{Hn(x)q(m) exp(—2?)dz
1 n

= [ (F) everentty (L) e =

-~

=1
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denn nach k-fach iterierter partieller Integration verschwindet im Integranden die
k-te Ableitung von ¢, und die beim partiellen Integrieren entstandenen Rand-
terme verschwinden sowieso. So erhalten wir Gleichung fiir Polynome f bis
zum Grad 2k — 1:

K " 1 o |
;mf(ﬁi) = izlpn‘(ﬁi) = ﬁ/Rr(x) exp(—z?)dx = ﬁ/ﬂgf(x) exp(—22)dz.

Die Positivitidt der py, ..., pr kann man nun nachtréaglich zeigen. Fiir 1 < < k
setzen wir f; := [[,_, (2 — ;). Dann ist f; vom Grad 2k — 2 positiv semidefinit
und es ist f;(5;) > 0. Wir diirfen also Gleichung (2.7) darauf anwenden und
erhalten

0< %/Rfl(l') eXp( de = Zfz ﬁ] fz ﬂz) Pi-

Schlieflich ist dann p; > 0. [

Satz 2.3.23. Seien n,k € N, dann gibt es By, ..., Bxr1 € R sowie py, ..., prs1 €
R<o, so daf

4’”{3' k+1 k+1
(X7 + ..+ X)) ,Z Y i 05 (B Xy e+ B, X))

Jj1=1 Jn=1

Insbesondere haben orthogonal invariante f € Loy, eine Timofte-Darstellung
der Giite k + 1.

Beweis. Seien f31, ..., Bry1 die Stiitzstellen und py, ..., pro1 die positiven Gewichte
der Quadraturformel (2.7) des letzten Lemmas (fiir £ 4 1 statt k). Dann ist

k+1 k+1
Z ijl' p]n /8]1X1+ +ﬂ]n )
jl 1 ]n—]-
k+1 k+1
(Qk‘)! o o on
j1=1 Jn=1 |Ot|:2k‘

= (2F)! Zkii kiﬁ( lpﬁh>

la|=2k j1=1 jn=1 =1
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Z'

- e S

la=2k i=1
Lemma @322 oy, Iy H (Xm )
=2k =1
2
s 5 (A1
2l<; X
B |;k11 e
— 4kkl lul=k b ! K
_ fklz (XT 4+ X"

]

Wie schon gesagt, folgt aus dem Satz von Timofte, dal es eine Timofte-

Darstellung sogar der Giite k geben mu$.
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3.1 Effizienzgewinn fiir Positivitéitstests
bei festem Grad

Im Abschnitt Modelltheorie reell abgeschlossener Kdrper wurde bereits erwéhnt,
daB fiir jedes N € N und fiir jede Formel ¢(X7, ..., Xy) in der Sprache der ange-
ordneten Ringe, eine in der Theorie der reell abgeschlossenen Korper dquivalente
quantorenfreie Formel §(X, ..., Xy) effektiv erzeugt werden kann (Satz [1.1.6).
Dies impliziert insbesondere, dafl es einen Algorithmus gibt, der zu gegebenen
N € N, Formel ¢(X7, ..., Xy) und a € RY entscheidet, ob a die Formel ¢ erfiillt.
Fiir jede Anzahl an Unbestimmten n und jede Gradbeschrankung d gibt es al-
so eine quantorenfreie Formel, welche fiir ein gegebenes Polynom f(Xjy, ..., X,,) =
>~ a, X" mit deg f < d anhand seiner Koeffizienten entscheidet, ob die Aussage

vz (f(z) > 0)

in den reell abgeschlossenen Koérpern, die die Koeffizienten von f enthalten,
giiltig ist oder nicht.

Obwohl es effektiv moglich ist, zu jedem n,d € N die entsprechende quan-
torenfreie Formel zu generieren, ist dieses Vorgehen keinesweg effizient (es mufl
mit mindestens exponentieller Abhéngigkeit von n gerechnet werden, siehe [BPR),
Seite 510]). Folglich ist die Generierung von quantorenfreien Formeln eine denk-
bar ungeeignete Grundlage fiir einen Algorithmus, der allgemeine reelle Polyno-
me f auf Positivitat (Nichtnegativitit) testen soll.

Anders sieht es aus, wenn man die Fragestellung einschréinkt, etwa wenn man
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Positivitat (Nichtnegativitit) nicht fiir ganz allgemeine reelle Polynome testen
will, sondern nur fiir eine ganz bestimmte Klasse von Polynomen.

Wir wollen die Ergebnisse fiir Positivitédtstestmengen symmetrischer Polyno-
me, die in dieser Arbeit dargelegt wurden, nun benutzen, um fiir symmetrische
Polynome mit fester Gradschranke d (aber nicht beschrénkter Anzahl von Unbe-
stimmten) zu zeigen, dafl die Quantorenelimination eben doch Grundlage eines
effizienten Algorithmus sein kann. Der Satz von Timofte 2.1 wird es uns erlauben,
bei fester Gradschranke d mit einer einzigen quantorenfreien Formel arbeiten zu
konnen, was bedeutet, dafl die “kostspielige” Generierung dieser Formel aus der

Effizienzbetrachtung herausfallt.

Betrachten wir zunéchst fiir feste n,d € N diejenige Formel, welche nach

Einsetzen der Koeffizienten eines Polynoms

f= Zaqul"'Xﬁn

|pl<d

(vom Grad < d in weniger oder gleich n Unbestimmten) in die freien Variablen
der Formel, dessen Positivitéit (Nichtnegativitéit) ausdriickt. Die Anzahl deren
freien Variablen N(n,d) = (":d) entspricht der Anzahl der Monome vom Grad <
d. Um beim Einsetzen der Koeffizienten eines gegebenen Polynoms in die Formel
konsistent zu bleiben, wihlen wir uns fiir die betrachteten Multiindizes eine
uns genehme Nummerierung pxV, ..., u®™), etwa indem wir sie lexikographisch

anordnen. Dann sieht die gesuchte Formel wie folgt aus:
O] iy (>)
Gna(Vis oo Yir) = Var, ooz (S Viaht -’ S 0).

Die Anzahl N = N(n,d) der freien Variablen Y; in der Formel hingt sowohl von

n als auch d ab.

Definition 3.1.1. Fiir n € N nennen wir m; < ... <m, € Nmit m;+...+my =

n eine g-Partition von n.
Bemerkung 3.1.2. Sei g = max{|%],2}. Fir f € S"(R) mit deg f < d, ist
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f(Xy, ..., X,,) positiv (oder nichtnegativ) genau dann, wenn

FOXL o X0, Xy X gy o X))

m1 Stellen mg Stellen
nichtnegativ (oder positiv) im RY ist fiir jede g-Partition von n.

Lemma 3.1.3. Sei g € N. Dann gibt es fiir n > g weniger als (n + g)? g-

Partitionen von n.

Beweis. Die Anzahl dieser Partitionen ist die Anzahl an Moglichkeiten n als
Summe von g von Null verschiedenen Summanden zu schreiben. Wir bezeichnen
diese mit P(n, g), in Anlehnung an die aus der Kombinatorik bekannte Partiti-
onsfunktion P(n).

Es 148t sich nun P(n, g) leicht nach oben abschétzen, durch die Anzahl an
Moglichkeiten n als Summe von g nicht notwendig von Null verschiedenen Sum-
manden mit Beriicksichtigung der Reihenfolge der Summanden, zu schreiben.
Diese Moglichkeiten wiederum koénnen leicht mit der kanonischen Basis des Vek-
torraums der homogenen Polynome vom Grad n in g Variablen H,, , identifiziert

werden. Die Dimension dieses Vektorraums ist dimH,, , = (9+271). Es gilt also

< g,
. <(n+yg)

P(n,g) < (g+n—1> :(n+g—1)...(n+1)

(g—1)!
0

Wenn wir uns nun einen Algorithmus konstruieren fiir das Entscheidungspro-
blem, ob ein gegebenes symmetrisches (gradbeschrinktes) Polynom nichtnegativ
ist, und dessen Komplexitit in Abhéngigkeit von den Inputdaten abschétzen wol-
len, so brauchen wir eine Vorstellung davon, was eigentlich die Datengrofe eines
solchen Polynoms ist. Es gibt verschiedene (verniinftige giangige) Moglichkeiten,
ein Polynom zu speichern. Wir werden nun aber nicht die Komplexitédtsanalyse
fiir jede dieser Moglichkeiten extra betreiben. Wir werden vielmehr eine obere
Schranke fiir die Komplexitit angeben, die von gewissen Kenngriflen (Anzahl an
Unbestimmten, maximale Bitgrofie) eines Polynoms abhéngen. Von diesen Kenn-

grofen werden wir uns iiberlegen, dafl sie kleiner sind als die Datengrofie eines
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Polynoms, egal wie man dieses nun gespeichert haben mag. Aufgrund der Mo-
notonie der Komplexitédtsschrankenfunktion in den Kenngréflen, ist diese dann
auch eine fiir alle moglichen Speicherarten des Inputpolynoms giiltige Komple-

xitatsschrankenfunktion in der Datengrofe des Polynoms.

Bemerkung 3.1.4. Die Datengrdfie eines durch d gradbeschrinkten symme-
trischen Polynoms f in m Unbestimmten ist nach unten beschrénkt durch die
maximal vorkommende Datengrofie der einzelnen Koeffizienten (klar). Sie ist

ebenso nach unten beschrankt durch die Anzahl n der Unbestimmten.

Satz 3.1.5. Fir jedes feste d € N gibt es einen Algorithmus von polynomialer
Komplexitit, welcher entscheidet ob ein gegebenes symmetrisches Polynom vom

Grad < d positiv (oder auch nichtnegativ) ist.

Beweis. Nach dem Satz von Timofte[2.1{gibt es zu d € Nein g = max{g, 2} e N,
so daf fiir ein beliebiges (also in der Anzahl n der Unbestimmten nicht ein-
geschrinktes) symmetrisches Polynom f mit deg f < d die Positivitiat (oder
Nichtnegativitit) auf allen Punkten mit nicht mehr als g verschiedenen Kom-
ponenten getestet werden kann. Das Polynom f(X1,..., X,,) auf diesen Punkten
auf Positivitédt (Nichtnegativitéit) zu testen, ist (wegen der Symmetrie von f)

gleichbedeutend damitfiir jede g-Partition P = {m; < ... <my} von n,

fp = f(e(h S XL,;XQ, cevy X%, cvery Xg, ...7Xg)
Vv v ~ Vv
m1 Stellen mo Stellen mg Stellen

auf Positivitéat (Nichtnegativitéit) im RY zu testen.

Die Daten des Polynoms f, sind durch seine Koeffizienten gegeben. Wir soll-
ten uns zundchst davon iiberzeugen, dafl die Berechnung der Koeffizienten des
Polynoms

fp= BX{"- Xy
lv|<d
aus den Koeffizienten von f jeweils von polynomialer Komplexitét ist. Schreibt
man

FX1 o X)) =), XP,

|ul<d
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so erhélt man die Koeffizienten (3, des Polynoms fp als

61/ = Z Q.

,u1+.4.+,um1 =V,
;Lg,1+1+““+ug:ug

Addition ist aber polynomial realisierbar. Da die Anzahl der in einer Summation
vorkommenden Koeffizienten «, beschrankt ist durch die Anzahl der insgesamt
in f vorkommenden Koeffizienten, und da diese Anzahl kleiner ist, als die Daten-
grofe des Polynoms f, ist also jeder Koeffizient (3, in polynomialer Komplexitét
aus den Daten (Koeffizienten) von f berechenbar. Die Anzahl der Koeffizienten
B, ist eine vom Polynom f unabhéngige Konstante, so dafl also das Polynom fp
insgesamt in polynomialer Komplexitéit in den Daten des Polynoms f berechnet
werden kann. Insbesondere ist die Datengrofie des Polynoms fp polynomial in
der Datengrofie des Polynoms f.

Bei fp handelt es sich um ein Polynom vom Grad < d in g Unbestimmten.
Es gibt nach Satz eine quantorenfreie Formel, welche fiir ein beliebiges
Polynom A vom Grad < d in g Unbestimmten anhand der Koeffizienten von
h entscheidet, ob h positiv (oder nichtnegativ) ist. Eine quantorenfreie Formel
ist eine endliche boolesche Kombination von polynomialen Ungleichungen und
Gleichungen (in den Koeffizienten von h). Jede dieser polynomialen Terme 148t
sich in polynomialer Komplexitdt in den Daten von g berechenen. Also ist auch
der Aufwand, die Positivitit (Nichtnegativitéit) von fp zu testen polynomial in
dessen Daten und folglich auch in der Datengréfie von f.

Jetzt mufl man sich nur noch {iberlegen, dafl die Anzahl der moglichen Par-
titionen P;(n) polynomial von der Datenmengen von f abhéngt. Wir haben uns
bereits in Lemma iberlegt, dafl P,(n) < (n + g)? ist. Es ist also P,(n)
beschrinkt durch ein Polynom in n. Die Datengrofle von f iibersteigt die An-
zahl n der vorkommenden Unbestimmten. Die bisher fiir feste Partition P von
n iiberlegten Rechenschritte miissen Py(n) mal auf f angewendet werden. Der

Aufwand ist also insgesamt polynomial in den Daten von f. ]

69






Literaturverzeichnis

[BPR]

[Naj

[Pr2]

H.Amann und J.Escher, Analysis II, Birkhduser 1999 , 1.Auflage
M.Artin, Algebra, Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall (1991)

A.Barvinok, A Course in Convexity, Graduate Studies in Mathematics.
54. Providence, RI: American Mathematical Society (AMS) (2002)

D.J.Benson , Polynomial Invariants of Finite Groups, London Mathema-
tical Society Lecture Note Series. 190. Cambridge: Cambridge University
Press (1993)

S.Basu, R.Pollack, M.-F.Roy, Algorithms in Real Algebraic Geometry,
Algorithms and Computation in Mathematics. 10. Berlin: Springer (2003)

M.Nathanson, Additive Number Theory, The Classical Basis, Graduate
Texts in Mathematics. 164. New York, NY: Springer (1996)

A .Prestel, Finfiihrung in die Mathematische Logik wund Modell-
theorie, Vieweg Studium, 60. Aufbaukurs Mathematik. Braun-
schweig/Wiesbaden: Friedr. Vieweg & Sohn (1986)

A Prestel,C.Delzell, Positive Polynomials. From Hilbert’s 17th problem to
real algebra Springer Monographs in Mathematics. Berlin: Springer(2001)

B.Reznick, Sums of Even Powers of Real Linear Forms,Mem. Am. Math.
Soc. 463, (1992)

V. Timofte, On the positivity of symmetric polynomial functions. I: Ge-
neral results J. Math. Anal. Appl. 284, No.1, 174-190 (2003)

71






Erklirung

1. Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit mit dem Thema:
Positivitat symmetrischer Polynome

selbststéndig verfasst und keine anderen Hilfsmittel als die angegebenen
benutzt habe. Die Stellen, die anderen Werken dem Wortlaut oder dem
Sinne nach entnommen sind, habe ich in jedem einzelnen Falle durch An-
gaben der Quelle, auch der benutzten Sekundérliteratur, als Entlehnung

kenntlich gemacht.

Die Arbeit wurde bisher keiner anderen Priifungsbehorde vorgelegt und

auch noch nicht veroffentlicht.

2. Diese Arbeit wird nach Abschluss des Priifungsverfahrens der Universitéts-
bibliothek Konstanz iibergeben und ist durch Einsicht und Ausleihe somit
der Offentlichkeit zuginglich. Als Urheber der anliegenden Arbeit stimme

ich diesem Verfahren zu/nieht-z]

Konstanz, den
(Unterschrift)

*Nichtzutreffendes bitte streichen.



	Einleitung
	Grundlagen
	Theorie der reell abgeschlossenen Körper
	Teilsymmetrische Polynome
	Erzeuger der symmetrischen Polynome


	Positivität teilsymmetrischer Polynome
	Spezielle Testmengen für symmetrische Polynome
	Der Satz von Timofte
	Übertragung des Resultats auf alle reell  abgeschlossenen Körper

	Testmengen für teilsymmetrische Polynome
	Semialgebraische Topologie
	Semialgebraische Homologie und Bettizahlen
	Testmengensatz für teilsymmetrische Polynome

	Dualer Standpunkt
	Darstellungen von Summen 2k-ter   Linearformpotenzen
	Elementarer Beweis der Timofte-Darstellung   für Spezialfälle


	Anwendung
	Effizienzgewinn für Positivitätstests bei festem Grad


