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2.1.2 Übertragung des Resultats auf alle reell

abgeschlossenen Körper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2 Testmengen für teilsymmetrische Polynome . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.1 Semialgebraische Topologie . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.2 Semialgebraische Homologie und Bettizahlen . . . . . . . . 36

2.2.3 Testmengensatz für teilsymmetrische Polynome . . . . . . 41

2.3 Dualer Standpunkt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.1 Darstellungen von Summen 2k-ter

Linearformpotenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.2 Elementarer Beweis der Timofte-Darstellung

für Spezialfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3 Anwendung 65

3.1 Effizienzgewinn für Positivitätstests bei festem Grad . . . . . . . . 65

3



Einleitung

Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit war eine Veröffentlichung von Dr. Vlad Timofte

in [Ti], in welcher er unter anderem zu folgendem bemerkenswerten Resultat

kommt: Die Positivität (oder auch Nichtnegativität) eines gegebenen unter Va-

riablenpermutation invarianten Polynoms f in n Unbestimmten und vom Grad

d ≥ 4, kann auf einer Teilmenge des Rn getestet werden, die ich hier plakativ

als die “Diagonalflächen der Dimension bd
2
c” bezeichnen will. Besonders bemer-

kenswert ist dabei, daß die “Dimension” der Testmenge nur vom Grad, und

überhaupt nicht von der Anzahl der Unbestimmten des Polynoms abhängt. Den

Beweis für dieses Resultat von Timofte habe ich im ersten Teil des 2.Kapitels

ausgearbeitet.

Die Motivation für den zweiten Teil des 2.Kapitels war die Fragestellung,

ob sich nicht eine ähnliche Testmenge für eine etwas allgemeinere Klasse von

invarianten Polynomen finden läßt (etwa alternierende Polynome). Ich konnte

dies zwar bejahen, allerdings haben die von mir gefundenen Diagonalflächen-

Testmengen den Schönheitsmakel, daß ihre “Dimension” noch (logarithmisch)

von der Anzahl der Unbestimmten des zu testenden Polynoms abhängt.

Der Beweis des Resultats von Timofte beruht wesentlich auf der Tatsache,

daß die Algebra der symmetrischen Polynome (so nennen wir die unter Variablen-

permutation invarianten Polynome) von bestimmten algebraisch unabhängigen

symmetrischen Polynomen erzeugt wird. Dies ist im allgemeinen Fall invarianter

Polynome nicht mehr der Fall. Es ist also nur natürlich, daß der von mir einge-

schlagene Weg im allgemeineren Fall sich sehr von Timoftes Beweis unterschei-

det. Dabei kann man die Grundidee beider Beweise noch gemeinsam formulieren:

Man betrachtet zu jedem Wert, den ein Polynom f annimmt, die Zusammen-

hangskomponenten der zugehörigen Faser um zu zeigen, daß der Schnitt minde-

stens einer dieser Zusammenhangskomponenten mit der betrachteten Testmenge

nichtleer ist. Timofte konstruiert dazu mittels Differentialgleichungen eine Kur-

ve, ausgehend von einem beliebigen Punkt außerhalb der Testmenge, die in den

Fasern aller in der Darstellung von f benötigten algebraisch unabängigen sym-

metrischen Erzeugern verläuft, und die den gegebenen Punkt mit der Testmenge
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Einleitung

verbindet. Insbesondere verläuft die Kurve dann auch in einer Faser von f .

In meinem Beweis für den allgemeineren symmetrischen Fall, würde eine ähn-

liche Konstruktion einer Kurve in den Erzeugerfasern nichts bringen. Zwar folgt

aus dem Invariantensatz von Hilbert-Noether, daß der Ring der invarianten Po-

lynome von endlich vielen invarianten Polynomen erzeugt wird, man kann auf

Grund der fehlenden algebraischen Unabhängigkeit der Erzeuger jedoch nicht

mehr aus dem Wissen über den Grad von f auf die in der Darstellung von f

verwendeten Erzeuger schließen. Ich ziehe mich deshalb in meinem Beweis auf

eine rein kombinatorische Überlegung zurück. Ein Resultat aus der reellen al-

gebraischen Geometrie liefert eine obere Schranke für die mögliche Anzahl der

Zusammenhangskomponenten einer algebraischen Menge. Aufgrund der verall-

gemeinerten Symmetrie (ich spreche dann von der Teilsymmetrie) des Polynoms

f , liegt mit jedem Punkt aus dem Rn gleich die ganze zugehörige Bahn (unter

Wirkung der entsprechenden Gruppe) innerhalb einer Faser von f . Die Mächtig-

keit der Bahn hängt von der Anzahl der verschiedenen Komponenten des Punk-

tes ab. Bei ‘zu vielen’ verschiedenen Komponenten übersteigt diese Mächtigkeit

die Anzahl der Zusammenhangskomponenten der Faser, und nach dem Schub-

fachprinzip liegen dann zwei Punkte der Bahn in ein und derselben Zusammen-

hangskomponente der Faser. Gewisse Wegzusammenhangsbetrachtungen zeigen

dann, daß in der Faser dann irgendwo ein Punkt liegen muss, der weniger als die

ursprünglich Anzahl an verschiedenen Komponenten hat. Durch trickreiches ite-

rieren dieser Betrachtung, erhält man dann eine “diagonale” Testmenge, deren

Dimension logarithmisch in n ist.

Der dritte Teil des zweiten Kapitels beruht auf Überlegungen von Dr. Markus

Schweighofer. Er zeigte mir einen Weg, einen schönen Zusammenhang zwischen

der Existenz “diagonaler” Nichtnegativitätstestmengen für homogene symmetri-

sche Polynome und einer bestimmten Darstellbarkeit gewisser homogener sym-

metrischer Polynome herzustellen. Seine Hoffnung war dabei, daß ich mittels ele-

mentarer kombinatorischer Überlegungen diese Darstellbarkeit beweisen könnte

und dadurch gleichzeitig die Existenz “diagonaler” Testmengen für homogene

symmetrische Polynome gewinnen könnte. Ein elementarer Beweis der Darstell-

barkeit gelang mir leider nicht für alle betrachteten homogenen Polynome. Es
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zeigte sich sogar, daß sich einfache Beispiel finden lassen, für die ein rein kom-

binatorischer Beweis nicht funktionieren kann. Gerade für diese Fälle aber fand

sich eine gänzlich andere Möglichkeit die gewünschte Darstellung zu zeigen.

Zu guter Letzt habe ich mir im 3.Kapitel dann noch Gedanken zu einer

algorithmischen Anwendung der von Timofte gefundenen Diagonaltestmengen

gemacht (auf die auch Dr. Vlad Timofte bereits hingewiesen hat). Es geht dabei

um die Existenz eines effizienten Algorithmus, der bei fixierter Gradschranke

ein beliebiges (insbesondere mit beliebiger Anzahl an Unbestimmten) gegebenes

symmetrisches Polynom auf Nichtnegativität (oder auch Positivität) testet. Der

Schlüssel zu diesem Algorithmus ist die Tatsache, daß die “Dimension” bd
2
c der

gefundenen Testmengen nicht von der Anzahl der Unbestimmten abhängt. Dies

führt das Nichtnegativitättesten eines Polynoms in n Unbestimmten auf das Te-

sten mehrerer Polynome in bd
2
c Unbestimmten zurück. Das Effiziente daran ist,

daß es für eine feste Gradschranke d und feste Anzahl an Unbestimmten (hier
d
2
) für Polynome g, es gewisse polynomiale Ungleichungssysteme gibt, von de-

nen mindestens eines nach Einsetzen der Koeffizienten von g genau dann erfüllt

ist, wenn g überall nichtnegativ (positiv) ist (Stichwort: Quantorenelimination).

Dies auf alle durch Unbestimmtengleichsetzung erhaltenen Polynome anzuwen-

den, ist wesentlich effizienter, als für variable Anzahl n der Unbestimmten, be-

sagte Ungleichungssysteme erst zu generieren und dann auf die das ursprüngliche

Polynom anzuwenden.

Ich möchte mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Alexander Prestel dafür bedan-

ken, daß er mir ermöglichte an seinem Lehrstuhl die Diplomarbeit zu schreiben.

Ebenso möchte ich mich bei seinem Mitarbeiter Dr. Markus Schweighofer be-

danken, nicht nur für den schon erwähnten inhaltlichen Beitrag, sondern auch

für einige für ihn sicherlich mühsame aber für mich sehr hilfreiche Stunden des

Korrekturlesens und gemeinsamen Überarbeitens.
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1. Grundlagen

1.1 Theorie der reell abgeschlossenen Körper

In dieser Arbeit werden an zwei Stellen modelltheoretische Ergebnisse der Theo-

rie reell abgeschlossener Körper benutzt. Es ist dies einerseits die Tatsache, daß

die Theorie der reell abgeschlossenen Körper die sogenannte Quantorenelimina-

tion zuläßt und andererseits, als Folgerung, die Vollständigkeit dieser Theorie.

Leser, denen diese Ergebnisse bekannt sind, können diesen Teil überspringen.

Ich werde an dieser Stelle grundlegende Definitionen, wie zum Beispiel die einer

formalen Sprache, einer Theorie oder auch eines Modells für eine Theorie, als

bekannt voraussetzen. Auch werde ich die hier aufgeschriebenen Resultate nur

zitieren. All dies läßt sich in [Pr] sehr gut nachlesen.

Folgendes allgemeines Vollständigkeitsresultat geht auf Gödel zurück.

Satz 1.1.1 (Gödels Vollständigkeitssatz). Sei Σ ein Axiomensystem einer

formalen Sprache L der Logik erster Stufe. Sei ϕ eine Aussage in der formalen

Sprache L, dann ist ϕ aus Σ deduzierbar genau dann, wenn ϕ in jedem Modell

von Σ gilt.

siehe [Pr, Seite 60]

Definition 1.1.2. Sei mit Aus(L) die Menge aller Aussagen in der formalen

Sprache L bezeichnet. Eine Theorie Σ ⊂ Aus(L) heißt vollständig, wenn für

jedes ϕ ∈ Aus(L) gilt ϕ ∈ Σ oder ¬ϕ ∈ Σ.

Definition 1.1.3. Einer Formel δ in einer formalen Sprachen L heißt quantoren-

frei, wenn in δ die Zeichen ∀,∃ nicht auftauchen, also wenn alle vorkommenden
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1. Grundlagen

Variablen frei sind.

Definition 1.1.4 (Quantorenelimination). Eine Theorie Σ ⊂ Aus(L) erlaubt

Quantorenelimination, falls jede Formel ϕ in dieser Theorie äquivalent zu einer

quantorenfreien Formel δ ist, deren Variablen in ϕ frei vorkommen.

Definition 1.1.5. Einen angeordneten Körper (R,≤), dessen echte algebraische

Erweiterungen allesamt keine Anordnung besitzen, nennt man reell abgeschlossen

Wir betrachten hier die formale Sprache der angeordneten Ringe, und über

dieser die Theorie RCF, welche der deduktive Abschluß des Axiomensystems der

angeordneten Körper zusammen mit den unendlich vielen Axiomen für d ∈ N:

RC0 :∀x∃y(x < 0 ∨ x = y2)

RCd :∀a0...∀a2d∃x(x2d+1 + a2dx
2d + ...+ a0 = 0)

ist. Artin und Schreier bewiesen im Jahr 1926, daß die reell abgeschlossenen

Körper genau die Modelle dieser Theorie sind.

Satz 1.1.6 (RCF erlaubt QE). Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder For-

mel φ(X1, ..., Xn) eine in RCF äquivalente quantorenfreie Formel δ(X1, ..., Xn)

generiert.

Beweis. Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. Zunächst kann man mit

modelltheoretischen Methoden zu jeder Formel φ(X1, ..., Xn), die Existenz einer

quantorenfreien Formel δ(X1, ..., Xn) zeigen, welche in jedem reell abgeschlosse-

nen Körper äquivalent zu φ ist [Pr2, Theorem 2.1.6 und Seite 41 ff]. Mit Gödels

Vollständigkeitssatz ist also die Aussage

(?) ∀X1, ...,∀Xn

(
φ(X1, ..., Xn) ↔ δ(X1, ..., Xn)

)
aus der Theorie RCF.

Im zweiten Schritt überlegt man sich, daß man δ auch effektiv generieren

kann. Man schreibt einfach nacheinander für jedes l ∈ N alle möglichen (endlich

vielen) Beweise der Länge l, welche die obigen Axiome von RCF benutzt, auf.

Irgendwann muß in irgendeiner dieser Beweisketten am Ende die Aussage (?)

stehen für ein quantorenfreie Formel δ. Dieses δ ist die gesuchte quantorenfreie

Formel.
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1.2. Teilsymmetrische Polynome

Daraus kann die Vollständigkeit der Theorie RCF gefolgert werden, da quan-

torenfreie Aussagen in dieser Sprache boolesche Kombinationen von Relationen

(<) und Gleichungen von Termen in Z sind, und diese in jedem reell abgeschlos-

senen Körper simultan wahr oder simultan falsch sind, und also mit Gödels

Vollständigkeitssatz 1.1.1 die Aussage oder die negierte Aussage aus den Axio-

men der Theorie RCF deduzierbar ist.

Satz 1.1.7. RCF ist eine vollständige Theorie.

1.2 Teilsymmetrische Polynome

Es bezeichne K[X1, ..., Xn] den Polynomring in n Unbestimmten über einem

Körper K, sei Sn die symmetrische Gruppe von {1, ..., n}.
Sei für k ≤ n ∈ N

e : {1, ..., k} ↪→ {1, , ..., n}

eine injektive Abbildung. Dann definiert e eine Einbettung

ê : Sk ↪→ Sn mit ê(σ)(i) =

{
e ◦ σ ◦ e−1(i) falls i ∈ e({1, ..., k})

i sonst

Diese Einbettungen wollen wir in Zukunft kanonische Einbettungen von Sk in

Sn nennen.

Definition 1.2.1. Sei für jedes n ∈ N eine Untergruppe Hn von Sn mit den

Eigenschaften

(1) Es gibt ein minimales l ∈ N, so daß #Sn/Hn ≤ l ist für jedes n ∈ N.

(2) für jede kanonische Einbettung ê : Sk ↪→ Sn gilt ê(Hk) ⊂ Hn.

Die Familie H := (Hn)n∈N nennen wir dann eine teilsymmetrische Familie vom

Index l.

Definition 1.2.2. Sei H := (Hn)n∈N eine teilsymmetrische Familie. Ein Poly-

nom f ∈ K[X1, ..., Xn] nennen wir dann H-teilsymmetrisch, falls für alle σ ∈ Hn

f(Xσ(1), ..., Xσ(n)) = f

9



1. Grundlagen

gilt. Wir bezeichnen mit Σ
(n)
H (K) die K-Unteralgebra von K[X1, ..., Xn] der H-

teilsymmetrischen Polynome.

Beispiel 1.2.3. Die Familie A = (An)n∈N der alternierenden Gruppen ist eine

teilsymmetrische Familie. Die ‘alternierenden’ Polynome sind die A-teilsymme-

trischen Polynome. Die Familie S = (Sn)n∈N ist eine teilsymmetrische Familie.

Die ‘symmetrischen Polynome’ sind die S-teilsymmetrischen Polynome

Definition 1.2.4. Wir bezeichnen mit Σ[n](K) die K-Unteralgebra der symme-

trischen Polynome von K[X1, ..., Xn].

1.2.1 Erzeuger der symmetrischen Polynome

Nach dem Satz von Hilbert-Noether [Be, Theorem 1.3.1] ist für jede endliche

Gruppe G, welche auf einer endlich erzeugten K-Algebra operiert, die Unteral-

gebra der G-Invarianten ebenfalls endlich erzeugt. Eine Besonderheit der Algebra

der symmetrischen Polynome ist allerdings, daß sie von algebraisch unabhängi-

gen Elementen über dem Grundkörper K erzeugt wird. Eine solche Algebrabasis

sind die sogenannten elementarsymetrischen Funktionen

si =
∑

1≤j1<...<ji≤n

Xj1 · · ·Xji für 1 ≤ i ≤ n.

Diese Tatsache ist besser bekannt als der...

Satz 1.2.5 (Fundamentalsatz der symmetrischen Funktionen). Für je-

des symmetrische Polynom f(X1, ..., Xn) ∈ Σ(n)(K) gibt es ein eindeutiges g ∈
K[T1, ..., Tn] (wobei T1, ..., Tn Unbestimmte sind), so daß f = g(s1, ..., sn).

Siehe etwa [Ar, Seite 548]. Die Eindeutigkeit des darstellenden Polynoms g

besagt die algebraische Unabhängigkeit der elementarsymmetrischen Funktio-

nen. Ausgehend davon werden wir ein für unsere Zwecke geeigneteres algebra-

isch unabhängiges Algebraerzeugendensystem für Σ[n](K) über K finden (für

char(K) = 0).
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1.2. Teilsymmetrische Polynome

Die Potenzsymmetrischen Funktionen

Definition 1.2.6. Fur j ∈ N nennen wir

P
[n]
j := Xj

1 + ...+Xj
n ∈ K[X1, ..., Xn]

die potenzsymmetrische Funktion vom Grad j in n Unbestimmten.

Falls die Anzahl der Unbestimmten aus dem Zusammenhang klar ist, schrei-

ben wir Pj statt P
[n]
j .

Satz 1.2.7. Sei charK > n oder charK = 0. Dann ist

Σ[n](K) = K[P1, ..., Pn],

und P1, ..., Pn sind K-algebraisch unabhängig.

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß sich die elementarsymmetrischen Funktio-

nen si als Polynome in den Pj darstellen lassen, für 1 ≤ j ≤ n. Die alge-

braische Unabhängigkeit folgt dann einfach aus dem Transzendenzgrad n von

Quot(Σ[n](K)) = K(s1, ..., sn) über K. Dazu beweisen wir (mit s0 := 1) zunächst

die sogenannten Newtonrelationen:

für n ∈ N und für 1 ≤ k ≤ n ist in K[X1, ..., Xn]

k−1∑
j=0

(−1)jsjPk−j + (−1)kksk = 0.

Wir zeigen dies durch Induktion über n, die Anzahl der Unbestimmten:

Im Fall n = 1 ist s0P1 + (−1)s1 = 0 offensichtlich. Gelten also die Newtonre-

lationen für n− 1 Unbestimmte und betrachten wir diese nun in K[X1, ..., Xn],

dann sind zwei Fälle zu unterscheiden:

Falls k < n, so betrachten wir das Polynom

F :=
k−1∑
j=0

(−1)jsjPk−j + (−1)kksk ∈ K[X1, ...Xn]

11



1. Grundlagen

Es ist leicht nachzurechnen, daß degF ≤ k < n ist. Für i < k setzen wir

(X1, ..., Xn−1, 0) zunächst in die si, Pi ein:

si(X1, ..., Xn−1, 0) =
∑

1≤j1<...<ji≤n−1

Xj1 · · ·Xji = s
[n−1]
i ∈ Σ[n−1](K)

Pi(X1, ..., Xn−1, 0) = X i
1 + ...+X i

n−1 = P
[n−1]
i ∈ Σ[n−1](K).

Also erhalten wir bei Auswertung in F mit der Induktionsvoraussetzung:

F (X1, ..., Xn−1, 0) =
k−1∑
j=0

(−1)js
[n−1]
j P

[n−1]
k−j + (−1)kks

[n−1]
k = 0,

woraus wir schließen können, daß F in K[X1, ..., Xn] von Xn geteilt wird. Da

F offensichtlich symmetrisch ist, wird F sogar von allen Xj geteilt. Nun sind

aber die verschiedenen Xj im faktoriellen Ring K[X1, ..., Xn] irreduzibel und

paarweise nichtassoziiert, was dazu führt, daß F auch vom Produkt X1 · · ·Xn

geteilt wird. Damit ist entweder F = 0 oder degF ≥ n. Wir hatten letzteres

aber schon am Anfang dieses Falles ausschliessen können.

Falls k = n, betrachten wir folgendes normiertes Polynom h in einer Unbe-

stimmten T über Σ[n](K):

h(T ) := (T −X1) · · · (T −Xn) =
n−1∑
j=0

(−1)jsjT
n−j + (−1)nsn

Die Xi sind die Nullstellen dieses Polynoms, also gilt

h(Xi) = 0 =
n−1∑
j=0

(−1)jsjX
n−j
i + (−1)nsn

für i = 1, ..., n. Durch Aufsummieren dieser n Gleichungen, erhalten wir die

Newtonrelation im Fall k = n:

0 =
n−1∑
j=0

(−1)jsjPn−j + (−1)nnsn.
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1.2. Teilsymmetrische Polynome

Da ja charK = 0 oder charK > n ist, können wir die Newtonrelationen für

jedes 1 ≤ k ≤ n nach sk auflösen,

sk =
1

k

k−1∑
j=0

(−1)j+k−1sjPk−j,

und erhalten iterativ eine Darstellung der sk als Polynom in den Pj. Dies ist

möglich, da im Term für sk nur sj mit j ≤ k−1 auftauchen, und s1 = P1 ist.

Im Folgenden verwenden wir die abkürzende Schreibweise X = (X1, ..., Xn)

und T = (T1, ..., Tn).

Korollar 1.2.8. Sei f ∈ Σ[n](K) mit deg f ≤ d. Sei d̄ := min{n, d}, dann gibt

es Polynome g1, gb d
2
c+1, ..., gd̄ , so daß

f = g1(P1, ..., Pb d
2
c) +

d̄∑
i=b d

2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)Pi (1.1)

geschrieben werden kann.

Beweis. Mit dem letzten Satz wissen wir, daß f = g(P1, ..., Pn) ist, für ein Poly-

nom

g =
∑
µ∈Nn

0

αµT
µ1

1 · · ·T µn
n ∈ K[T1, ..., Tn].

Es sei M(g) :=
{
αµT

µ1

1 · · ·T µn
n | αµ 6= 0

}
die Menge aller in g vorkommenden

Monome. Wir zeigen

m := max
{

degT1
M + 2 degT2

M + ...+ n degTn
M |M ∈M(g)

} !
= deg f.

(1.2)

Seien also M1, ...,Mr ∈M(g) diejenigen Monome, für die der Ausdruck

degT1
Mi + 2 degT2

Mi + ...+ n degTn
Mi

das Maximum m annimmt. Wir schreiben g = M1 + ... + Mr + h, wobei h die

Summe über die restlichen in g vorkommenden Monome ist.
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1. Grundlagen

Es ist degX h(P1, ..., Pn) < m, da dies ja nach Wahl von h bereits für jedes

in h vorkommende Monom gilt. Da die Pj algebraisch unabhängig sind, gilt

(M1+ ...+Mr)(P1, ..., Pn) 6= 0. Die Mi waren so gewählt, daß jedes Mi(P1, ..., Pn)

homogen vom Grad m ist, also ist auch

degX(M1(P1, ..., Pn) + ...+Mr(P1, ..., Pn)) = m,

und somit m = degX g(P1, ..., Pn) = degX f ≤ d.

Wir wissen nun, daß in jedem Monom M von g die Unbestimmte Ti höchstens

in erster Potenz vorkommen kann, falls i > bd
2
c. Außer Ti können in einem

solchen Monom nur Unbestimmte Tl vorkommen, für die l+ i ≤ d, also l ≤ d− i.
Sortieren wir nun die Monome von g nach dem höchsten vorkommenden Index

i der Unbestimmten Ti, so erhalten wir die Darstellung (1.1).

14



2. Positivität teilsymmetrischer

Polynome

2.1 Spezielle Testmengen für symmetrische

Polynome

2.1.1 Der Satz von Timofte

Satz 2.1.1 (Timofte). Sei R ein reell angeschlossener Körper, sei f ∈ Σ[n](R)

mit deg f = d. Sei A :=
{
x ∈ Rn | #{x1, ..., xn} ≤ max{d

2
, 2}
}
. Dann gilt

f(x)
(≥)
> 0 für alle x ∈ Rn ⇔ f(x)

(≥)
> 0 für alle x ∈ A (2.1)

Den Beweis des Satzes werden wir nur für R = R führen, werden jedoch im

Anschluß sehen, wie man mit Hilfe modelltheoretischer Methoden die Aussage

auf jeden reell abgeschlossenen Körper übertragen kann.

Im Beweis werden Sphären (Fasern der potenzsymmetrischen Funktion vom

Grad 2) aus dem Rn betrachtet, und die Aussage ‘f nimmt das Minimum auf

einer Sphäre auch in einem Punkt an, der weniger als max{d
2
, 2} verschiedene

Komponenteneinträge hat ’ gezeigt. Um das zu zeigen, konstruiert man mit Hilfe

passend gewählter Differentialgleichungen zu jedem Punkt ξ einer Sphäre, für

den f(ξ) minimal unter allen Punkten der Sphäre ist, eine parametrisierte Kur-

ve auf der Sphäre, auf welcher f konstant ist, und deren Endpunkt höchstens

max{bd
2
c, 2} verschiedene Komponenten hat. Damit ist dann gezeigt, daß das
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Minimum von f auf dieser Sphäre auch in A angenommen wird. Da sich der Rn

durch Sphären überdecken lässt, zeigt dies dann insbesondere den Satz.

Existenz komponentenreduzierender Kurven

Wir wollen hier ein grundlegendes technisches Lemma beweisen, mit welchem

wir dann die Existenz besagter Verbindungskurven zeigen können. Wir werden

für letzteres die Darstellbarkeit eines symmetrischen Polynoms f in den Potenz-

symmetrischen Funktionen verwenden (Korollar 1.2.8). Im folgenden Lemma

‘konstruieren’ wir zu einem gegebenen Punkt ξ ∈ Rm mit s verschiedenen Kom-

ponenteneinträgen eine Verbindungskurve zu einem Punkt ξ′ mit weniger als s

verschiedenen Komponenteneinträgen, welche zudem noch insbesondere die Ei-

genschaft hat, in den Fasern Pi = Pi(ξ) der potenzsymmetrischen Funktionen

für 1 ≤ i ≤ s− 1 zu verlaufen. Dies garantiert dann nicht nur, daß für s > 3 die

Kurve in einer Sphäre verläuft (Faser von P2), sondern zeigt bereits eine abge-

schwächte Version des Satzes von Timofte (mit d statt d
2
). Denn nach Korollar

1.2.8 benötigt man zur Darstellung des symmetrischen Polynoms f mit deg f = d

höchstens die Potenzsymmetrischen Funktionen P1, ..., Pd. Man kann also einen

Punkt ξ mit s ≥ d + 1 verschiedenen Komponenteneinträgen iterativ innerhalb

einer Faser von f mit einem Punkt mit weniger oder gleich d verschiedenen

Komponenteneinträgen verbinden. Also wird jeder mögliche Wert, den f irgend-

wo annimmt bereits in einem Punkt mit weniger oder gleich d verschiedenen

Komponenteneinträge angenommen, insbesondere läßt sich die Nichtnegativität

von f auf all diesen Punkten testen.

Definition 2.1.2. Sei D ⊂ Rn. Dann heißt

F : D −→ Rm

lokal Lipschitzstetig, falls es zu jedem y ∈ D eine Umgebung U von y und eine

positive Konstante L gibt, sodaß

‖F(x)−F(y)‖ ≤ L‖x− y‖,

für alle x ∈ U .

16



2.1. Spezielle Testmengen für symmetrische Polynome

Satz 2.1.3. (Picard-Lindelöf) Sei D ⊂ Rn offen. Sei F : D −→ Rn eine lokal

Lipschitzstetige Funktion. Dann gibt ein offenes Intervall I mit t0 ∈ I und eine

Lösung u : I → D des Anfangswertproblems

u′(t) = F(u(t))

u(t0) = u0,

welche auf kein offenes Intervall Ĩ ⊃ I fortgesetzt werden kann, und welche

zudem auf jedem Teilintervall J ⊂ I mit t0 ∈ J eindeutig ist.

Siehe dazu [AE, Seite 242 ff].

Proposition 2.1.4. Seien a < b ∈ R. Sei ψ : [a, b] −→ Rm eine stetige Funktion,

stetig differenizierbar auf (a, b). Sei weiter ψ′ stetig fortsetzbar auf [a, b), dann

existiert die rechtsseitige Ableitung von ψ an der Stelle a und stimmt mit der

Fortsetzung von ψ′ an der Stelle a überein.

Beweis. Wir betrachten für 1 ≤ j ≤ m jede Komponentenfunktion ψj gesondert.

Wähle eine positive Folge (hn), die gegen 0 konvergiert. Zu jedem n wählen wir

ein εn > 0, so daß

εn <
hn
n

und |ψj(a+ εn)− ψj(a)| <
hn
n

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes finden wir zu jedem n ein tn ∈ (a+ εn, a+hn), so

daß

ψj(a+ hn)− ψj(a)

hn
=

ψj(a+ hn)− ψj(a+ εn)

hn
+
ψj(a+ εn)− ψj(a)

hn

=
hn − εn
hn

ψ′j(tn) +
ψj(a+ εn)− ψj(a)

hn
.

Offensichtlich konvergiert tn gegen a und hn−εn

hn
gegen 1 und

ψj(a+εn)−ψj(a)

hn
kon-

vergiert gegen 0.

Lemma 2.1.5. Sei m ∈ N, ξ ∈ Rm mit #{ξ1, ..., ξm} =: s ≥ 3. Dann gibt es

a < b ∈ R, sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ϕ : [a, b] −→ Rm, die

folgende Eigenschaften erfüllt:

17



2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

(i) Es ist t0 := Ps(ξ) ∈ (a, b) und ϕ(t0) = ξ.

(ii) für i = 1, ..., s− 1 ist Pi ◦ ϕ konstant und Ps ◦ ϕ = id[a,b].

(iii) #{ϕ1(a), ..., ϕm(a)} < s und #{ϕ1(b), ..., ϕm(b)} < s.

(iv) Falls s = m, so ist (Pk ◦ ϕ)′ konstant für k = m, ..., 2m− 1.

(v) Die ϕ1, ..., ϕm sind streng monotone Funktionen.

Beweis. Da Koordinatenvertauschung eine lineare und damit C∞-Abbildung auf

dem Rm ist, und die Pk darunter invariant sind, genügt es das Lemma für solche

ξ zu zeigen, für die

ξ = (ζ1, ..., ζ1︸ ︷︷ ︸
m1-mal

, ..., ζs, ..., ζs︸ ︷︷ ︸
ms-mal

) mit ζ1 < ... < ζs

gilt. Setzen wir nun ζ := (ζ1, ..., ζs) ∈ Rs und definieren auf der offenen Menge

D :=
{
z ∈ Rs | z1 < ... < zs

}
im Rs die stetig differenzierbare Funktion

F : D −→ Rs

z 7→
(
F1(z), ...,Fs(z)

)
mit Fj(z) :=

1

mjs

∏
k 6=j

1

zj − zk
für 1 ≤ j ≤ s

und betrachten für t0 := Ps(ξ) das folgende Anfangswertproblem:

u(t0) = ζ ∈ D
u′(t) = F(u(t)) (2.2)

Wegen F ∈ C1(D), ist F ′ auf jeder kompakten Teilmenge K von D beschränkt,

und daher ist F lokal Lipschitzstetig auf D, denn es gibt um jedes x ∈ D eine be-

schränkte Umgebung Ux ⊂ D mit Ux ⊂ D und somit ein L = supξ∈Ux
‖F ′(ξ)‖ ∈

R, so daß

‖F(x)−F(y)‖ ≤ L‖x− y‖ für alle y ∈ Ux

18



2.1. Spezielle Testmengen für symmetrische Polynome

ist. Also gibt es mit Picard-Lindelöf 2.1.3 ein maximales Lösungsintervall I und

eine Lösung

ψ : I −→ D

des Anfangswertproblems, welche sogar auf jedem offenen Teilintervall von I

eindeutig ist. Aus dieser Lösung konstruieren wir nun eine Kurve im Rm:

ϕ : I −→ Rm

t 7→ (ψ1(t), ..., ψ1(t)︸ ︷︷ ︸
m1-mal

, ...., ψs(t), ..., ψs(t)︸ ︷︷ ︸
ms-mal

)

Die stetige Differenzierbarkeit von ψ überträgt sich natürlich auf ϕ. Da ψ der

Differentialgleichung des Anfangswertproblems (2.2) genügt, ist

ψ′l(t) =
1

nl

∏
k 6=l

1

ψl − ψk
6= 0 für 1 ≤ l ≤ s,

also sind die ϕj streng monotone Funktionen. Dies zeigt bereits den Punkt (v).

Um die anderen im Lemma behaupteten Eigenschaften zu zeigen, ist es nütz-

lich, sich noch eine weitere Differentialgleichung anzuschauen, die von ψ gelöst

wird: 
m1 m2 · · · ms

m1ψ1 m2ψ2 · · · msψs
...

...
. . .

...

m1ψ
s−2
1 m2ψ

s−2
2 · · · msψ

s−2
s

m1ψ
s−1
1 m2ψ

s−1
2 · · · msψ

s−1
s


︸ ︷︷ ︸

=:A


ψ′1
ψ′2
...

ψ′s−1

ψ′s

 =


0

0
...

0
1
s


︸ ︷︷ ︸

=:b

(2.3)

Um zu sehen, daß ψ tatsächlich diese Differentialgleichung (2.3) löst, ersetzen

wir einfach den Ausdruck ψ′(t) durch F(ψ(t)) aus (2.2), und zeigen, daß dies

punktweise, das heißt für jedes t ∈ I mit der Lösung x des linearen Gleichungs-

sytems

A(t) · x = b

übereinstimmt. Die i-te Komponente der Lösung erhält man mit der Cramer-
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

schen Regel :

xi(t) =
det
(
A(1)(t), ..., A(i−1)(t), b, A(i+1)(t), ..., A(s)(t)

)
detA(t)

= (−1)i

1
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1 1 · · · 1

ψ1(t) · · · ψi−1(t) ψi+1(t) · · · ψs(t)
... .

...
... .

...

ψ1(t)
s−2 · · · ψi−1(t)

s−2 ψi+1(t)
s−2 · · · ψs(t)

s−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
mi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1

ψ1(t) · · · ψs(t)
... .

...

ψ1(t)
s−1 · · · ψs(t)

s−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i

∏
l,k 6=i;l>k

(ψl − ψk)

mis
∏
l>k

(ψl − ψk)

=
1

mis
∏

k 6=i ψi − ψk
(2.2)
= ψ′i

Mit (2.3) folgt nun Punkt (ii) des Lemmas recht schnell:

(Pi ◦ ϕ)′ = i
(
m1ψ

i−1
1 + ...+msψ

i−1
s

) (2.3)
= 0 für 1 ≤ i ≤ s− 1

(Ps ◦ ϕ)′ = s
(
m1ψ

s−1
1 + ...+msψ

s−1
s

) (2.3)
= 1

Folglich ist (Pi ◦ ϕ)(t) konstant für 1 ≤ i ≤ s − 1 , und (Ps ◦ ϕ)(t) = t, da

(Ps ◦ ϕ)(t0) = Ps(ξ) = t0.

Wir müssen noch zeigen, daß das Lösungsintervall I beschränkt ist. Wir

können jedes t ∈ I nun wie folgt durch eine Konstante abschätzen (wegen s > 2

und (ii)):

|t| = |Ps(ϕ(t))| = |ϕ1(t)
s + ...+ ϕn(t)

s|
≤ |ϕ1(t)|s + ...+ |ϕn(t)|s =

(
ϕ1(t)

2
) s

2 + ...+
(
ϕs(t)

2
) s

2

≤ s
(
ϕ2

1(t) + ...+ ϕ2
s(t)
) s

2 = s
(
(P2 ◦ ϕ)(t)

) s
2 = sP2(ξ)

s
2
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2.1. Spezielle Testmengen für symmetrische Polynome

Also ist I = (a, b) für gewisse a < t0 < b.

Die ψj sind strikt monoton (mit Punkt(v)) und auf (a, b) beschränkt, da

ψ2
j ≤

s∑
i=1

niψ
2
i = P2 ◦ ϕ = P2(ξ) (s > 2).

Diese beiden Eigenschafte erlauben uns ψ stetig auf [a, b] fortzusetzen.

(iii): Es ist sicherlich

#{ϕ1(t), ..., ϕm(t)} = #{ψ1(t), ..., ψs(t)} ≤ s

für alle t ∈ [a, b].

Angenommen #{ψ1(a), ..., ψs(a)} = s, das heißt ψ(a) ∈ D. Dann gibt es

wegen der Differentialgleichung (2.2) eine stetige Fortsetzung von ψ′ auf [a, b).

Die rechtsseitige Ableitung von ψ an der Stelle a ist gleich der Fortsetzung von

ψ′ an der Stelle a mit Proposition (2.1.4). Betrachten wir nun das modifizierte

Anfangswertproblem (vgl. (2.2))

u(a) = ψ(a)

u′(t) = F(u(t)).

Wir finden wiederum mit Picard-Lindelöf 2.1.3 ein maximales Lösungsintervall J

und eine Lösung χ auf J . Da aber die rechtsseitige Ableitung von ψ und die ste-

tige Fortsetzung von ψ′ an der Stelle a übereinstimmen, können wir eine Lösung

des ursprünglichen Angfangswertproblems (2.2) auf J ∪ (a, b) konstruieren:

u(t) :=

{
χ(t), t ∈ J \ (a, b)

ψ(t), t ∈ (a, b)

Die vorherigen Überlegungen zeigen, daß u stetig ist, und somit auch an der Stelle

a sowohl die linksseitige als auch die rechtsseitige Ableitung der Differentialglei-

chung (2.2) genügen (und damit auch insbesondere übereinstimmen). Somit ist

also u eine Lösung des urspünglichen Anfangswertproblems (2.2). Es ist aber

J ∪ (a, b) ) (a, b), was der Maximalität von (a, b) als Lösungsintervall des ur-

sprünglichen Anfangswertproblems widerspricht. Ergo ist #{ψ1(a), ..., ψs(a)} <
s und ganz analog zeigt man #{ψ1(b), ..., ψs(b)} < s.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

(iv): Sei s = m, insbesondere ψ = ϕ. Für k mit m ≤ k ≤ 2m− 1 gilt dann

Pk ◦ ϕ =
m∑
j=1

ψkj , also
1

k
(Pk ◦ ϕ)′ =

m∑
j=1

ψk−1
j ψ′j

Zusammen mit der Differentialgleichung (2.3) im Fall s = m, erhalten wir∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 0

ψ1 ψ2 · · · ψm 0
...

...
. . .

...
...

ψm−2
1 ψm−2

2 · · · ψm−2
m 0

ψm−1
1 ψm−1

2 · · · ψm−1
m

1
m

ψk−1
1 ψk−1

2 · · · ψk−1
m

1
k
(Pk ◦ ϕ)′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

da (ψ′1, ..., ψ
′
m,−1) im Kern der Matrix aus obiger Determinante liegt. Durch

Entwicklung dieser Determinante nach der letzten Spalte, erhalten wir:

1

k
(Pk ◦ ϕ)′

∏
1≤i<j≤m

(ψj − ψi)−
1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1

ψ1 · · · ψm
...

...

ψm−2
1 · · · ψm−2

m

ψk−1
1 · · · ψk−1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=:D(ψ1,...,ψm)

= 0 (2.4)

Wir wollen zunächst zeigen, daß

D(ψ1, ..., ψm) = g(ψ1, ..., ψm)
∏

1≤i<j≤m

(ψj − ψi)

ist für ein g ∈ Σ[m](R) mit deg g = k−m. Indem wir in die Definition von D die

Unbestimmten T1, ..., Tm an Stelle der ψ1, ..., ψm einsetzen, sehen wir, daß

D(T̄1, ..., T̄m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 · · · 1 · · · 1

T̄1 · · · T̄l1 · · · T̄l2 · · · T̄m
...

...
...

...

T̄1
m−2 · · · T̄l1

m−2 · · · T̄l2
m−2 · · · T̄m

m−2

T̄1
k−1 · · · T̄l1

k−1 · · · T̄l2
k−1 · · · T̄m

k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0̄
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im Integritätsring R[T1, ...Tm]/(Tl2 − Tl1) gilt, und zwar für beliebige 1 ≤ l1 <

l2 ≤ m, da ja die l1-te Spalte mit der l2-ten Spalte übereinstimmen.

Damit wissen wir, daß D(T1, ..., Tm) von (Tl2 − Tl1) in R[T1, ..., Tm] geteilt

wird, und da die (Tl2 − Tl1) für verschiedene l1 < l2 jeweils irreduzibel und

paarweise nichtassoziiert im faktoriellen Ring R[T1, ..., Tm] sind, folgt auch∏
1≤i<j≤m

(Tj − Ti) teilt D(T1, ..., Tm),

also ist

D(T1, ..., Tm) = g
∏

1≤i<j≤m

(Tj − Ti)

für ein g ∈ R[T1, ..., Tm].

Die Symmetrie von g ist relativ einfach zu sehen: Sei τ = (l1, l2) ∈ Sm eine

beliebige Transposition. Wenn wir uns die Determinante in (2.4) betrachten, die

D definiert hat, stellt man fest, daß

D(Tτ(1), ..., Tτ(m)) = (−1)D(T1, ..., Tm)

gelten muss, da das Transponieren der Unbestimmten einer Spaltenvertauschung

in der Matrix der Determinante entspricht. Also erhalten wir

(−1)g(T1, ..., Tm)
∏

1≤i<j≤m

(Tj − Ti) = g(Tτ(1), ..., Tτ(m))
∏

1≤i<j≤m

(Tτ(j) − Tτ(i))

= g(Tτ(1), ..., Tτ(m))(−1)
∏

1≤i<j≤m

(Tj − Ti),

und daher g(T1, ..., Tm) = g(Tτ(1), ..., Tτ(m)), was die Symmetrie von g zeigt.

Mit der Leibnitz’schen Regel für Determinanten erhält man

degD(T1, ..., Tm) = (k − 1) + (m− 2) + ...+ 1,

deg
∏

1≤i<j≤m

(Tj − Ti) = (m− 1) + (m− 2) + ...+ 1

und somit deg g(T1, ...Tm) = k − m. Mit Korollar (1.2.8) finden wir also ein

Polynom g̃, so daß g = g̃(P1, ..., Pk−m) ist.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Mit diesem Wissen erhalten wir aus (2.4)

m

k

(
Pk ◦ ϕ

)′ ∏
1≤i<j≤m

(ψj − ψi) = g̃
(
P1(ϕ), ..., Pk−m(ϕ)

) ∏
1≤i<j≤m

(ψj − ψi),

und da ∏
1≤i<j≤m

(ψj(t)− ψi(t)) 6= 0

ist für alle t ∈ I, ist auch

(Pk ◦ ϕ)′ =
k

m
g̃(P1, ..., Pk−m) ◦ ϕ.

Nun ist k −m < m und mit Punkt (iii) dieses Lemmas ist Pi ◦ ϕ konstant für

jedes i < s = m. Damit ist dann auch (Pk ◦ ϕ)′ konstant.

Satz 2.1.6 (Zwischenergebnis). Sei f ∈ Σ[n](R) mit deg f = d. Sei a ∈ R
mit a = f(y) für ein y ∈ Rn. Dann gibt es ein x ∈ Rn mit #{x1, ..., xn} ≤ d und

a = f(x).

Beweis. Nach Korollar 1.2.8 kommen in der Darstellung von f in den potenz-

symmetrischen Funktionen höchstens diejenigen bis zum Grad d vor (P1, ..., Pd).

Falls nun #{y1, ..., yn} ≥ d+1 ist, dann gibt es nach dem letzten Lemma 2.1.5(ii)

(für m = n) eine stetige, kompakte Kurvenparametrisierung ϕ im Rn, für die

P1 ◦ ϕ, ..., Pd ◦ ϕ konstant ist. Insbesondere ist dann f ◦ ϕ = a konstant. Die

Kurve verbindet y mit eine Punkt y′, für den #{y′1, ..., y′n} < #{y1, ..., yn} ist.

So kommen wir iterativ auf einen Punkt x mit der behaupteten Eigenschaft.

Weitergehende Komponentenreduzierung bei sphärisch

minimalwertigen Startpunkten

Definition 2.1.7. Zu r ∈ R>0 , f ∈ R[X1, ..., Xn] ist

rSn−1 := {x ∈ Rn | P2(x) = r2}

die Sphäre vom Radius r um den Nullpunkt, wobei P2 die potenzsymmetrische

Funktion vom Grad 2 ist, und

Mr,f := {x ∈ rSn−1 | f(x) ≤ f(y) für alle y ∈ rSn−1}

ist die Minimalvarietät von f auf der Sphäre rSn−1.
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Das vorige Lemma 2.1.5 bringt uns unserem Ziel schon entscheidend näher,

es garantiert uns nämlich für einen beliebigen Punkt ξ mit ‖ξ‖ = r und

#{ξ1, ..., ξn} = s > max{d
2
, 2} die Existenz einer stetigen, kompakten Kurven-

parametrisierung ϕ auf der Sphäre rSn−1 (nach Lemma 2.1.5 (ii) ist P2 ◦ϕ kon-

stant), deren Endpunkt weniger als s verschiedene Komponenteneinträge hat.

Für s > d ist ein symmetrisches Polynom f vom Grad d, wie gesehen, konstant

auf der Kurve. Wir wollen nun zeigen, daß letzteres sogar im Fall s > max{d
2
, 2}

gilt, sofern ξ ∈Mr,f ist (für r = ‖ξ‖).
Da ja f ∈ Σ[n](R) ist, haben wir mit Korollar 1.2.8 eine Darstellung

f = g1(P1, ..., Pb d
2
c) +

d̄∑
i=b d

2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)Pi (2.5)

mit den potenzsymmetrischen Funktionen Pj. Wegen s > d
2

folgt wiederum mit

Lemma 2.1.5(ii) für die zugehörige Kurvenparametrisierung ϕ, daß

f ◦ ϕ(t) = g1(P1, ..., Pb d
2
c)(ϕ(t))︸ ︷︷ ︸

konstant

+
d̄∑

i=b d
2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)(ϕ(t))︸ ︷︷ ︸
konstant

Pi(ϕ(t)).

Wir wollen ja zeigen, daß dies eine konstante Funktion in t ist. Um das zu

erreichen, werden wir zeigen, daß die Koeffizienten

gi(P1, ..., Pd−i)(ϕ(t)) = gi(P1, ..., Pd−i)(ξ) = 0

sind, für alle i mit bd
2
c + 1 ≤ i ≤ d̄. Dies werden wir zunächst nur für solche

ξ ∈Mr,f zeigen, die n verschiedene Komponenteneinträge haben:

Lemma 2.1.8. Sei d ∈ N mit 3 < d < 2n, sei

f(X1, ..., Xn) = g1(P1, ..., Pb d
2
c) +

d̄∑
i=b d

2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)Pi

für gewisse Polynome gj in den potenzsymmetrischen Funktionen

Pl(X1, ..., Xn) vom Grad l und d̄ = min{n, d}. Sei r ∈ R>0 und η ∈ Mr,f mit

#{η1, ..., ηn} = n, dann ist

gi(P1, ..., Pd−i)(η) = 0

für alle i mit bd
2
c+ 1 ≤ i ≤ d̄.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Dazu betrachten wir die folgende affine Abbildung

A : Rd̄−b d
2
c −→ R

(zb d
2
c+1, ..., zd̄) 7→ g1(P1, ..., Pb d

2
c)(η) +

d̄∑
i=b d

2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)(η)zi.

Wir werden zeigen, daß A ein lokales Minimum an der Stelle

z := (Pb d
2
c+1(η), ..., Pd̄(η))

besitzt. Eine affine Abbildung, die ein lokales Minimum besitzt, ist aber konstant,

woraus sofort die Behauptung folgt.

Wir zeigen zunächst, daß die (stetig differenzierbare) Abbildung

P : Rn −→ Rn

x 7→
(
P1(x), ..., Pn(x)

)
im Punkt η lokal umkehrbar ist. Die Jacobi-Determinante an der Stelle η ist

det
(
∂iPj(η)

)
(1≤i,j≤n)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1

2η1 · · · 2ηn
...

...

nηn−1
1 · · · nηn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!

∏
i<j

(ηj − ηi) 6= 0,

wonach mit dem Satz über lokale Umkehrbarkeit eine Umgebung U von η und ei-

ne Umgebung V von (P1(η), ..., Pn(η)) existieren, welche durch P bijektiv (sogar

diffeomorph) ineinander überführt werden.

Sei ε > 0 so, daß die offene Kugel B(v, ε) mit Mittelpunkt

v :=
(
P1(η), ..., Pn(η)

)
noch vollständig in V liegt. Sei y ∈ Rd̄−b d

2
c mit ‖y‖ < ε, dann ist

w :=
(
v1, ..., vb d

2
c, vb d

2
c+1 + yb d

2
c+1 , ..., vd̄ + yd̄ , vd̄+1, ..., vn

)
∈ V,

also gibt es ein x ∈ U mit P(x) = w. Da nach Voraussetzung d
2
≥ 2 ist, gilt

P2(x) = P2(η), das heißt x ∈ rSn−1. Dann gilt aber wegen η ∈Mr,f

A
(
Pb d

2
c+1(η), ..., Pd̄(η)

)
= f(η) ≤ f(x) = A

(
Pb d

2
c+1(η) + yb d

2
c+1, ..., Pd̄(η) + yd̄

)
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Somit hat die betrachtete affine Funktion also tatsächlich ein lokales Minimum

an der Stelle (Pb d
2
c+1(η), ..., Pd̄(η)).

Wenn wir nun noch zeigen, daß jeder Punkt ξ ∈Mr,f mit mehr als d
2

Kompo-

nenteneinträge durch Punkte, die n verschiedene Komponeneteneinträge haben

in Mr,f approximiert werden kann, so haben wir die Aussage des vorigen Lemmas

auf ξ erweitert, und somit also nachgewiesen, daß die betrachtete Kurve, welche

ξ mit einem Punkt mit geringerer Anzahl an Komponenteneinträgen verbindet,

tatsächlich in Mr,f verläuft. Diese Approximation wollen wir im Folgenden zei-

gen. Dazu werden wir abermals das Lemma 2.1.5 verwenden, wobei an dieser

Stelle Punkt (i) und (v) des Lemmas eingehen wird.

Lemma 2.1.9. Sei d ∈ N mit 3 < d < 2n, sei f ∈ Σ(n)R mit deg f ≤ d.

Sei r ∈ R>0 und ξ ∈ Mr,f mit #{ξ1, ..., ξn} > d
2
. Dann gibt es eine gegen ξ

konvergente Folge (η(k))k∈N in Mr,f mit #{η(k)
1 , ..., η

(k)
n } = n für jedes k ∈ N.

Beweis. Sei also #{ξ1, ..., ξn} = m > d
2
.

Falls m = n ist, gibt es nichts zu zeigen. Andernfalls können wir ohne

Einschränkung der Allgemeinheit davon ausgehen, daß ξ = (ζ1, ..., ζm, ρ) mit

ζ1 < ... < ζm. Dabei ist ρ die mit entsprechenden Vielfachheiten vorkommende

Wiederholung der ersten m Einträge ζj. Dies ist wiederum auf Grund der Ste-

tigkeit der Koordinatenvertauschung im Rn und der Invarianz von f bezüglich

selbiger möglich.

Mit Lemma (2.1.5) erhalten wir zu ζ ∈ Rm ein kompaktes Intervall [a, b] und

eine stetige Kurve

ϕ : [a, b] −→ Rm

welche den Eigenschaften (i)-(v) des Lemmas genügen. Ausgehend davon kon-

struieren wir die stetige Kurve

ψ : [a, b] −→ Rn

t 7→ (ϕ(t), ρ).

Mit t0 := P
[m]
m (ζ) ∈ (a, b) ist ψ(t0) = ξ ( wegen Lemma 2.1.5 (i) ), und für

1 ≤ i ≤ m− 1 gilt

Pi ◦ ψ = P
[m]
i ◦ ϕ+ P

[n−m]
i (ρ) = P

[m]
i (ζ) + P

[n−m]
i (ρ) = Pi(ξ)
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

sowie

(Pm ◦ ψ)(t) = P [m]
m ◦ ϕ+ P [n−m]

m (ρ) = t+ P [n−m]
m (ρ)

für alle t ∈ [a, b] (wegen Punkt(ii) von Lemma 2.1.5). Insbesondere ist P2 ◦ ψ
konstant, was bedeutet, daß ψ([a, b]) auf der Sphäre rSn−1 liegt.

Mit Lemma 2.1.5 (iv) ist P
[m]
i ◦ϕ eine affine Funktion für m ≤ i ≤ 2m, somit

ist auch Pi ◦ ψ = P
[m]
i ◦ ϕ+ P

[n−m]
i (ρ) eine affine Funktion. Nach Punkt (ii) des

selben Lemmas, ist Pi ◦ ψ für 1 ≤ i < m sogar eine konstante Funktion, folglich

ist

(f ◦ ψ)(t) = β1 +
d̄∑

i=b d
2
c+1

αit+ βi,

für einige Konstanten αi, βi ∈ R. Darum ist (f ◦ψ)′ =
∑

i=b d
2
c+1 αi = c konstant.

Dabei ist die Konstante

c = (f ◦ ψ)′(t0) = 0,

da ψ(t0) = ξ eine Minimalstelle von f auf der Sphäre rSn−1 ist, und da die Kurve

ψ([a, b]) auf dieser Sphäre liegt, ist t0 ∈ (a, b) ein lokale Minimalstelle vom f ◦ψ,

also (f ◦ ψ)′(t0) = 0.

Für f gibt es die Darstellung (2.5) in den potenzsymmetrischen Funktionen,

dann wissen wir, daß f ◦ψ eine konstante Funktion ist. Das Bild von ψ verläuft

also auf der Sphäre rSn−1 und ist unter Auswertung in f konstant. Da ξ im Bild

von ψ liegt (ψ(t0) = ξ), ist also

ψ([a, b]) ⊂Mr,f .

Es ist ja ψ(t) = (ϕ1(t), ..., ϕm(t), ρ). Mit Punkt (v) vom Lemma (2.1.5) sind

alle ϕj strikt monotone Funktionen. Damit aber ist für jedes t ∈ (a, b) mit t 6= t0

und |t− t0| klein genug

#{ϕ1(t), ..., ϕm(t), ρ} = #{ψ1(t), ..., ψm(t)}+ #{ρ1, ..., ρn−m} ≥ m+ 1.

Der Punkt ξ̃ = #{ϕ1(t), ..., ϕm(t), ρ} ∈ Mr,f hat also mindestens einen Kom-

ponenteneintrag mehr als das ursprüngliche ξ. Dabei konnte t genügend aber

beliebig nahe an t0 (jedoch ungleich t0) gewählt werden. Da die Kurvenparame-

trisierung ψ stetig war, findet man einen solchen Punkt ξ̃ in jeder ε-Umgebung

von ξ.
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Ausgehend von ξ̃ müssen wir diesen Approximationsschritt höchstens (n− d
2
)-

mal wiederholen, um einen Punkt η ∈ Mr,f mit n verschiedenen Komponenten-

einträgen in einer vorgegebenen ε-Umgebung von ξ zu erhalten.

Satz 2.1.10. Sei f ∈ Σ[n](R) mit deg f ≤ d für 3 < d < 2n. Sei r ∈ R+ und

ξ ∈ Mr,f mit #{ξ1, ..., ξn} > d
2
. Dann gibt es ein kompaktes Intervall [a, b] ⊂ R,

sowie eine stetige Abbildung ϕ : [a, b] −→ Mr,f mit ϕ(t0) = ξ für ein t0 ∈ (a, b),

sowie #{ϕ1(a), ..., ϕn(a)} < #{ξ1, ..., ξn}

Beweis. Sei s := #{ξ1, ..., ξn}. Lemma (2.1.5) liefert dann die gewünschte Kurve.

Man setze t0 := Ps(ξ). Es ist nur noch zu zeigen, daß ϕ([a, b]) ⊂Mr,f .

Mit Korollar 1.2.8 haben wir wieder die Darstellung

f(X1, ..., Xn) = g1(P1, ..., Pb d
2
c) +

d̄∑
i=b d

2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)Pi

für gewisse Polynome gj und den potenzsymmetrischen Funktionen Pl. Mit

Punkt (ii) von Lemma 2.1.5 ist

f ◦ ϕ(t) = g1(P1, ..., Pb d
2
c)(ϕ(t))︸ ︷︷ ︸

konstant

+
d̄∑

i=b d
2
c+1

gi(P1, ..., Pd−i)(ϕ(t))︸ ︷︷ ︸
konstant

Pi(ϕ(t)).

Es ist also

gi(P1, ..., Pd−i)(ϕ(t)) = gi(P1, ..., Pd−i)(ξ)

für bd
2
c+1 ≤ i ≤ d̄. Mit dem Lemma 2.1.9 erhalten wir eine Folge η[k], die gegen

ξ konvergiert, und für die #{η(k)
1 , ..., η

(k)
n } = n für jedes k ist.

Mit Lemma 2.1.8 ist dann gi(P1, ..., Pd−i)(η
[k]) = 0 für jedes k, und aus

Gründen der Stetigkeit dann auch gi(P1, ..., Pd−i)(ξ) = 0. Es ist also f ◦ ϕ kon-

stant, also ist ϕ ([a, b]) ⊂Mr,f .

Nun folgt der zentrale Satz dieses Kapitels als Korollar.

Korollar 2.1.11 (Satz von Timofte). Sei f ∈ Σ[n](R). Dann ist f(x) ≥ 0

(bzw. f(x) > 0) für alle x ∈ Rn genau dann, wenn f(x) ≥ 0 (bzw. f(x) > 0) ist

für alle x ∈ Rn mit #{x1, ..., xn} ≤ max{deg f
2
, 2}.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Beweis. ′′ ⇒ “ : trivial

′′ ⇐ “ : Sei also f(x) ≥ 0 (bzw. f(x) > 0) für alle x ∈ Rn mit

#{x1, ..., xn} ≤ max{deg f

2
, 2}.

Angenommen es gibt ein x ∈ Rn mit f(x) < 0 (bzw. f(x) ≤ 0). Setze r := ‖x‖.
Sei ξ ∈ Mr,f , dann ist f(ξ) ≤ f(x) < 0 (bzw.≤ 0). Setze d := max{deg f, 4}. Es

ist dann #{ξ1, ..., ξn} > d
2
. Mit dem Satz 2.1.10 gibt es dann ein ξ̃ ∈Mr,f mit

#{ξ̃1, ..., ξ̃n} < #{ξ1, ..., ξn}.

Entweder es ist dann bereits #{ξ̃1, ..., ξ̃n} ≤ d
2

und wir haben eine Widerspruch,

oder man kann mit Satz 2.1.10 die Überlegung solange iterieren (höchstens n-

mal), bis man ein ξ̃ ∈ Mr,f hat, mit #{ξ̃1, ..., ξ̃n} ≤ d
2

und erhält dann den

Widerspruch.

Man bemerke noch einmal, daß hier eigentlich noch etwas mehr gezeigt wurde,

als im Korollar formuliert war. Nicht nur kann man die globale Nichtnegativität

(Positivität) eines symmetrischen Polynoms f auf den Punkten mit weniger oder

gleich max{d
2
, 2} verschiedenen Komponenteneinträgen testen, sondern es kann

eben auch die Nichtnegativität (Positivität) auf einer Sphäre auf eben all solchen

Punkten, die auf der Sphäre liegen, getestet werden.

2.1.2 Übertragung des Resultats auf alle reell

abgeschlossenen Körper

Im Beweis des Satzes gingen einige analytische Eigenschaften der reellen Zah-

len ein, wie zum Beispiel Zusammenhangs- und Kompaktheitseigenschaften be-

schränkter und abgeschlossener Intervalle beim Satz von Picard-Lindelöf und

der stetigen Fortsetzung der mit diesem Satz gewonnenen Kurven.

Im Allgemeinen gelten diese Eigenschaften nicht in reell abgeschlossenen

Körpern. Deshalb wird es nicht möglich sein den Beweis zu verallgemeinern.

Die Aussage selbst lässt sich jedoch in der formalen Sprache der angeordneten
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Ringe formulieren, allerdings nur als Konjunktion unendlich vieler Aussagen in

dieser Sprache. Dazu betrachten wir für jedes d, n ∈ N die Aussage:

‘Falls f ein symmetrisches Polynom über R in n Unbestimmten vom Grad

≤ d ist, und f(x1, ..., xn) ≥ 0 ist für alle x1, ..., xn ∈ R mit #{x1, ...., xn} ≤
max{d

2
, 2}, so ist f nichtnegativ ’.

Wir zeigen, daß für jedes d, n ∈ N diese Aussage in der formalen Sprache der

angeordneten Ringe formuliert werden kann: Ein Polynom f vom Grad ≤ d ist

ein Term der Form

f =
∑

µ∈Nn
0 ,|µ|≤d

αµX
µ1

1 · · ·Xµn
n ,

mit insgesamt N :=
(
n+d
d

)
Koeffizienten αµ ∈ R. Die Tatsache, daß dieses Poly-

nom symmetrisch ist, läßt sich durch eine Konjunktion sehr einfacher algebrai-

scher Gleichheiten der Koeffizienten über Z codieren, nämlich einfach

αµ − αν = 0,

für all diejenigen µ, ν, für die es eine Permutation σ ∈ Sn gibt mit
(
µ1, ..., µn

)
=(

σ(ν1), ..., σ(νn)
)
. Die Konjunktion dieser Gleichungen entspricht einer (quanto-

renfreien) Formel δ1(αµ1 , ..., αµN ).

Auch die Tatsache,daß #{x1, ...., xn} ≤ max{d
2
, 2} ist für gewisse x1, ..., xn ∈

R, läßt sich formal aufschreiben: Es gibt ja nur endlich viele Möglichkeiten dafür,

daß #{x1, ...., xn} ≤ g = max{d
2
, 2} ist. Jede dieser Möglichkeiten läßt sich wie-

derum als Konjunktion von (Polynom-)Gleichungen über Z hinschreiben, etwa

x1 = ... = xm1 und xm1+1 = ... = xm2 und ... und xmg−1+1 = ... = xn. Die

Disjunktion all dieser möglichen formalen Gleichungssyteme ist eine (quantoren-

freie) Formel δ2(x1, ..., xn).

Somit lautet also die Formulierung der eigentlichen Aussage für festes d und

n in der Sprache der angeordneten Ringe:

∀αµ1 , ...,∀αµN

(
δ1(αµ1 , ..., αµN ) →

(
∀y1, ...,∀yn

( N∑
i=1

αµiyµ
i ≥ 0

)
∨ ∃x1, ...,∃xn

(
δ2(x1, ..., xn) ∧

N∑
i=1

αµixµ
i

< 0
)))

. (2.6)
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Jede dieser Aussagen (d.h. für jedes feste d und n) gilt in den reellen Zahlen

R. Aufgrund der Vollständigkeit von der Theorie RCF (Satz 1.1.7) gilt jede

dieser Aussagen also in jedem reell abgeschlossenen Körper R. Die Gesamtheit

dieser unendlich vielen formalen Aussagen können wir nun wieder zu dem Satz

von Timofte zusammenfassen, indem wir die formale Sprache wieder verlassen

und eine Aussage über alle möglichen Polynome f treffen (also alle möglichen

Anzahlen n an Unbestimmten und alle möglichen Grade des Polynoms).

Damit ist der Satz von Timofte 2.1 des Kapitels in seiner vollen Allgemeinheit

gezeigt.

Bemerkung 2.1.12. Für festes n ∈ N und festes d ∈ N gilt ja, wie eben

überlegt, die formale Aussage (2.6) in jedem reell abgeschlossenen Körper R,

also in jedem Modell der Theorie der reell abgeschlossenen Körper. Mit Gödels

Vollständigkeitssatz 1.1.1 folgt dann, daß diese Aussage schon in der Logik erster

Stufe aus den Axiomen von RCF hergeleitet werden kann.

Leider kann diese Herleitung für jeden Fall n, d völlig anders aussehen, so daß

es nicht unbedingt einen elementaren Beweis geben muß, der uniform für alle

n, d ∈ N funktioniert.
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2.2 Testmengen für teilsymmetrische

Polynome

Es bezeichne immer R einen reell abgeschlossenen Körper.

Die Stärke des Satzes von Timofte ergibt sich, wie wir in der Anwendung

sehen werden, daraus, daß die obere Schranke max{d
2
, 2} für die Anzahl der ver-

schiedenen Komponenteneinträge der Testpunkte im Rn, nur vom Grad d der

zu testenden symmetrischen Polynomfunktion, und nicht von der Anzahl der

Unbestimmten n abhängt. Timofte benutzt in seinem Beweis, wie gesehen, we-

sentliche analytische Eigenschaften der reellen Zahlen. In diesem Kapitel werden

wir einen ganz anderen Weg gehen, um ähnliche Testmengen zu erhalten. Es

wird sich dabei um Testmengen handeln, die für jeden Wert, der von einem

symmetrischen Polynom f irgendwo angenommen wird, einen Punkt enthalten,

auf dem f genau diesen Wert annimmt. Leider führt der hier gewählte Zugang

zu einer schlechteren oberen Schranke für die Anzahl der verschiedenen Kom-

ponenteneinträge, als der von Timofte gewählte. Andererseits brauchen wir uns

bei diesem Zugang nicht auf die symmetrischen Polynome beschränken, sondern

erhalten entsprechend gute Resultate auch für Polynome die invariant unter ge-

wissen Untergruppen der symmetrischen Gruppe sind (etwa invariant unter der

alternierenden Gruppe An).

Wir werden die Fasern des Polynoms f einerseits unter geometrischen Ge-

sichtspunkten (Symmetrie) untersuchen, andererseits unter Gesichtspunkten der

semialgebraischen Topologie. Genauer gesagt werden wir mit Hilfe eines Resul-

tats aus der reellen algebraischen Geometrie (Oleinik-Petrovski/Thom/Milnor -

Schranke) die Anzahl der semialgebraischen Zusammenhangskomponenten einer

Faser abschätzen und mit kombinatorischer Analyse der Geometrie der Faser

schlußfolgern, daß diese einen nichtleeren Schnitt mit unserer Testmenge hat.

Zunächst aber soll an dieser Stelle eine kurze Einführung in die semialge-

braische Topologie und Homologie gegeben werden, damit nachvollzogen wer-

den kann, daß wir die aus der Literatur [BPR] entnommene Oleinik-Petrovski-

33



2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

/Thom/Milnor-Schranke in unserem Kontext korrekt anwenden. Wem die hier

gegebene Einführung nicht ausführlich genug erscheint, kann das alles sehr viel

genauer in [BPR] nachlesen.

2.2.1 Semialgebraische Topologie

Definition 2.2.1. M ⊂ Rn heißt semialgebraische Menge, falls es ein m ∈ N ,

eine Formel δ(Y1, ..., Ym, X1, ..., Xn) in der Sprache der angeordneten Ringe und

gewisse a1, ..., am ∈ R gibt, so daß

M = {x ∈ Rn | δ(a1, ..., am, x) gilt in R}.

Bemerkung 2.2.2. Semialgebraische Mengen sind genau die endlichen Kombi-

nationen von Schnitten, Vereinigungen und Komplementbildungen von Mengen

der Form

U(g) := {x ∈ Rn | g(x) > 0}

für Polynome g ∈ R[X1, ..., Xn]. Dies ist eine Folgerung aus Satz 1.1.6 über die

Quantorenelimination.

Algebraische Mengen sind insbesondere semialgebraische Mengen.

Definition 2.2.3. Seien S ⊂ Rk und T ⊂ Rl semialgebraische Mengen. Eine

Abbildung

f : S −→ T

heißt semialgebraisch, falls der Graph {(x, f(x)) | x ∈ S} semialgebraisch ist.

Bemerkung 2.2.4. Falls f : A −→ B und g : B −→ C semialgebraisch sind,

so ist auch g ◦ f semialgebraisch.

Definition 2.2.5. Die semialgebraische Topologie des Rn ist diejenige Topologie,

welche von den Mengen der Form U(g) für ein Polynom g ∈ R[X1, ..., Xn] erzeugt

wird.

Die semialgebraische Topologie von R ist die Intervalltopologie. Im Fall R =

R ist dies gerade die übliche Topologie des Rn.
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Definition 2.2.6. Sei M ⊂ Rn eine semialgebraische Menge. Diese heißt se-

mialgebraisch zusammenhängend, falls es keine nichttriviale disjunkte Zerlegung

M = F1∪̇F2 in semialgebraische Mengen F1, F2 gibt, welche in M offen sind.

Falls eine semialgebraische Menge M zusammenhängend in der semialgebrai-

schen Topologie ist, so ist sie insbesondere semialgebraisch zusammenhängend.

Umgekehrt gilt das nicht. Man betrachte etwa M = Ralg in R := Ralg, dem

reellen Abschluß von Q. M ist in der semialgebraischen Topologie nicht zusam-

menhängend. Betrachte dazu die in R offenen Intervalle (−∞, π), (π,∞). Da Ralg

dicht in R ist, lassen sich M1 := (−∞,Π)∩Ralg und M2 := (Π,∞)∩Ralg als un-

endliche Vereinigung offener Intervalle in Ralg schreiben. Also ist Ralg = M1∪̇M2

nicht zusammenhängend, jedoch sicherlich semialgebraisch zusammenhängend.

Definition 2.2.7. Eine semialgebraische Menge M ⊂ Rn heißt semialgebraisch

wegzusammenhängend, falls es zu je zwei x, y ∈M eine stetige semialgebraische

Abbildung ϕ : [0, 1] −→ M vom inheitsintervall [0, 1] ⊂ R nach M gibt, mit

ϕ(0) = x und ϕ(1) = y.

Proposition 2.2.8. Eine semialgebraische Menge ist semialgebraisch zusammen-

hängend genau dann, wenn sie semialgebraisch wegzusammenhängend ist.

Beweis siehe [BPR, Seite 148].

Satz 2.2.9. Jede semialgebraische Menge S ⊂ Rn ist eindeutige disjunkte Ver-

einigung von endlich vielen semialgebraisch zusammenhängenden, in S offenen

semialgebraischen Mengen C1, ..., Cl.

Diese C1, ..., Cl nennen wir die semialgebraischen Zusammenhangskomponen-

ten von S. Für den Beweis siehe [BPR, Seite 147].

Proposition 2.2.10. Das Bild einer semialgebraisch zusammenhängenden se-

mialgebraischen Menge S unter einer semialgebraischen stetigen Abbildung ist

semialgebraisch zusammenhängend. Insbesondere induziert ein semialgebraischer

Homöomorphismus F : S −→ S ′ eine Bijektion zwischen den semialgebraischen

Zusammenhangskomponenten.
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Beweis. Angenommen f(S) ist nicht semialgebraisch zusammenhängend für eine

stetige semialgebraische Abbildung f . Es zerfalle etwa f(S) nichttrivial in die

beiden offenen semialgebraischen disjunkten Teilmengen U, V . Dann ist

f−1(U)∪̇f−1(V ) = S,

wobei die Urbilder von U und V nichtleer, offen und semialgebraisch sind.

(Letzteres folgt aus Anwendung des Projektionssatzes [Pr2, Theorem 2.1.5] für

den Graphen von f .) Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der Eindeuti-

gen Zerlegbarkeit in semialgebraische Zusammenhangskomponenten (Propositi-

on 2.2.10).

2.2.2 Semialgebraische Homologie und Bettizahlen

Wir wollen nun für eine beschränkte algebraische Menge eine obere Schranke für

die Anzahl der semialgebraischen Zusammenhangskomponenten angeben. In der

Literatur findet man eine obere Schranke für die Summe der Homologiedimen-

sionen einer semialgebraischen abgeschlossenen und beschränkten Menge. Die zu

diesen Mengen definierte semialgebraische Homologie verhält sich zur Kategorie

der semialgebraischen abgeschlossenen Mengen mit den stetigen semialgebrai-

schen Abbildungen ähnlich wie die übliche Homologie über R zur Kategorie der

topologischen Räume mit den stetigen Abbildungen. Insbesondere entspricht die

Q-Dimension der nullten Homologiegruppe der Anzahl der semialgebraischen Zu-

sammenhangskomponenten. Dies wollen wir nachvollziehen. Den Beweis für die

obere Schranke für die Summe der Homologiedimensionen werden wir an dieser

Stelle dann aber nicht mehr nachvollziehen, sondern auf die entsprechende Stelle

in der Literatur verweisen.

Homologie simplizialer Komplexe

Definition 2.2.11. Seien p ∈ N0, a0, ..., ap ∈ Rk so, daß sie nicht in einem

gemeinsamen p − 1 dimensionalen affinen Unterraum liegen, dann nennen wir

die formale Folge [a0, ..., ap] einen geordneten p-Simplex. Auf der Menge der
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geordneten Simplizes definieren wir die kleinste Äquivalenzrelation, für die

[a0, ..., ap] ∼ [aπ(0), ..., aπ(p)] ist für π ∈ Sp+1 mit sgn(π) = 1

Wir schreiben ab jetzt [a0, ..., ap] für die zugehörigen Äquivalenzklassen. Diese

nennen wir die orientierten p-Simplizes. Wir nennen den p-Simplex

|[a0, ..., ap]| := {λ0a0 + ...+ λpap | λi ≥ 0,
∑

λi = 1}

dann die Realisierung eines solchen orientierten Simplex.

Definition 2.2.12. Für e ≤ p nennen wir einen e-Simplex s eine e-Seite eines

p-Simplex |[a0, ..., ap]|, falls s = |[ai1 , ..., aie ]| für gewisse 0 ≤ i1 < ... < ie ≤ p.

Ein simplizialer Komplex K im Rk ist eine endliche Menge von Simplizes im

Rk, so daß für s, s′ ∈ K gilt: Jede Seite von s ist in K und s ∩ s′ ist leer oder

eine Seite sowohl von s als auch von s′.

Wir nennen |K| =
⋃
s∈K s die Realisierung von K.

Man betrachte nun zunächst den von den orientierten p-Simplizes frei erzeug-

ten Q-Vektorraum Vp. Darin betrachten wir den Unterraum Up, der von allen

Elementen der Form

[a0, ..., ap] + [aπ(0), ..., aπ(p)] für π ∈ Sp+1 mit sgn(π) = −1

erzeugt wird.

Definition 2.2.13. Sei K ein simplizialer Komplex. Wir nennen

Cp(K) := Vp/Up

den Q-Vektorraum der p-Ketten in K. Im Fall p = −1 ist es der Nullvektorraum

(erzeugt von der leeren Menge).

Wir übernehmen abermals die Bezeichnung [a0, ..., ap] diesmal für die zu-

gehörige Restklasse der freien Erzeuger von Vp (welche dann Erzeuger von Cp(K)

sind).
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Sei

∂p : Cp(K) −→ Cp−1(K)

derjenige Q-Vektorraumhomomorphismus, der auf den erzeugenden orientierten

Simplizes [a0, ..., ap] wie folgt definiert ist:

∂p([a0, ..., ap]) =
∑

0≤i≤p

(−1)i[a0, ..., âi, ..., ap].

Wir bezeichnen diesen als p-Randabbildung von K.

Dabei bedeutetˆ , daß die darunterliegende Komponente aus der Folge her-

ausgestrichen wird. Die Abbildung ∂p ist wohldefiniert.

Es gilt

[a0, ..., ap] = −[aπ(0), ..., aπ(p)],

falls sgn(π) = −1 ist. Anschaulich gesprochen hat man paarweise die orientierten

p-Simplizes als ‘gegengleich’ orientierte Simplizes identifiziert. Cp ist also frei

erzeugt von den orientierten p-Simplizes mit Vorzugsorientierung.

Bemerkung 2.2.14. Man rechnet nach, daß ∂p ◦ ∂p+1 = 0 gilt, also daß

im(∂p+1) ⊂ ker(∂p).

Definition 2.2.15. Für p ∈ N0 und einen simplizialen Komplex K, sei

Hp(K) := ker(∂p)/ im(∂p+1)

die p-te Homologiegruppe von K

simpliziale Homologie von beschränkten abgeschlossenen

semialgebraischen Mengen

Definition 2.2.16. Sei K ein simplizialer Komplex im Rk, sei S eine beschränk-

te und abgeschlossene semialgebraische Menge, dann nennen wir einen semial-

gebraischen Homöomorphismus

f : |K| −→ S
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eine Triangulation von S. Falls die 0-Seiten (Eckpunkte) von K rational sind,

sprechen wir von einer rationalen Triangulation.

Satz 2.2.17 (rationale Triangulation). Sei S ⊂ Rk abgeschlossen und be-

schränkt, dann hat S eine rationale Triangulation

Dies ist ein Spezialfall von [BPR, Theorem 5.41].

Nachdem man Homologiegruppen für simpliziale Komplexe definiert hat,

kann man mit einigem Aufwand (vgl. [BPR, Seiten 189/190] ) zeigen, daß zwei

simpliziale Komplexe L,K im Rk, deren 0-Seiten (Eckpunkte) rational sind

und welche semialgebraisch homöomorph zueinander sind, isomorphe Homolo-

giegruppen definieren.

Damit ist folgende Definition möglich:

Definition 2.2.18. Sei S eine abgeschlossene beschränkte semialgebraische Men-

ge, f : |K| −→ S eine rationale Triangulation von S, dann setzeHp(S) := Hp(K)

für p ∈ N0.

Die p-te Bettizahl von S ist βp := dimQHp(S)

Proposition 2.2.19. Die nullte Bettizahl β0 einer abgeschlossenen beschränk-

ten semialgebraischen Menge S ist die Anzahl der semialgebraischen Zusammen-

hangskomponenten von S.

Beweis. Sei f : |K| −→ S eine rationale Triangulation von S. Mit Proposi-

tion 2.2.10 genügt es, die semialgebraischen Zusammenhangskomponenten von

|K| zu zählen. Man kann sich überlegen, daß die Realisierung eines simplizialen

Komplexes genau dann semialgebraisch zusammenhängend ist, wenn die Rea-

lisierung seines simplizialen Teilkomplexes, welcher nur aus den 0-Seiten und

1-Seiten besteht, semialgebraisch wegzusammenhängend ist. Es genügt also die

Wegzusammenhangskomponenten von |K1| ⊂ |K| zu untersuchen, wobei K1

eben besagter simpliziale Teilkomplex von K ist.

Betrachte nun H0(K) = ker(∂0)/ im(∂1). Es ist ∂0 = 0, also ker(∂0) = C0(K)

der von den 0-Seiten (Eckpunkten) frei erzeugte Q-Vektorraum. Seien a1, ..., am

Vertreter für die 0-Seiten aus jeweils einer Zusammenhangskomponente von |K1|.
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Wir zeigen, daß die Restklassen dieser Vertreter eine Vektorraumbasis vonH0(K)

sind. Dazu zeigen wir zunächst, daß die Restklassen eines beliebigen Eckpunktes

gleich der Restklasse des Vertreters aus der selben Zusammenhangskomponente

ist. Seien etwa a und b aus der selben Zusammenhangskomponente. Dann gibt es

eine Folge von 1-Seiten [a, c1], [c1, c2], ..., [cm, b] in K1. Betrachte [a, c1]+ [c1, c2]+

...+ [cm, b] ∈ C1(K). Es ist dann

[b]− [a] = ∂1

(
[a, c1] + [c1, c2] + ...+ [cm, b]

)
∈ im(∂1),

also haben [b] und [a] die selbe Restklasse in H0(K). Damit sind also die Rest-

klassen der Zusammenhangskomponentenvertreter [a1], ..., [am] ein Erzeugenden-

system von H0(K). Wir überzeugen uns nun von der linearen Unabhängigkeit.

Seien

α1[a1] + ...+ αm[am] = ∂1

(∑
βi[ci, di]

)
∈ im(∂1),

für gewisse αj, βi ∈ Q. Für die 1-Seiten [ci, di] gilt, daß ci und di in der selben

Zusammenhangskomponente liegen müssen. Dann kann man die von diesen 1-

Seiten erzeugte Summe nach Zugehörigkeit zu den Zusammenhangskomponenten

ordnen, und wir erhalten

α1[a1] + ...+ αm[am] = ∂1

(∑
i

β
(1)
i [c

(1)
i , d

(1)
i ]

)
+ ...+ ∂1

(∑
i

β
(m)
i [c

(m)
i , d

(m)
i ]

)
.

Da die a1, ..., am alle aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten sind, ist

dann nach allfälliger Umnumerierung

αl[al] = ∂1

(∑
i

β
(l)
i [c

(l)
i , d

(l)
i ]

)
=
∑
i

(
β

(l)
i [d

(l)
i ]− β

(l)
i [c

(l)
i ]
)

für alle 1 ≤ l ≤ m. Betrachte nun die Q-lineare Abbildung, definiert auf der

kanonischen Basis von C0(K)

Z : C0(K) −→ Q

[a] 7→ 1.

Es folgt αl = Z
(
αl[al]

)
=
∑
Z
(
β

(l)
i [d

(l)
i ] − β

(l)
i [c

(l)
i ]
)

= 0 für alle 1 ≤ l ≤ m,

was die Q-lineare Unabhängigkeit der Restklassen von [a1], ..., [am] zeigt. Also
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ist dimQH0(K) = m die Anzahl der semialgebraische Zusammenhangskompo-

nenten.

Nach dieser kurzen Wiedergabe der Einführung in die semialgebraische Ho-

molgie aus [BPR], können wir nun ein tiefliegendes Resultat über eine Schranke

für die Summe der Bettizahlen einer beschränkten algebraischen Menge (ins-

besondere abgeschlossen und semialgebraisch) verwenden, um die Anzahl der

semialgebraischen Zusammenhangskomponenten dieser Menge nach oben ab-

zuschätzen:

Satz 2.2.20 (Oleinik-Petrovski/Thom/Milnor -Schranke). Für die Bet-

tizahlen β0, ..., βk einer beschränkten algebraischen Varietät im Rk, die von Po-

lynomen vom Grad kleiner oder gleich d definiert wird, gilt

k∑
i=0

βi ≤ d(2d− 1)k−1.

Dem Beweis dieses Satzes wird in [BPR] beinahe ein ganzes Unterkapitel

(Seiten 220-225) gewidmet. Dabei wird die Aussage zunächst im Fall R = R
gezeigt, unter Verwendung der sogenannten Morse-Theorie, welcher ihrerseits

das gesamte vorangehende Unterkapitel (Seiten 201-220) gewidmet wird. Auf

eine Wiedergabe des Beweises wird an dieser Stelle verzichtet.

Korollar 2.2.21. Eine beschränkte algebraische Varietät im Rk, die von Polyno-

men vom Grad kleiner oder gleich d definiert wird, hat nicht mehr als d(2d−1)k−1

semialbegraische Zusammenhangskomponenten.

2.2.3 Testmengensatz für teilsymmetrische Polynome

Proposition 2.2.22. Sei M ⊂ Rn eine semialgebraisch zusammenhängende

Menge. Seien ξ, η ∈ M . Seien 1 ≤ i < j ≤ n und ξi < ξj, sowie ηi > ηj, dann

gibt es ein ζ ∈M mit ζi = ζj

Beweis. Angenommen, es gäbe kein solches ζ ∈M . Setze dann

F1 := M ∩ {x ∈ Rn | xi < xj}
F2 := M ∩ {x ∈ Rn | xj < xi}

41



2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Es ist dann F1 ∩ F2 = ∅ und F1 ∪ F2 = M . Man sieht leicht, daß F1 und F2

semialgebraische Mengen sind, die relativ M offen sind.

Zudem ist F1 6= ∅, sowie F2 6= ∅, da ξ ∈ F1 und η ∈ F2. Somit ist M nicht

semialgebraisch zusammenhängend. Widerspruch.

Definition 2.2.23. Zu x ∈ Rn heißt für passendes m ∈ N eine Partition

(I1, ..., Im) (Ii = ∅ möglich) von {1, ..., n} eine Partition von x, falls für alle

i ∈ {1, ...,m} und alle l, k ∈ Ii gilt xl = xk.

Behauptung 2.2.24. Zu jedem c, k, l ∈ N gibt es ein g ∈ N mit

g!

l
≥ ckg−1.

Für ein solches g ist m!
l
> ckm−1 für alle m > g.

Beweis. Die Existenz ist einfach. Den zweiten Teil der Aussage zeigen wir in-

duktiv über m. Sei also die schwache Ungleichung erfüllt für ein m ≥ g, dann

folgt für m+ 1, daß (m+ 1)m! > lckm−1k ist, da m ≥ k (sonst m! < km−1).

Definition 2.2.25. Seien f1, ..., fm ∈ R[X1, ..., Xn], dann notiere V (f1, ..., fm) ⊂
Rn die reelle algebraische Varietät, also die gemeisame reelle Nullstellenmenge

der Polynome.

Das folgende Lemma besagt nichts anderes, als daß wir in einer nichtleeren

Varietät eines H-teilsymmetrischen Polynoms einen Punkt finden, dessen Kom-

ponenten wir fast alle in lauter Paare zusammenfassen können, deren Einträge

gleich sind, und das höchstens g viele Komponenten übrigbleiben, die man nicht

derart “verkuppeln” kann. Dabei ist g eine von n unabhängige Konstante.

Lemma 2.2.26. Sei l ∈ N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index l. Sei

f ∈ Σ
(n)
H (R) mit deg f ≤ d ≥ 2, sei V (f) 6= ∅. Sei g ∈ N mit g!

l
≥ d(2d− 1)g−1.

Dann gibt es ein x ∈ V (f) und eine Partition (I1, ..., Im) von x, so daß gilt:

#Ij ist ungerade für höchstens g verschiedene j ∈ {1, ...,m}.
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Beweis. Angenommen es ist nicht so. Sei dann h minimal, so daß es ein ξ ∈ V (f)

und eine Partition (I1, ..., Im) von ξ gibt, mit

#Ij ungerade für genau h verschiedene j.

Nach Annahme gilt dann h > g. Wir können ohne Einschränkung annehmen,

daß #Ij ungerade ist für j = 1, ..., h. Wähle für jedes 1 ≤ j ≤ h ein ij ∈ Ij.

Um nicht in einer Indexflut unterzugehen, nummerieren wir die Komponenten

so um, daß i1 = 1, ..., ih = h gewählt werden können. Es sind dann die ξ1, ..., ξh

paarweise verschieden, da sonst die Teil-Partition (I1, ..., Ih) vergröbert werden

könnte, was der Minimalität von h widerspräche. Ohne Einschränkung können

wir wieder davon ausgehen, daß ξ1 < ... < ξh (sonst nummerieren wir anfangs

passend um). Betrachte dann das Polynom vom Grad ≤ d in h Unbestimmten

f̃(X1, ..., Xh),

welches dadurch entstehe, daß man für alle i /∈ {1, ..., h} in die i-te Unbestimm-

te Xi den Wert ξi einsetzen. Dieses Polynom ist wiederum H-teilsymmetrisch,

wegen Eigenschaft (2) von Definition 1.2.1 der teilsymmetrischen Familie. Nun

ist ja

y := (ξ1, ..., ξh) ∈ V (f̃),

da f̃(ξ1, ..., ξh) = f(ξ) = 0. Betrachte P
[h]
2 := X2

1 + ... + X2
h. Setze a := P

[h]
2 (y)

und g := P
[h]
2 − a, dann liegt y sogar in der beschränkten algebraischen Menge

V (f̃ , g), und auf Grund der H-Teilsymmetrie von f̃ und g, ist dann auch yσ :=

(ξσ(1), ..., ξσ(h)) ∈ V (f̃ , g), für jedes σ ∈ Hh. Da für 1 ≤ i ≤ h die ξi alle paarweise

verschieden sind, sind die yσ ebenso alle paarweise verschieden.

Nun zerfällt nach Korollar 2.2.21 die algebraische Varietät V (f̃ , g) in nicht

mehr als d(2d−1)h−1 semialgebraische Zusammenhangskomponenten. Nach Wahl

von g gilt wegen Behauptung 2.2.24 die Ungleichung h!
l
> d(2d − 1)h−1, und

mit dem Schubfachprinzip folgt, daß zwei der mindestens h!
l

vielen Punkte von

{yσ | σ ∈ Hh} in derselben semialgebraischen Zusammenhangskomponente lie-

gen müssen. Etwa yσ1 und yσ2 liegen in der selben semialgebraischen Zusam-

menhangskomponente von V (f̃ , g). Es liegen dann auch y und yτ in der selben

43



2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

semialgebraischen Zusammenhangskomponente, für τ = σ1 ◦ σ−1
2 . Finde nun

Zahlen l < k ∈ {1, ..., h} mit τ(l) > τ(k) (einen solchen ‘Fehlstand ’ muss es

geben, da τ 6= id). Aus l < k folgt yl = ξl < ξk = yk, und aus τ(l) > τ(k) folgt

(yτ )l = ξτ(l) > ξτ(k) = (yτ )k. Nach Proposition 2.2.22 gibt es dann ein ζ ∈ Rh in

dieser Zusammenhangskomponente von V (f̃ , g) mit ζl = ζk.

Setze xi := ξi, falls i /∈ {1, ..., h}, sowie xj := ζj für j = 1, ..., h. Aus der ur-

sprünglichen Partition von ξ konstruieren wir eine Partition von x, in welcher

möglichst viele Partitionsmengen gerade Kardinalität haben. Dazu setzen wir

I ′j : = Ij \ {j} für 1 ≤ j ≤ h

I ′j : = Ij für h+ 1 ≤ j ≤ m

I ′m+1 : = {l, k}

I ′m+1+j : =

{
{j} für j 6= l, k

∅ sonst
für 1 ≤ j ≤ h

Man sieht, daß (I ′1, ..., I
′
m+1+h) eine Partition von x = (x1, ..., xn) ∈ V (f) ist.

Ebenso sieht man, daß #I ′j gerade für 1 ≤ j ≤ m + 1 ist. Auch ist #I ′m+1+k =

#I ′m+1+l = 0. Demnach gibt es also ein x ∈ V (f) und eine Partition (I ′1, ..., I
′
m′)

von x, bei der höchstens h−2 verschiedene #I ′j ungerade sind. Widerspruch zur

angenommenen Minimalität von h.

Definition 2.2.27. Für g, n ∈ N setze

Ag(n) :=
{
x ∈ Rn | #{x1, ..., xn} ≤ g log2(n)

}
Satz 2.2.28. Sei l ∈ N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index l. Sei

f ∈ Σ
(n)
H (R) mit deg f ≤ d ≥ 2, sei g ∈ N mit g!

l
≥ d(2d− 1)g−1, sei V (f) 6= ∅,

dann ist V (f) ∩ Ag(n) 6= ∅ für n ≥ 2.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über n. Im Fall n = 2, 3

ist die Aussage trivial, da (2d − 1) ≥ 3 und also g ≥ 3. Sei nun n > 3 und

gelte die Aussage für alle n′ < n. Nach Lemma 2.2.26 gibt es ein x ∈ V (f)

und dazu eine Partition (I ′1, ..., I
′
m′) von x, für welche nur weniger oder gleich

g Stück der Partitionsmengen I ′j eine ungerade Kardinalität haben. Indem wir
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nötigenfalls leere Partitionsmengen entfernen, und die übrigen Partitionsmengen

verfeinern, das heißt indem wir jedes I ′j zerteilen in möglichst viele Paarmengen

(im ungeraden Fall bleibt eine Einsermenge übrig), erhalten wir also für ein

passendes g′ ≤ g eine Partition (I1, ..., Im) von x, so daß #Ii = 1 für m−g′+1 ≤
i ≤ m und #Ii = 2 für 1 ≤ i ≤ m− g′.

Wir setzen dann für diejenigen Unbestimmten Xi mit i ∈ Im−g′+1 ∪ ... ∪ Im
den Wert xi ein, und ersetzen diejenigen Unbestimmten Xi, für die i ∈ Ij ist für

ein 1 ≤ j ≤ m − g′, durch die neue Unbestimmte Yj. So erhalten wir ein neues

Polynom

f̃(Y1, ..., Ym−g′).

Dieses Polynom ist wieder H-teilsymmetrisch, nach Wahl der Partition, da jede

Permutation der Yj einer Permutation der entsprechenden Partitionsmengen Ij

entspricht, was aufgrund der gleichen Mächtigkeit derselben auf zwei ‘disjunkte’

Indexpermutationen im ursprünglichen Polynom f zurückgeführt werden kann

(wegen Eigenschaft (2) der Definition 1.2.1 ist dies möglich). Wir setzen für

1 ≤ j ≤ m− g′:

x̃j := xl für ein (und damit jedes) l ∈ Ij

Dann ist x̃ ∈ V (f̃), da 0 = f(x) = f̃(x̃). Es ist ñ := m − g′ ≤ bn
2
c. Nach

Induktionsvoraussetzung, gibt es nun ein ζ ∈ Ag(m− g′) ∩ V (f̃). Setze nun für

1 ≤ l ≤ n

yl :=

{
ζj, falls l ∈ Ij für ein 1 ≤ j ≤ m− g′

xl, sonst

Dann ist y ∈ V (f) und

#{y1, ..., yn} ≤ g′ + g log2(b
n

2
c) ≤ g log2(2) + g log2(b

n

2
c) ≤ g log2(n).

Damit ist y ∈ Ag(n).

Korollar 2.2.29. Sei l ∈ N und H eine teilsymmetrische Familie vom Index l.

Sei n ≥ 2, f ∈ Σ
(n)
H (R) mit deg f ≤ d ≥ 2. Sei g ∈ N mit g!

l
≥ d(2d − 1)g−1.

Dann gibt es für jedes a ∈ f(Rn) ein x ∈ Ag(n) mit f(x) = a. Insbesondere ist

f nichtnegativ (positiv), wenn f nichtnegativ (positiv) auf Ag(n) ist.

Beweis. Es ist f − a ∈ Σ
(n)
H (R). Der Rest folgt mit Satz 2.2.28 für V (f − a).
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2.3 Dualer Standpunkt

Es gibt eine interessante Schlußfolgerung aus dem Satz von Timofte. Man findet

für symmetrische Summen 2k-ter Linearformpotenzen∑
i

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k

immer Darstellungen, bei denen für die Koeffizienten jeder einzelnen Linearform

gilt:

#{ai1, ..., ain} ≤ k.

Man erhält dieses Resultat aus dem Satz 2.1 von Timofte durch Dualisierung,

indem man den reellen Vektorraum der symmetrischen 2k-Formen in n Unbe-

stimmten HSn
2k,n mit einem geeigneten Skalarprodukt versieht. Umgekehrt erhiel-

te man den Satz von Timofte (aber nur die Formulierung für Nichtnegativität)

für den Spezialfall homogener symmetrischer Polynome, wenn man obige Dar-

stellung der symmetrischen Summen 2k-ter Linearformpotenzen direkt zeigen

könnte. Im Abschnitt 2.3.2 zeigen wir, ohne den Satz von Timofte zu benutzen,

eine solche Darstellbarkeit (mit 2k bzw. k+1 statt k) für gewisse Spezialfälle von

Summen von Linearformpotenzen. Könnte man noch zeigen, daß die betrachteten

Spezialfälle dicht im Kegel der symmetrischen Summen von Linearformpotenzen

liegen, so erhielte man mit einem weiteren Resultat dieses Abschnitts (Lemma

2.3.5), welcher die Abgeschlossenheit des Teilkegels der Summen von Linearform-

potenzen mit obiger Einschränkung an die Koeffizienten besagt, die gewünschte

Gleichheit der Kegel. Leider ist mir dies nicht gelungen, nichts desto trotz schien

es mir wert, die Resultate für die Spezialfälle mit in diese Arbeit aufzunehmen.

2.3.1 Darstellungen von Summen 2k-ter

Linearformpotenzen

Definition 2.3.1. Sei V ein reeller Vektorraum, wir nennen ∅ 6= C ⊂ V einen

konvexen Kegel, falls R≥0C+R≥0C = C. Zu einem reellen Skalarprodukt 〈, 〉 auf

V heißt

C∗ := {x ∈ V | 〈x, y〉 ≥ 0 für alle y ∈ C}
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2.3. Dualer Standpunkt

der duale Kegel von C.

Bemerkung 2.3.2. Für einen konvexen Kegel C ist C∗ abgeschlossen und eben-

falls ein konvexer Kegel. Es ist (C∗)∗ = C̄, falls dimR V <∞

Beweis. Es ist C∗ =
⋂
y∈C〈·, y〉−1(R≥0) als Schnitt von Urbildern abgeschlossener

Mengen unter stetigen Abbildungen abgeschlossen. Die Kegeleigenschaften sind

trivial.

“ ⊃′′: Sei x ∈ C̄. Dann gibt es eine Folge (xn) → x in C. Es ist 〈xn, y〉 ≥ 0

für alle y ∈ C∗. Wegen der Stetigkeit von 〈·, y〉 gilt dies dann auch für x und

jedes y ∈ C∗.

“ ⊂′′: Angenommen es gibt ein x ∈ (C∗)∗ \ C̄. Der Abstand von x zu C ist

dann m = inf{‖x−y‖ | y ∈ C} > 0. Es gibt also eine Folge (yn) in C, für welche

‖x−yn‖ gegen m konvergiert. Diese ist beschränkt, und da V endlichdimensional

ist, findet man mit Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge. Also gibt es

ein y ∈ C̄, mit minimalem Abstand zu x, d.h. ‖x− y‖ = m. Wir betrachten nun

die zu (y−x) orthogonale Hyperebene E durch den Ursprung. Diese Hyperebene

teilt V in zwei Halbräume:

E+ := {x ∈ V | 〈x, (y − x)〉 ≥ 0} E− := {x ∈ V | 〈x, (y − x)〉 < 0}.

Es ist C ⊆ E+, denn falls es ein c ∈ C gäbe mit 〈c, (y − x)〉 < 0, dann wäre auf

Grund der Konvexität von C auch (y + α(c − y)) ∈ C für beliebiges α ∈ [0, 1],

und somit würde

‖x− y − α(c− y))‖2 = ‖x− y‖2 + α2‖c− y‖+ 2α 〈(y − x), (c− y)〉︸ ︷︷ ︸
<0

nicht minimal sein für α = 0.

Offenbar ist dann (y − x) ∈ C∗, jedoch

〈x, (y − x)〉 = 〈(x− y), (y − x)〉+ 〈y, (y − x)〉︸ ︷︷ ︸
=0

< 0,

also ist x /∈ (C∗)∗. Widerspruch.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Definition 2.3.3. Wir werden mit H2k,n den reellen Vektorraum der 2k-Formen

in n Unbestimmten bezeichnen; mit N(n, 2k) werden wir dessen Dimension(
n+2k−1

2k

)
(siehe [Ba, Seite 12]) bezeichnen. Der konvexe Kegel

P2k,n := {p ∈ H2k,n | p(x) ≥ 0 für alle x ∈ Rn}

ist die Menge der positiv semidefiniten 2k-Formen. Der konvexe Kegel

L2k,n :=

{
m∑
i=1

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k | m ∈ N, aij ∈ R

}
ist die Menge der Summen von 2k-ten Linearformpotenzen. Es bezeichne HSn

2k,n

den Unterraum der symmetrischen 2k − Formen, und für jedes C ⊂ H2k,n

definieren wir

CSn := C ∩HSn
2k,n.

Falls C ein konvexer Kegel im H2k,n ist, so ist auch CSn konvexer Kegel im HSn
2k,n.

Für ein g ∈ N, nennen wir den konvexen Kegel

T g
2k,n :=

{
m∑
i=1

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k ∈ LSn

2k,n

∣∣∣ m ∈ N, aij ∈ R mit #{ai1, ..., ain} ≤ g

}
die Timofte-Formen der Güte g. Die entsprechenden Darstellungen nennen wir

Timofte-Darstellungen der Güte g.

Wir werden nach Einführung eines passenden Skalarprodukts speziell die kon-

vexen Kegel PSn
2k,n, L

Sn
2k,n und T g

2k,n in Hinblick auf gegenseitige Dualität untersu-

chen. Doch zunächst sei an dieser Stelle noch ein sehr nützlicher Satz notiert, auf

den wir noch einigemale zurückgreifen werden. Er liefert eine Summenlängenbe-

schränkung in reellen Vektorräumen.

Satz 2.3.4 (Carathéodory). Sei V ein reeller Vektorraum mit dimV = n.

Seien v1, ..., vs ∈ V für ein s ∈ N. Dann gibt es i1, ..., in ∈ {1, ..., s}, sowie

αi1 , ..., αin ∈ R≥0, so daß
s∑
i=1

vi =
n∑
j=1

αijvij .
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2.3. Dualer Standpunkt

Einen Beweis dieser Version des Satzes findet man in [Re, Seite 27].

Als eine erste Anwendung beweisen wir gleich ein Resultat, das eine wichtige

Rolle im Beweis der Gleichheit von LSn
2k,n und T k2k,n spielen wird. Der Beweis

dazu ist eine Verallgemeinerung eines Beweises aus [Re, Seite 36], welcher die

Abgeschlossenheit von L2k,n in H2k,n zeigt.

Lemma 2.3.5. Für g ∈ N ist T g
2k,n ⊂ HSn

2k,n abgeschlossen bezüglich der Norm-

topologie.

Wir werden etwas mehr zeigen, als im Lemma behauptet wird. Wir werden

zeigen, daß

Lg2k,n :=

{
m∑
i=1

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k ∈ L2k,n

∣∣∣ m ∈ N, aij ∈ R mit #{ai1, ..., ain} ≤ g

}

abgeschlossen ist imH2k,n. Daraus folgt dann sofort, daß der Schnitt mitHSn
2k,n in

HSn
2k,n abgeschlossen ist. Da g ∈ N beliebig ist, zeigt der Beweis aber insbesondere

für g = n auch die Abgeschlossenenheit von L2k,n in H2k,n.

Beweis. Sei (pm)m∈N ⊂ Lg2k,n eine in H2k,n konvergente Folge. Mit dem Satz

von Carathéodory 2.3.4 haben die pm eine Darstellung gleichbeschränkter Sum-

menlänge:

(?) pm =

N(n,2k)∑
i=1

(a
(m)
i1 X1 + ...+ a

(m)
in Xn)

2k,

und es ist nachwievor #{a(m)
i1 , ..., a

(m)
in } ≤ g für jedes 1 ≤ i ≤ N(n, 2k).

Wir finden also für jedes m und jedes i eine Partition (siehe Definition 2.2.23)(
I1, ..., Ig

)
(i,m) von

(
a

(m)
i1 , ..., a

(m)
in

)
∈ Rn. Da es aber nur endlich viele Möglich-

keiten gibt {1, ..., n} in g Teilmengen zu partitionieren, muß es also nach dem

Schubfachprinzip für festes i unendlich viele m geben, für welche die Partiti-

on (I1, ..., Ig)(i,m) dieselbe ist. Schreibe (I1(i), ..., Ig(i)) := (I1, ..., Ig)(i,m) für

all diese m. Es muß sogar unendlich viele m geben, für welche dies für jedes
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

1 ≤ i ≤ n simultan erfüllt ist. Wählen wir nun die zu diesen m gehörende Teil-

folge von (pm)m. Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese wieder mit (pm)m.

wir können also für diese Teilfolge die Darstellung (?) uniform zusammenfassend

umschreiben zu

pm =

N(n,2k)∑
i=1

(
b
(m)
i1

( ∑
j∈I1(i)

Xj

)
+ ...+ b

(m)
ig

( ∑
j∈Ig(i)

Xj

))2k

.

Da die Folge (pm) konvergent im Raum H2k,n ist, konvergiert sie insbesondere

unter punktweiser Auswertung. Betrachten wir die Folge der Auswertungen des

j-ten Standardbasisvektors ej ∈ Rn. Für 1 ≤ i ≤ n sei li so, daß j ∈ Ili(i) ist.

Dann ist

pm(ej) =

N(n,2k)∑
i=1

(b
(m)
ili

)2k,

beschränkt auf Grund der Konvergenz für m→∞. Da

(b
(m)
rlr

)2k ≤
N(n,2k)∑
i=1

(b
(m)
ili

)2k

ist für jedes einzelne 1 ≤ r ≤ N(n, 2k) = N , ist die Folge

(b
(m)
1l1
, ..., b

(m)
NlN

)m ⊂ RN

beschränkt und somit hat sie eine konvergente Teilfolge nach Bolzano-Weierstrass.

Betrachten wir die zugehörige Teilfolge von (pm), welche wir wiederum mit (pm)

bezeichnen. Wir haben dann die Darstellung

(??) pm =

N(n,2k)∑
i=1

(
b
(m)
i1

( ∑
j∈I1(i)

Xj

)
+ ...+ b

(m)
ig

( ∑
j∈Ig(i)

Xj

))2k

,

in welcher für jedes i (jeden Summanden) es eine Koeffizientenfolge (b
(m)
ili

)m gibt,

welche für m → ∞ konvergiert. Indem wir dieselbe Vorgehensweise nacheinan-

der für alle Standardbasisvektoren ej iterieren, finden wir schließlich eine Teil-

folge (pm)m, in welcher die Darstellung (??) koeffizientenweise konvergiert. Sei

p ∈ Lg2k,n definiert durch die Darstellung (??), in welcher für die jeweiligen Ko-

effizienten b
(m)
il deren Grenzwert für m → ∞ eingesetzt ist. Man überlegt sich

schnell, daß dann (pm) gegen p in H2k,n konvergiert. Damit ist alles gezeigt.
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2.3. Dualer Standpunkt

Definition 2.3.6. Wir definieren nun ein Skalarprodukt auf H2k,n:

für f =
∑

|µ|=2k αµX
µ und g =

∑
|µ|=2k βµX

µ definieren wir

〈f, g〉 :=
∑
|µ|=2k

µ1! · · ·µn!
(2k)!

αµβµ.

Man sieht einfach, daß dies eine positiv definite symmetrische Bilinearform ist.

Bemerkung 2.3.7. Sei g = (ai1X1 + ... + ainXn)
2k ∈ L2k,n, dann ist 〈f, g〉 =

f(ai1, ..., ain) für jedes f ∈ H2k,n.

Diese Eigenschaft des Skalarprodukts ist der Schlüssel, um die symmetrischen

positiv semidefiniten 2k-Formen als dualen Kegel der symmetrischen Summen

von 2k-ten Linearformpotenzen auffassen zu können. Dazu schränken wir das

Skalarprodukt auf den Raum HSn
2k,n ein. Dann können wir die symmetrischen

positiv semidefiniten Formen PSn
2k,n wie folgt schreiben:

P Sn
2k,n =

{
p ∈ HSn

2k,n | p(a1, ..., an) ≥ 0 für alle a ∈ Rn
}

=

{
p ∈ HSn

2k,n |
m∑
i=1

p(ai1, ..., ain) ≥ 0 für alle m ∈ N, aij ∈ R

}

=

{
p ∈ HSn

2k,n

∣∣∣ m∑
i=1

(∑
σ∈Sn

p(aiσ(1), ..., aiσ(n))
)
≥ 0 für alle m ∈ N, aij ∈ R

}
=

{
p ∈ HSn

2k,n | 〈p, h〉 ≥ 0 für alle h ∈ LSn
2k,n

}
= LSn

2k,n

∗

Andererseits wissen wir mit dem Satz von Timofte 2.1, daß

PSn
2k,n =

{
p ∈ HSn

2k,n | p(a1, ..., an) ≥ 0 für alle a ∈ Rn mit #{a1, ..., an} ≤ k
}

=

{
p ∈ HSn

2k,n |
∑
σ∈Sn

p(aσ(1), ..., aσ(n)) ≥ 0 für a ∈ Rn mit #{a1, ..., an} ≤ k

}
...

=
{
p ∈ HSn

2k,n | 〈p, h〉 ≥ 0 für alle h ∈ T k
2k,n

}
= T k

2k,n

∗
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

In beiden Gleichungsketten ist nicht jede Gleichheit völlig trivial. Man muß sich

beispielsweise klarmachen, daß für jedes a ∈ Rn

1

n!

∑
σ∈Sn

p(aσ(1), ..., aσ(n)) = p(a1, ..., an)

gilt, wegen der Symmetrie von p.

Da ja T k
2k,n ⊂ LSn

2k,n abgeschlossene konvexe Kegel in HSn
2k,n sind, folgt das

Hauptresultat dieses Kapitels nun leicht.

Satz 2.3.8 (Darstellungssatz).

T k
2k,n = LSn

2k,n

Beweis. T k
2k,n = (T k

2k,n
∗
)∗ = PSn

2k,n

∗
= (LSn

2k,n

∗
)∗ = LSn

2k,n Die erste und die letzte

Gleichheit folgt aus der in Lemma 2.3.5 bewiesene Abgeschlossenheit der konve-

xen Kegel T k
2k,n und LSn

2k,n zusammen mit Bemerkung 2.3.2, die zweite und dritte

Gleichheit folgt direkt aus der eben festgestellte Dualität PSn
2k,n = T k

2k,n
∗

sowie

PSn
2k,n = LSn

2k,n

∗
, wobei für die zweite Gleichheit der nichttriviale Satz von Timofte

ausgenutzt wurde.

2.3.2 Elementarer Beweis der Timofte-Darstellung

für Spezialfälle

Wie schon erwähnt, wäre ein elementarer Beweis des Darstellungssatzes 2.3.8

auch ein Beweis für einen Spezialfall des Satzes von Timofte 2.1 (nämlich die

Aussage über Nichtnegativität für homogene symmetrische Polynome f). Leider

gelang es mir nicht den Darstellungssatz in seiner vollen Allgemeinheit ohne

Verwendung des Satzes von Timofte zu zeigen, sondern nur für ganz spezielle

symmetrische Summen von Linearformpotenzen, nämlichen einerseits solchen,

deren Darstellung in minimaler Summenlänge eindeutig ist, und andererseits

solchen, die sogar invariant unter orthogonaler Koordinatentransformation sind.
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2.3. Dualer Standpunkt

Summen von Linearformpotenzen mit eindeutiger minimaler Summen-

Darstellung

Definition 2.3.9. Wir nennen eine Darstellung f =
∑s

i=1(ai1X1 + ...+ainXn)
2k

von f ∈ LSn
2k,n minimal, falls die Summenlänge s minimal ist unter allen Darstel-

lungen f .

Wir nennen die minimale Darstellung f =
∑s

i=1(ai1X1 + ... + ainXn)
2k eine

eindeutige minimale Dastellung falls es für jede weitere minimale Darstellung

f =
∑s

i=1(bi1X1 + ...+ binXn)
2k eine Permutation τ der Summanden gibt, so daß

(ai1, .., ain) = (bτ(i)1, ..., bτ(i)n) oder (ai1, .., ain) = −(bτ(i)1, ..., bτ(i)n)

ist für jedes 1 ≤ i ≤ s.

Mit dem Satz von Carathéodory 2.3.4 für H2k,n gilt für die minimale Sum-

menlänge immer s ≤ N(n, 2k).

Lemma 2.3.10. Habe f ∈ LSn
2k,n eine eindeutige minimale Darstellung

f =
∑s

i=1(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k, dann läßt sich für jedes 1 ≤ i ≤ s die Ordnung

der Gruppe

Ui :=
{
σ ∈ Sn | (ai1X1 + ...+ ainXn)

2k = (ai1Xσ(1) + ...+ ainXσ(n))
2k
}

wie folgt nach unten abschätzen:

#Ui ≥
n!

s
.

Beweis. Ui ist eine Untergruppe der Sn. Wir betrachten nun die Menge der Links-

nebenklassen in Sn/U . Diese korrespondieren eineindeutig mit einigen Summan-

den der minimalen Darstellung von f , denn falls für τ1, τ2 ∈ Sn gilt, daß

(ai1Xτ1(1) + ...+ ainXτ1(n))
2k = (ai1Xτ2(1) + ...+ ainXτ2(n))

2k,

dann ist wohl τ−1
2 τ1 ∈ Ui und somit τ1Ui = τ2Ui. Dies führt uns zu der Abschät-

zung #Sn/Ui ≤ s, und somit zu |Ui| ≥ n!
s
.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Lemma 2.3.11. Habe f ∈ LSn
2k,n eine eindeutige minimale Darstellung

f =
∑s

i=1(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k, dann läßt sich für jedes 1 ≤ i ≤ s die Ordnung

der Gruppe

Hi :=
{
σ ∈ Sn | (ai1X1 + ...+ ainXn) = (ai1Xσ(1) + ...+ ainXσ(n))

}
wie folgt nach unten abschätzen:

#Hi ≥
n!

2s
.

Beweis. Hi ist eine Untergruppe der Gruppe Ui aus dem vorigen Lemma. Wir

schätzen nun den Index von Hi in Ui ab. Für jedes σ ∈ Ui gilt ja

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k = (ai1Xσ(1) + ...+ ainXσ(n))

2k.

Aufgrund der Irreduzibilität von linearen Polynomen im faktoriellen Ring

R[X1, ..., Xn] ist dann

ai1X1 + ...+ ainXn = α(ai1Xσ(1) + ...+ ainXσ(n))

für passendes α ∈ R[X1, ..., Xn]
∗ = R \ {0}. Es muß dann α2k = 1 sein, also

α = 1 oder α = −1. Die Zuordnung σ 7→ α ist offensichtlich ein Gruppenhomo-

morphismus von Ui nach ({1,−1}, ·) mit Kern Hi. Mit dem Homomorphiesatz

ist dann #Ui/Hi ≤ 2. Damit ist alles gezeigt.

Mit diesen Abschätzungen wollen wir nun zeigen, daß eine eindeutige minima-

le Darstellung von f ∈ LSn
2k,n schon notwendig eine Timofte-Darstellung der Güte

2k ist. Wir benutzen dabei, daß sich die Anzahl der verschiedenen Koeffizienten

einer Linearform (ai1X1 + ...+ainXn) der Darstellung nach oben abschätzen läßt

durch die Anzahl der Bahnen in {1, ..., n} unter der Wirkung der Gruppe Hi.

Wir werden die Gruppenordnung der Hi abhängig von der Anzahl der Bahnen

nach oben abschätzen. Da wir andererseits aber bereits eine untere Schranke für

die Gruppenordnung gefunden haben, werden wir dann umgekehrt die Anzahl

der Bahnen nach oben abschätzen können.

Lemma 2.3.12. Sei G ⊂ Sn eine Untergruppe und sei {1, ..., n} = I1∪̇ · · · ∪̇Im
die Zerlegung in die m Bahnen von G. Dann ist #G ≤ (n−m+ 1)!
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2.3. Dualer Standpunkt

Beweis. Wir überlegen uns zuerst, daßG ↪→ SI1×· · ·×SIm . Da die Ij Bahnen von

G sind, ist für jedes g ∈ G die Einschränkung der Gruppenoperation g|Ij ∈ SIj
wohldefiniert, da ja g(x) ∈ Ij ist für alle x ∈ Ij. Also ist g = g|I1 ◦ · · · ◦ g|Im .

Betrachten wir nun die Abbildung

G −→ SI1 × · · · × SIm

g 7→ (g|I1 , ..., g|Im).

Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, da g◦f = g|I1 ◦· · ·◦g|Im ◦f |I1 ◦· · ·◦f |Im =

(g ◦ f)|I1 ◦ · · · (g ◦ f)|Im (die Ij sind disjunkt!), deren Kern trivial ist.

Somit haben wir also #G ≤ #I1! · · ·#Im!. Wir haben noch die Bedingung

#I1 + ...+ #Im = n, woraus folgt, daß #I1! · · ·#Im! ≤ (n−m+ 1)!. (Man kann

zeigen, daß etwa für #I1 = n − (m − 1) und |Ij| = 1 für j 6= 1 dieses Produkt

maximal wird).

Bevor wir nun das angestrebte Resultat dieses Abschnitts beweisen, wollen

wir noch eine kleine dazu benötigte Eigenschaft natürlicher Zahlen in einer Be-

hauptung auslagern.

Behauptung 2.3.13. Seien n,m ∈ N mit 3 ≤ m ≤ n− 3, dann ist

m(n−m) ≥ n+m.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung induktiv nach n. Für n = 6 ist m = 3 ist

die Ungleichung erfüllt. Sein nun die Behauptung war für ein n ∈ N. Im Fall

3 ≤ m ≤ n− 3 ist m(n+ 1−m) = m(n−m) +m ≥ n+ 2m ≥ (n+ 1) +m. Im

Fall m = (n + 1)− 3 ist m(n + 1−m) = (n− 2)3 = 3n− 6 ≥ 2n− 2 = n +m

(da n ≥ 6).

Satz 2.3.14. Habe f ∈ LSn
2k,n eine eindeutige minimale Darstellung. Dann gilt

für diese Darstellung f =
∑s

i=1(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k, daß

#{ai1, ..., ain} ≤ max{2k, 4}

für alle 1 ≤ i ≤ s.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Offensichtlichtlich müssen wir nur den Fall max{2k, 4}+1 < n betrach-

ten.

Mit dem Satz von Carathéodory 2.3.4 angewandt auf H2k,n wissen wir, daß

s ≤
(
n+2k−1
n−1

)
. Sei Hi die wie in Lemma 2.3.11 definierte Untergruppe der Sn. Für

σ ∈ Sn gilt dann

(ai1, ...., ain) = (aiσ(1), ...., aiσ(n)) ⇔ σ ∈ Hi.

Die Anzahl der Bahnen von Hi in {1, ..., n} ist eine obere Schranke für die Anzahl

der verschiedenen Koeffizienten unter den ai1, ..., ain. Nach Lemma 2.3.11 ist

#Hi ≥ n!

2(n+2k−1
n−1 )

. Wir werden nun zeigen, daß im Fall m = max{2k, 4} + 1 die

Ungleichung n!

2(n+2k−1
n−1 )

> (n−m+ 1)! gilt, woraus dann mit Lemma 2.3.12 folgt,

daß es weniger als m Bahnen von Hi in {1, ..., n} geben muß. Wir werden für k ≥
2 dazu die Ungleichung n!(n−1)!(2k)!

2(n+2k−1)!(n−2k+1)!
> 1 zeigen, bzw. nach offensichtlichem

Kürzen die Ungleichung

(2k)!n · · · (n− 2k + 1)

2(n+ 2k − 1) · · ·n
> 1.

Durch passendes sortieren der Faktoren, erhalten wir

(2k−1)(n−(2k−1))
n+2k−1

· (2k−2)(n−(2k−2))
n+2k−2

· · · 3(n−3)
n+3

· 2(n−2)
n+2

· k(n−1)
n+1

· 2n
2n
> 1,

da mit Behauptung 2.3.13 die “ersten 2k− 3 Faktoren” größer als 1 sind (wegen

3 ≤ 2k − (2k − 3) ≤ ... ≤ 2k − 1 ≤ n − 3), und die “letzten 3 Faktoren” sind

größer oder gleich 1, denn wegen k ≥ 2 muß n > 5 sein.

Falls k = 1 ist, überlegen wir uns, daß n!

2(n+1
n−1)

> (n− 4)!, oder n(n−1)(n−3)
(n+1)n

> 1

ist. Da wir in diesem Fall aber nur n > 5 betrachten, ist das nicht schwer zu

sehen.
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Orthogonal invariante 2k-Formen

Wir haben im letzten Unterabschnitt gezeigt, daß eine symmetrische Summe 2k-

ter Linearformpotenzen, deren Darstellung minimaler Summenlänge “eindeutig”

ist, eine Timofteform der Güte 2k ist. Der Beweis dazu ließe sich problemlos

verallgemeinern für solche Fälle, die nicht mehr als m(n) verschiedene minima-

le Darstellungen haben (dann aber mit einer schlechteren Güte), solange m(n)

“genügend klein” im Vergleich zu n! ist. Dies würde uns aber auch keinen allge-

meinen Darstellungssatz liefern, da es sogar Beispiele gibt, die jeweils unendlich

viele minimale Darstellungen haben.

Wir werden in diesem Abschnitt einerseits zeigen, daß es sich bei orthogonal

invarianten 2k-Formen um solche Beispiele handelt. Andererseits werden wir aber

gerade für diese Fälle einen völlig anderen Beweis (der ebensowenig den Satz von

Timofte verwendet) dafür liefern, daß es Timofte-Darstellungen der Güte k + 1

gibt.

Definition 2.3.15. f ∈ H2k,n heißt orthogonal invariant, falls für x ∈ Rn gilt

f(x) = f(Ax) für alle A ∈ On(R).

(Insbesondere ist dann f ∈ HSn
2k,n.)

Bemerkung 2.3.16. Reelle homogene Polynome (Formen) sind eindeutig be-

stimmt durch ihre Werte auf der Einheitssphäre Sn−1. Deshalb gibt es für jedes

orthogonal invariante f ∈ H2k,n ein r ∈ R, so daß

f = r(X2
1 + ...+X2

n)
k.

Das nächste Lemma zeigt, daß es sich bei orthogonal invarianten 2k-Formen

um Summen 2k-ter Linearformpotenzen handelt. Deren Symmetrie ist sowieso

klar. Der Beweis lehnt sich an einen Beweis aus [Ba, Seite 13/14].

Lemma 2.3.17 (Hilbertidentitäten). Für (X2
1 + ...X2

n)
k ∈ HSn

2k,n gibt es N ∈
N sowie (ai1, ..., ain) ∈ Rn für i ≤ N , so daß

(X2
1 + ...X2

n)
k =

N∑
i=1

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Beweis. Betrachte die Abbildung

Rn −→ H2k,n

a 7→ (a1X1 + ...+ anXn)
2k.

Diese ist stetig. Wir wählen uns auf der Einheitssphäre Sn−1 ⊂ Rn ein Borelmaß

µ, das unter orthogonaler Transformation invariant ist (bekannt aus der Maß-

theorie), dann existiert aufgrund der Stetigkeit (also Borelmessbarkeit) obiger

Abbildung das Integral

I :=

∫
Sn−1

(a1X1 + ...+ anXn)
2kda ∈ H2k,n.

Es ist I der Grenzwert einer Folge von Integralen von Treppenfunktionen∑
i

µ(Ai)(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k ∈ L2k,n,

wobei die Ai ⊂ Sn−1 borelmessbar sind mit Sn−1 =
⋃̇
iAi. Aufgrund der Abge-

schlossenheit von L2k,n, ist I ∈ L2k,n.

Wir zeigen nun, daß I orthogonal invariant und positiv definit ist. Wir wissen,

daß I Grenzwert von Integralen von Treppenfunktionen im Polynomraum H2k,n

ist. Insbesondere ist die Polynomfunktion I(x) punktweise Grenzwert dieser In-

tegrale (also nach Einsetzen von x ∈ Rn). Aufgrund der orthogonalen Invarianz

des Borelmaßes gilt dann punktweise und für jede orthogonale Transformation

T :

I(Tx) =
∫
Sn−1〈a, Tx〉2kda =

∫
Sn−1

〈T−1a, x〉2kda

=
∫
T−1Sn−1〈T−1a, x〉2kdT−1a =

∫
Sn−1

〈a, x〉2kda = I(x)

Dies zeigt die orthogonale Invarianz von I. Da für festes x der Integrand eine

positiv semidefinite stetige Funktion in a ist, welche nicht überall 0 ist, hat I mit

Bemerkung 2.3.16 dann die Gestallt I = r(X2
1 + ...+X2

n)
k für ein r ∈ R>0. Damit

ist alles gezeigt, da man (1
r
)

1
2k in die Koeffizienten der Linearformen hineinziehen

kann.
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2.3. Dualer Standpunkt

Dies zeigt unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 2.3.18. Es gibt orthogonal invariante f ∈ LSn
2k,n. Diese haben unend-

lich viele minimale Darstellungen als Summen 2k-ter Linearformpotenzen. Unter

diesen gibt es solche, die keine Timofte-Darstellungen sind.

Beweis. Mit Lemma (2.3.17) wissen wir, daß

(X2
1 + ...X2

n)
k =

N∑
i=1

(ai1X1 + ...+ ainXn)
2k ∈ LSn

2k,n

ist. Sei dabei die Summenlänge N minimal unter all solchen Darstellungen. Be-

trachten wir die obige Gleichung als Gleichheit von Funktionen auf dem Rn:

(x2
1 + ...+ x2

n)
k =

N∑
i=1

〈ai, x〉2k

Die linke Seite der Gleichung ist ganz offensichtlich invariant unter jeder ortho-

gonalen Variablentransformation T , also ist

(x2
1 + ...+ x2

n)
k =

N∑
i=1

〈ai, Tx〉2k =
N∑
i=1

〈T−1ai, x〉2k.

Die orthogonale Gruppe hat unendliche Kardinalität, so daß es unendlich viele

verschieden Darstellungen (X2
1 + ...X2

n)
k =

∑N
i=1(ai1X1 + ... + ainXn)

2k geben

muß, die paarweise nicht durch Vertauschung der Summanden auseinander her-

vorgehen (oder durch passendes Wechseln der Koeffizientenvorzeichen). Außer-

dem gibt es für jedes b ∈ Rn mit ‖b‖ = ‖a1‖ eine orthogonale Transformation

T , für die T−1a1 = b ist. Also gibt es immer eine Darstellung von f , in welcher

a1 sogar n verschiedene Komponenteneinträge hat. Insbesondere ist dies keine

Timofte-Darstellung.

Nachdem wir nun gezeigt haben, daß die kombinatorische Überlegung aus

dem vorigen Unterabschnitt für minimale Darstellungen im orthogonal invari-

anten Fall nicht greifen kann, werden wir für diesen Fall einen anderen Weg
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

gehen, um eine Timofte-Darstellung der Güte k+1 zu erhalten. Wir werden da-

zu die Hilbertidentitäten aus Lemma 2.3.17 präzisieren, indem wir uns an einem

beinahe konstruktiven Beweis von Haussdorff für selbige orientieren.

Die von Hausdorff präzisierten Identitäten wurden von Hilbert schon früher

(etwas komplizierter) bewiesen und benutzt, um das aus der Zahlentheorie be-

kannte Waringsche Problem zu lösen. Das Waringsche Problem stellt die Fra-

ge, ob es zu jeder natürlichen Zahl k eine natürliche Zahl s gibt, so daß jede

natürliche Zahl n als Summe von höchstens s k-ten Potenzen natürlicher Zahlen

geschrieben werden kann. Hilbert zeigte, daß dem so ist. Dazu benutzte er die

von ihm gefundenen Identitäten, in denen die Koeffizienten der Linearformen

sogar rational gewählt werden konnten. (Dies und den Beweisweg von Hausdorff

findet man in [Na, Seiten 77-93].) Wir werden in unserem modifizierten Beweis

darauf verzichten die Koeffizienten der Darstellung rational zu wählen und als

Belohnung für diesen Verzicht eine Timofte-Darstellung der Güte k+1 erhalten.

Lemma 2.3.19. Für jedes n ∈ N0 gilt für das n-te Moment

Mn =
1√
π

∫
R
xn exp(−x2)dx

des Gaußmaßes auf dem R1:

Mn =


n!

2n(n
2
)!
, n gerade

0, n ungerade

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunächst für gerade n induktiv. Für n = 0 ist

mit M0 = 1 = 200! die Aussage wahr. Sei Mn =
n!

2n(n
2
)!

für ein beliebiges

gerades n ∈ N, dann ist

Mn+2 =
1√
π

∫
R
x exp(−x2)xn+1dx

=
−1

2
√
π

[exp(−x2)xn+1]∞−∞ − −(n+ 1)

2
√
π

∫
R
xn exp(−x2)dx

=
n+ 1

2
Mn =

(n+ 1)(n+ 2)

22 n+2
2

Mn

=
(n+ 2)!

2n+2(n+2
2

)!
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2.3. Dualer Standpunkt

Falls n ungerade ist, stimmt die Behauptung offensichtlich, da exp(−x2) eine

gerade Funktion ist.

Um das nächste wichtige Lemma beweisen zu können, müssen wir uns zunächst

von Eigenschaften einiger spezieller reellen Polynome überzeugen.

Definition 2.3.20. Hn(x) := (−1
2

)n exp(x2)
(

d
dx

)n
(exp(−x2)) definiert für jedes

n ∈ N0 eine Polynomfunktion auf R, daß sogenannte Hermite-Polynom vom

Grad n.

Behauptung 2.3.21. Für jedes n ∈ N0 ist Hn ein Polynom vom Grad n, für

das gilt:

(i) Hn+1(x) = xHn(x)− 1
2
H ′
n(x) für n 6= 0 und H0 = 1.

(ii) Hn hat n verschiedene reelle Nullstellen.

Beweis. (i):Wegen

H ′
n(x) = (

−1

2
)n2x exp(x2)

(
d

dx

)n (
exp(−x2)

)
+ (

−1

2
)n exp(x2)

(
d

dx

)n+1 (
exp(−x2)

)
erhalten wir die (polynomial) rekursive Darstellung 1

2
H ′
n = XHn − Hn+1. Da

zudem H0 = 1 ist, ist insbesondere Hn ein Polynom.

(ii): Wir zeigen dies durch Induktion nach n.H0 hat keine Nullstelle. HabeHn

nun n verschiedene reelle Nullstellen α1 < ... < αn. Da diese dann einfache Viel-

fachheit haben, ist H ′
n(αi) 6= 0. Es muß dann H ′

n(αn) > 0 sein, da Hn(x) → ∞
für x → ∞, da nach (i), das Polynom Hn den Leitkoeffizienten 1 hat. Für die

Nullstellen hat H ′
n(αi) notwendigerweise wechselnde Vorzeichen, insbesondere ist

(−1)n−1H ′
n(α1) > 0. Nach (i) hat dann Hn+1(αi) gegenläufig wechselndes Vor-

zeichen, und nach dem Zwischenwertsatz hat dann Hn+1 die n−1 verschiedenen

Nullstellen βi+1 ∈ (αi, αi+1), für 1 ≤ i ≤ n. Doch es gibt noch zwei weitere reelle

Nullstellen: Einmal gibt es eine Nullstelle βn+1 > αn, da Hn+1(αn) < 0 aber

Hn+1(x) positiv ist für groß genuge x. Dann gibt es auch noch eine Nullstelle

β1 < α1, da im Fall n ungerade, Hn+1(α1) < 0 ist, aber Hn+1 geraden Grad hat,

und im Fall n gerade es entsprechend umgekehrt ist.
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

Lemma 2.3.22. Für k ∈ N gibt es eine Quadraturformel für das Gaußmaß im

R1 von Präzission 2k − 1 mit k Stützstellen, das heißt es gibt β1, ..., βk ∈ R
und positive Gewichte ρ1, ..., ρk ∈ R>0, so daß für jedes Polynom f ∈ R[X] mit

deg(f) ≤ 2k − 1 gilt

1√
π

∫
R
f(x) exp(−x2)dx =

k∑
i=1

ρif(βi). (2.7)

Insbesondere gilt für das j-te Moment Mj =
∑k

i=1 ρiβ
j
i , für 0 ≤ j ≤ 2k − 1.

Beweis. Seien zunächst β1 < ... < βk ∈ R beliebige k verschiedene reelle Zahlen.

Dann gibt es eine Lösungen ρ1, ..., ρk ∈ R für das Gleichungssystem
1 · · · 1

β1 · · · βk
...

...
...

βk−1
1 · · · βk−1

k




ρ1

ρ2

...

ρk

 =


M0

M1

...

Mk−1

 , (2.8)

da die (van-der-Monde) Determinante der Abbildungsmatrix 6= 0 ist. Wir suchen

nun solche β1, ..., βk für welche die ρi alle positiv sind.

Wählen wir uns dazu die k verschiedenen Nullstellen β1 < ... < βk des

Hermite-Polynoms Hk vom Grad k. Wir wissen noch nicht, ob die zugehörigen

ρ1, ..., ρk alle positiv sind, aber wir können bereits sagen, daß für diese βi als

Stützstellen und ρi als (eventuell negative) Gewichte, Gleichung (2.7) für Poly-

nome wegen (2.8) bis zum Grad k−1 gilt (wegen der Linearität des Integrals folgt

dies aus der Gültigkeit für die Momente). Sei f ein Polynom mit deg(f) ≤ 2k−1.

Da R[X] bezüglich der Gradabbildung ein euklidischer Wertebereich ist, schrei-

ben wir f = Hkq+ r für Polynome q, r, wobei deg(r) ≤ k−1 und deg(q) ≤ k−1

ist. Es gilt ∫
R
Hn(x)q(x) exp(−x2)dx

=

∫
R

(
−1

2

)n
exp(x2) exp(−x2)︸ ︷︷ ︸

=1

(
d

dx

)k
(exp(−x2))q(x)dx = 0,
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2.3. Dualer Standpunkt

denn nach k-fach iterierter partieller Integration verschwindet im Integranden die

k-te Ableitung von q, und die beim partiellen Integrieren entstandenen Rand-

terme verschwinden sowieso. So erhalten wir Gleichung (2.7) für Polynome f bis

zum Grad 2k − 1:

k∑
i=1

ρif(βi) =
k∑
i=1

ρir(βi) =
1√
π

∫
R
r(x) exp(−x2)dx =

1√
π

∫
R
f(x) exp(−x2)dx.

Die Positivität der ρ1, ..., ρk kann man nun nachträglich zeigen. Für 1 ≤ i ≤ k

setzen wir fi :=
∏

j 6=i(x− βj)
2. Dann ist fi vom Grad 2k − 2 positiv semidefinit

und es ist fi(βi) > 0. Wir dürfen also Gleichung (2.7) darauf anwenden und

erhalten

0 <
1√
π

∫
R
fi(x) exp(−x2)dx =

k∑
j=1

fi(βj)ρj = fi(βi)ρi.

Schließlich ist dann ρi > 0.

Satz 2.3.23. Seien n, k ∈ N, dann gibt es β1, ..., βk+1 ∈ R sowie ρ1, ..., ρk+1 ∈
R>0, so daß

(X2
1 + ...+X2

n)
k =

4kk!

(2k)!

k+1∑
j1=1

...
k+1∑
jn=1

ρj1 · · · ρjn(βj1X1 + ...+ βjnXn)
2k.

Insbesondere haben orthogonal invariante f ∈ L2k,n eine Timofte-Darstellung

der Güte k + 1.

Beweis. Seien β1, ..., βk+1 die Stützstellen und ρ1, ..., ρk+1 die positiven Gewichte

der Quadraturformel (2.7) des letzten Lemmas (für k + 1 statt k). Dann ist

k+1∑
j1=1

...
k+1∑
jn=1

ρj1 · · · ρjn(βj1X1 + ...+ βjnXn)
2k

=
k+1∑
j1=1

...

k+1∑
jn=1

ρj1 · · · ρjn ∑
|α|=2k

(2k)!

α1! · · ·αn!
βα1
j1
· · · βαn

jn
Xα1

1 · · ·Xαn
n


= (2k)!

∑
|α|=2k

k+1∑
j1=1

...

k+1∑
jn=1

n∏
i=1

(
Xαi
i

αi!
ρjiβ

αi
ji

)
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2. Positivität teilsymmetrischer Polynome

= (2k)!
∑
|α|=2k

n∏
i=1

(
Xαi
i

αi!

k+1∑
j=1

βαi
j ρj

)
Lemma 2.3.22

= (2k)!
∑
|α|=2k

n∏
i=1

(
Xαi
i

αi!
Mαi

)
Lemma 2.3.19

= (2k)!
∑
|µ|=k

n∏
i=1

(
X2µi

i

(2µi)!

(2µi)!

22µiµi!

)

=
(2k)!

4k

∑
|µ|=k

n∏
i=1

X2µi

i

µi!

=
(2k)!

4kk!

∑
|µ|=k

k!

µ1! · · ·µn!
(X2

1 )µ1 · · · (X2
n)
µn

=
(2k)!

4kk!
(X2

1 + ...+X2
n)
k.

Wie schon gesagt, folgt aus dem Satz von Timofte, daß es eine Timofte-

Darstellung sogar der Güte k geben muß.
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3. Anwendung

3.1 Effizienzgewinn für Positivitätstests

bei festem Grad

Im Abschnitt Modelltheorie reell abgeschlossener Körper wurde bereits erwähnt,

daß für jedes N ∈ N und für jede Formel φ(X1, ..., XN) in der Sprache der ange-

ordneten Ringe, eine in der Theorie der reell abgeschlossenen Körper äquivalente

quantorenfreie Formel δ(X1, ..., XN) effektiv erzeugt werden kann (Satz 1.1.6).

Dies impliziert insbesondere, daß es einen Algorithmus gibt, der zu gegebenen

N ∈ N, Formel φ(X1, ..., XN) und a ∈ RN entscheidet, ob a die Formel φ erfüllt.

Für jede Anzahl an Unbestimmten n und jede Gradbeschränkung d gibt es al-

so eine quantorenfreie Formel, welche für ein gegebenes Polynom f(X1, ..., Xn) =∑
αµX

µ mit deg f ≤ d anhand seiner Koeffizienten entscheidet, ob die Aussage

∀x
(
f(x) ≥ 0

)
in den reell abgeschlossenen Körpern, die die Koeffizienten von f enthalten,

gültig ist oder nicht.

Obwohl es effektiv möglich ist, zu jedem n, d ∈ N die entsprechende quan-

torenfreie Formel zu generieren, ist dieses Vorgehen keinesweg effizient (es muß

mit mindestens exponentieller Abhängigkeit von n gerechnet werden, siehe [BPR,

Seite 510]). Folglich ist die Generierung von quantorenfreien Formeln eine denk-

bar ungeeignete Grundlage für einen Algorithmus, der allgemeine reelle Polyno-

me f auf Positivität (Nichtnegativität) testen soll.

Anders sieht es aus, wenn man die Fragestellung einschränkt, etwa wenn man

65



3. Anwendung

Positivität (Nichtnegativität) nicht für ganz allgemeine reelle Polynome testen

will, sondern nur für eine ganz bestimmte Klasse von Polynomen.

Wir wollen die Ergebnisse für Positivitätstestmengen symmetrischer Polyno-

me, die in dieser Arbeit dargelegt wurden, nun benutzen, um für symmetrische

Polynome mit fester Gradschranke d (aber nicht beschränkter Anzahl von Unbe-

stimmten) zu zeigen, daß die Quantorenelimination eben doch Grundlage eines

effizienten Algorithmus sein kann. Der Satz von Timofte 2.1 wird es uns erlauben,

bei fester Gradschranke d mit einer einzigen quantorenfreien Formel arbeiten zu

können, was bedeutet, daß die “kostspielige” Generierung dieser Formel aus der

Effizienzbetrachtung herausfällt.

Betrachten wir zunächst für feste n, d ∈ N diejenige Formel, welche nach

Einsetzen der Koeffizienten eines Polynoms

f =
∑
|µ|≤d

αµX
µ1

1 · · ·Xµn
n

(vom Grad ≤ d in weniger oder gleich n Unbestimmten) in die freien Variablen

der Formel, dessen Positivität (Nichtnegativität) ausdrückt. Die Anzahl deren

freien Variablen N(n, d) =
(
n+d
n

)
entspricht der Anzahl der Monome vom Grad ≤

d. Um beim Einsetzen der Koeffizienten eines gegebenen Polynoms in die Formel

konsistent zu bleiben, wählen wir uns für die betrachteten Multiindizes eine

uns genehme Nummerierung µ(1), ..., µ(N), etwa indem wir sie lexikographisch

anordnen. Dann sieht die gesuchte Formel wie folgt aus:

φn,d(Y1, ..., YN) = ∀x1, ..., xn
( N∑
i=1

Yix
µ

(i)
1

1 · · ·xµ
(i)
n
n

(≥)
> 0

)
.

Die Anzahl N = N(n, d) der freien Variablen Yi in der Formel hängt sowohl von

n als auch d ab.

Definition 3.1.1. Für n ∈ N nennen wir m1 ≤ ... ≤ mg ∈ N mit m1 + ...+mg =

n eine g-Partition von n.

Bemerkung 3.1.2. Sei g = max{bd
2
c, 2}. Für f ∈ Σ[n](R) mit deg f ≤ d, ist
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f(X1, ..., Xn) positiv (oder nichtnegativ) genau dann, wenn

f(X1, ..., X1︸ ︷︷ ︸
m1 Stellen

, X2, ..., Xg, ..., Xg︸ ︷︷ ︸
mg Stellen

)

nichtnegativ (oder positiv) im Rg ist für jede g-Partition von n.

Lemma 3.1.3. Sei g ∈ N. Dann gibt es für n > g weniger als (n + g)g g-

Partitionen von n.

Beweis. Die Anzahl dieser Partitionen ist die Anzahl an Möglichkeiten n als

Summe von g von Null verschiedenen Summanden zu schreiben. Wir bezeichnen

diese mit P (n, g), in Anlehnung an die aus der Kombinatorik bekannte Partiti-

onsfunktion P (n).

Es läßt sich nun P (n, g) leicht nach oben abschätzen, durch die Anzahl an

Möglichkeiten n als Summe von g nicht notwendig von Null verschiedenen Sum-

manden mit Berücksichtigung der Reihenfolge der Summanden, zu schreiben.

Diese Möglichkeiten wiederum können leicht mit der kanonischen Basis des Vek-

torraums der homogenen Polynome vom Grad n in g Variablen Hn,g identifiziert

werden. Die Dimension dieses Vektorraums ist dimHn,g =
(
g+n−1
n

)
. Es gilt also

P (n, g) ≤
(
g + n− 1

n

)
=

(n+ g − 1) · · · (n+ 1)

(g − 1)!
≤ (n+ g)g.

Wenn wir uns nun einen Algorithmus konstruieren für das Entscheidungspro-

blem, ob ein gegebenes symmetrisches (gradbeschränktes) Polynom nichtnegativ

ist, und dessen Komplexität in Abhängigkeit von den Inputdaten abschätzen wol-

len, so brauchen wir eine Vorstellung davon, was eigentlich die Datengröße eines

solchen Polynoms ist. Es gibt verschiedene (vernünftige gängige) Möglichkeiten,

ein Polynom zu speichern. Wir werden nun aber nicht die Komplexitätsanalyse

für jede dieser Möglichkeiten extra betreiben. Wir werden vielmehr eine obere

Schranke für die Komplexität angeben, die von gewissen Kenngrößen (Anzahl an

Unbestimmten, maximale Bitgröße) eines Polynoms abhängen. Von diesen Kenn-

größen werden wir uns überlegen, daß sie kleiner sind als die Datengröße eines
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Polynoms, egal wie man dieses nun gespeichert haben mag. Aufgrund der Mo-

notonie der Komplexitätsschrankenfunktion in den Kenngrößen, ist diese dann

auch eine für alle möglichen Speicherarten des Inputpolynoms gültige Komple-

xitätsschrankenfunktion in der Datengröße des Polynoms.

Bemerkung 3.1.4. Die Datengröße eines durch d gradbeschränkten symme-

trischen Polynoms f in n Unbestimmten ist nach unten beschränkt durch die

maximal vorkommende Datengröße der einzelnen Koeffizienten (klar). Sie ist

ebenso nach unten beschränkt durch die Anzahl n der Unbestimmten.

Satz 3.1.5. Für jedes feste d ∈ N gibt es einen Algorithmus von polynomialer

Komplexität, welcher entscheidet ob ein gegebenes symmetrisches Polynom vom

Grad ≤ d positiv (oder auch nichtnegativ) ist.

Beweis. Nach dem Satz von Timofte 2.1 gibt es zu d ∈ N ein g = max{d
2
, 2} ∈ N,

so daß für ein beliebiges (also in der Anzahl n der Unbestimmten nicht ein-

geschränktes) symmetrisches Polynom f mit deg f ≤ d die Positivität (oder

Nichtnegativität) auf allen Punkten mit nicht mehr als g verschiedenen Kom-

ponenten getestet werden kann. Das Polynom f(X1, ..., Xn) auf diesen Punkten

auf Positivität (Nichtnegativität) zu testen, ist (wegen der Symmetrie von f)

gleichbedeutend damitfür jede g-Partition P = {m1 ≤ ... ≤ mg} von n,

fP := f(X1, ..., X1︸ ︷︷ ︸
m1 Stellen

, X2, ..., X2︸ ︷︷ ︸
m2 Stellen

, ...., Xg, ..., Xg︸ ︷︷ ︸
mg Stellen

)

auf Positivität (Nichtnegativität) im Rg zu testen.

Die Daten des Polynoms f , sind durch seine Koeffizienten gegeben. Wir soll-

ten uns zunächst davon überzeugen, daß die Berechnung der Koeffizienten des

Polynoms

fP =
∑
|ν|≤d

βνX
ν1
1 · · ·Xνg

g

aus den Koeffizienten von f jeweils von polynomialer Komplexität ist. Schreibt

man

f(X1, ..., Xn) =
∑
|µ|≤d

αµX
µ,
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so erhält man die Koeffizienten βν des Polynoms fP als

βν =
∑

µ1+...+µm1=ν1,...

µg−1+1+....+µg=νg

αµ.

Addition ist aber polynomial realisierbar. Da die Anzahl der in einer Summation

vorkommenden Koeffizienten αµ beschränkt ist durch die Anzahl der insgesamt

in f vorkommenden Koeffizienten, und da diese Anzahl kleiner ist, als die Daten-

größe des Polynoms f , ist also jeder Koeffizient βν in polynomialer Komplexität

aus den Daten (Koeffizienten) von f berechenbar. Die Anzahl der Koeffizienten

βν ist eine vom Polynom f unabhängige Konstante, so daß also das Polynom fP

insgesamt in polynomialer Komplexität in den Daten des Polynoms f berechnet

werden kann. Insbesondere ist die Datengröße des Polynoms fP polynomial in

der Datengröße des Polynoms f .

Bei fP handelt es sich um ein Polynom vom Grad ≤ d in g Unbestimmten.

Es gibt nach Satz 1.1.6 eine quantorenfreie Formel, welche für ein beliebiges

Polynom h vom Grad ≤ d in g Unbestimmten anhand der Koeffizienten von

h entscheidet, ob h positiv (oder nichtnegativ) ist. Eine quantorenfreie Formel

ist eine endliche boolesche Kombination von polynomialen Ungleichungen und

Gleichungen (in den Koeffizienten von h). Jede dieser polynomialen Terme läßt

sich in polynomialer Komplexität in den Daten von g berechenen. Also ist auch

der Aufwand, die Positivität (Nichtnegativität) von fP zu testen polynomial in

dessen Daten und folglich auch in der Datengröße von f .

Jetzt muß man sich nur noch überlegen, daß die Anzahl der möglichen Par-

titionen Pg(n) polynomial von der Datenmengen von f abhängt. Wir haben uns

bereits in Lemma 3.1.3 überlegt, daß Pg(n) ≤ (n + g)g ist. Es ist also Pg(n)

beschränkt durch ein Polynom in n. Die Datengröße von f übersteigt die An-

zahl n der vorkommenden Unbestimmten. Die bisher für feste Partition P von

n überlegten Rechenschritte müssen Pg(n) mal auf f angewendet werden. Der

Aufwand ist also insgesamt polynomial in den Daten von f .
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