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Einleitung

Als das Ereignis, das die gesamte Mathematik des 20. Jahrhunderts mit am meisten
beeinflusste, gilt zweifelsohne David Hilberts Rede auf dem Mathematikerkongress
in Paris im August 1900, bei der er eine Liste von zu diesem Zeitpunkt ungelosten
mathematischen Problemen vorstellte. Diese Liste ist heutzutage als die Hilbertschen
Probleme [H] bekannt.

Fiir uns ist dabei das 17. Hilbertsche Problem von grofitem Interesse, das in
einfacher Form folgendermafien lautet:

Gegeben sei ein beliebiges positiv semidefinites reelles Polynom f in n Unbekannten,
das heifit f € R[X,...,X,] mit f(z) > 0 fur alle z € R™.

Die Frage ist nun, ob es immer ein N € N und g¢;,h; € R[X7,...,X,] gibt mit

N g' 2
=3(%)

In Hilbert’s 17. Problem geht es also um die Frage, ob jedes reelle positiv semidefinite
Polynom eine Darstellung als Summe von Quadraten von reellen rationalen Funktio-
nen besitzt.

Emil Artin konnte dieses Problem 1926 als Erster l1osen |A] und die Frage bejahen.

Aus diesem Problem beziehungsweise Artins Losung entwickelten sich im Laufe der
Zeit dann immer weitere Fragestellungen, die sich aus Verallgemeinerungen des Pro-
blems, dem Versuch die Darstellung zu verbessern, oder auch der Frage nach der
maximalen Lénge der Quadratsummen ergaben.

So eine Verallgemeinerung war unter anderem die Frage, was passiert, wenn ein
f € R[Xy,...,X,] nur noch auf einer Teilmenge des R™ positiv semidefinit ist, wobei

die Teilmenge selbst durch polynomiale Ungleichungen definiert ist.

Fir hq,...,hs € R[Xq,...,X,] konnte so zum Beispiel gezeigt werden, dass ein f €
R[Xq,...,X,] mit f >0 auf

Wik, .. hy) = {z € R* | h(@) = 0,... hy(z) = 0}
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folgende Darstellung besitzt:
t
[ = 7
fiir gewisse t1,ty € T(h, ... hy) = > By - by R[Xp,... X, )%

ve{0,1}s

(Den Beweis hierzu findet man unter anderem in [P] 3.3.6)

Weiter wurde unter anderem untersucht, was sich fiir eine einfachere Darstellung fiir
f ergibt, wenn f nicht mehr nur positiv semidefinit, sondern sogar strikt positiv ist.

Wenn man betrachtet, liegt es nahe, sich zu iiberlegen, ob unter bestimmten Be-
dingungen eventuell auch eine nennerfreie Darstellung von f moglich ist.

Solch ein Resultat ist der Satz von Schmiidgen.
Dieser lautet: Sei f € R[X,...,X,] mit f > 0 auf Wg(hq, ... ,hs) und Wg(hy, ... hs)
kompakt. Dann gilt

fET(hy,. .. hg) = Y hi- B Y R[Xy,... X, J°

ve{0,1}s

Dieser Satz, der also besagt, dass unter der relativ einfachen zusétzlichen Bedingung,
dass Wg(hq, ... ,hs) kompakt und f darauf strikt positiv ist, die Nenner in (I}) wegfal-
len, wurde 1991 von Konrad Schmiidgen bewiesen [Sch|. Er benutzte allerdings Metho-
den aus der Funktionalanalysis. Der erste algebraische Beweis stammt von Thorsten

Woérmann [W].

Auch fiir den Satz von Schmiidgen gibt es noch weitere Verbesserungen in der Dar-
stellung von f. So werden unter zusétzlichen Voraussetzungen die echten Produkte
der h;’s gar nicht bendétigt und es kann eine Darstellung

f=00+01hi + -+ 0.h, mit 0; € Y R[Xy,... X, (11)

erreicht werden. (Siehe dazu [P-D|] Kapitel 6)

Eine weitere Verallgemeinerung ist, wenn man fiir f nicht mehr nur eine Summe
von Quadraten, sondern allgemeiner eine Summe 2m-ter Potenzen (wobei m eine
positive natiirliche Zahl ist) erreichen will. Um diese verallgemeinerte Darstellung
von Polynomen als Summe 2m-ter Potenzen, deren Betrachtung Eberhard Becker
1978 eingeleitet hat [B1], geht es in dieser Arbeit. Zentrale Ausgangslage ist dabei
die Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen auf eben diese Summen 2m-ter
Potenzen. Diese konnte erstmals von Thorsten Wormann fiir ungerades m bewiesen

werden [W].
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Er zeigte also konkret, dass fiir ein beliebiges, ungerades m € N\{0} und
fiha, oo hs € R[Xy, ..., X,] mit f > 0 auf Wg(hy,...,hs) und Wg(hq, ... hs) kom-
pakt,

f c T2m(h1, - ,hs) = Z h’? T hZS ZR[Xla oo aXn]Qm (III)

ve{0,...,2m—1}s

gilt.

Der Beweis dieses Satzes wird das Ziel von Kapitel 2 sein. Allerdings liefern wir,
basierend auf der Arbeit von Thomas Jacobi [J], einen anderen, einfacheren Beweis
als Wormann. Neben ([II)) werden alle dafiir notwendigen Resultate Bestandteil von
Kapitel 2 sein. In diesem Kapitel werden wir dann auch alle notwendigen Begrif-
fe und Methoden aus dem Teilbereich der Summen 2m-ter Potenzen einfithren und
bereitstellen. ([1I) sowie alle anderen Resultate aus Kapitel 2, wie zum Bei-
spiel die zentralen Sitze von Jacobi und Prestel, beweisen wir anhand von
[P-D]. Dabei beweisen wir die Sétze im Vergleich zu [P-D] nicht neu, sondern for-
mulieren sie nur etwas ausfiihrlicher, gegebenfalls verstdndlicher und fiillen Liicken
oder Auslassungen, die die Autoren als nicht notwendig oder trivial empfanden . Des
weiteren formulieren wir im Vergleich zu [P-D] Aussagen zum besseren Versténdnis
auch teilweise um oder &ndern die Reihenfolge und geben ergidnzende Erlauterungen,
die ebenfalls zum Verstéindnis der Thematik dienen sollen.

Wie schon erwéhnt, kénnen wir (ILI) nur fiir ungerades m zeigen.

Es stellt sich dann natiirlich sofort die Frage, ob sich der Satz von Schmiidgen auch
fiir ein gerades m verallgemeinern ldsst und dies aber einfach nur anders gezeigt wird,
oder aber, ob es fiir gerades m gar nicht geht. In diesem Fall muss es dann aber ein
Gegenbeispiel zu geben.

Dass es so ein Gegenbeispiel gibt, zeigen wir in Kapitel 3 fiir m = 2.

Somit hétten wir dann gezeigt, dass fiir gerades m allgemein nicht gilt.

Unser néchstes Ziel ist es dann unter zusétzlichen, schéarferen Bedingungen an die
h;’s einerseits auch fiir gerades m solch eine Darstellung fiir f zu finden und ande-
rerseits, unabhéngig ob m gerade oder ungerade ist, die Darstellung von noch
weiter zu verbessern und, analog zu im quadratischen Fall, ohne die Produkte der
h;’s auszukommen. Dass es solch zusétzliche Bedingungen gibt, sehen wir dabei schon
im Verlaufe von Kapitel 2.

Da diese Bedingungen aber sehr allgemein und aufwendig zu priifen sein werden,
werden wir uns dann in Kapitel 4 auf den Polynomring in einer Variablen beschran-
ken, und diese Bedingungen konkretisieren und vereinfachen.

Alle Definitionen und Begriffe, die direkt und ausschliefllich zu den Summen 2m-ter
Potenzen gehoren, werden in dieser Arbeit vor deren erstmaliger Verwendung ausrei-
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chend im entsprechenden Abschnitt in Kapitel 2 und 4 eingefiithrt und erklért.
Allerdings kann man das Themengebiet der Summen 2m-ter Potenzen nicht ohne
Grundlagen, Begriffe und Resultate aus der Reellen Algebra, wozu die Summen 2m-ter
Potenzen als Verallgemeinerung ja auch gehoren, und der Bewertungstheorie ausfiihr-
lich angehen, verstehen und vereinfachen. Vor allem in den spéteren Beweisen greift
man oft auf Methoden und Resultate aus der Bewertungstheorie zuriick.

In Kapitel 1 fithren wir deshalb ein paar Grundlagen aus der Reellen Algebra (in
Abschnitt 1.1) und der Bewertungstheorie (in Abschnitt 1.2) ein und stellen hier auch
die spéter benotigten Resultate aus diesen beiden Themengebieten bereit.

Wer sich schon ausreichend mit Reeller Algebra und Bewertungstheorie beschéftigt
hat und in diesen Bereichen Grundlagenkenntnisse vorzuweisen hat, kann diese beiden
Abschnitte getrost iiberspringen.

In Abschnitt 1.3 beweisen wir noch ein Lemma, das fiir den weiteren Verlauf der Ar-
beit, vor allem Kapitel 2, sehr niitzlich sein wird.

Kommen wir zum Abschluss dieser Einleitung noch zum Gebrauch einiger Buchstaben
im Verlauf dieser Arbeit.

Ab jetzt sei me N\{0} immer eine positive natiirliche Zahl. Der Buchstabe m steht
dabei immer im Zusammenhang mit 2m-ten Potenzen von Polynomen. Das heifit, die
Zahl 2m gibt an, was fiir Potenzen von Polynomen wir betrachten. Der Buchstabe m
wird in dieser Arbeit keine andere Bedeutung haben.

Der Buchstabe A bezeichnet immer einen kommutativen Ring mit 1. A ist dabei ent-
weder ein allgemeiner Ring oder aber, wie in den meisten Féllen, der Polynomring
iiber R in n Unbestimmten.

Im Fall A = R[X},...,X,,] bezeichnet n immer die Anzahl der Unbestimmten im
Polynomring. Handelt es sich bei A um einen allgemeinen Ring, kann n auch fiir eine
beliebige natiirliche Zahl stehen.

Diese werden ansonsten auch oft mit [,k oder r bezeichnet.

s€ N bezeichnet immer die Anzahl der h;’s, die die Menge Wg(hy, ... ,hs) festlegen.
Der Buchstabe K steht immer fiir einen Korper.

O bezeichnet immer einen Bewertungsring und m sein maximales Ideal (siehe dazu
Abschnitt [1.2)).

Mit P bezeichnen wir immer einen Positivbereich. (siehe Abschnitt [1.1)).

Die in Abschnitt eingefiithrten Begriffe Modul der Stufe 2m und Semiordnung der
Stufe 2m werden immer mit M beziehungsweise S bezeichnet.
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1 Grundlagen

Wie in der Einleitung angekiindigt wollen wir, bevor wir mit der Verallgemeinerung
des Satzes von Schmiidgen beginnen, in diesem Kapitel einige Grundlagen aus der
Reellen Algebra und der Bewertungstheorie bereitstellen sowie am Ende des Kapitels
noch ein niitzliches Lemma beweisen.

1.1 Reelle Algebra

Beginnen wir also mit einigen grundlegenden Begriffen und Definitionen aus der Re-
ellen Algebra, wobei es hier hauptsidchlich um den Bereich von Anordnungen auf
Korpern und eben um bestimmte Darstellungen von Polynomen geht. In diesem Ab-
schnitt beschranken wir uns aber auf den quadratischen Fall (also m=1). Alle Begriffe
und Definitionen, die direkt im Zusammenhang mit Summen 2m-ter Potenzen stehen,
werden spater im Hauptteil ausfiihrlich erklart und eingefiihrt.

Wir gehen allerdings nicht sehr ausfiihrlich auf diesen quadratischen Fall und die da-
zu gehorenden, schon in der Einleitung erwdhnten Resultate ein, sondern erwdhnen
hier nur explizit diejenigen Begriffe und Resultate, die wir spéter im Hauptteil fiir die
Verallgemeinerung auf Summen 2m-ter Potenzen brauchen.

Fiir weitere Resultate und einen ausfiihrlichen Einblick in das Thema sei auf [P-DJ
verwiesen. Aulerdem gelten alle Resultate von Kapitel 2 und Kapitel 4 auch speziell
im quadratischen Fall, indem man einfach m=1 setzt.

Sei A ein kommutativer Ring mit 1.

Eine Teilmenge T' C A wird Prdpositivbereich von A oder Prdordnung von A
genannt, wenn folgendes gilt:

T+TCT, T-TCT, A°CT, und—1¢T.
Ein Prépositivbereich T von A wird Positivbereich von A genannt, wenn zusétzlich
TU-T = A gilt, und suppT :=T N —T ein Primideal von A ist.

Aus den Definitionen folgt, dass > A? in jedem Préipositivbereich enthalten ist und
selbst ein Priipositivbereich (der kleinstmégliche) ist, falls —1 ¢ > A? gilt.



Kapitel 1. Grundlagen 7

Eine Priaordnung T wird archimedisch genannt, wenn fiir alle a € A ein n € N
mit n —a € T existiert.

A wird reell genannt, wenn aus af + --- + a2 = 0 (a; € A) folgt, dass a; = 0 fiir
alle i € {1,...,r} gilt.
Ein Ideal I von A wird reell genannt, wenn A/I reell ist.

Fiir eine Teilmenge M C A definieren wir

Xy :={P C A | P ist Positivbereich, M C P} und
Xy ={P C A |P € Xy ist maximal in X)}.

Kommen wir nun zu ein paar Eigenschaften von solchen Prépositivbereichen. Fiir die
Beweise der Aussagen sei auf [P-D] verwiesen.

Behauptung 1.1 ([P-D] 4.1.4):
Wenn ein Prapositivbereich T von A mazimal (beziiglich C) ist, dann ist T' ein Posi-
tivbereich.

Korollar 1.2 ([P-D] 4.1.5):
Jeder Prdapositivbereich T von A ist in einem Positivbereich P von A enthalten.

Korollar 1.3 ([P-D] 4.1.6):
A besitzt genau dann einen Positivbereich, wenn —1 ¢ > A? gilt.

Die bisherigen Definitionen und Resultate gelten alle insbesondere auch fiir den Fall,
dass A = K ein Korper ist.
In diesem Fall gilt fiir einen Positivbereich P von K

supp P = PN —P ={0}.

Man priift leicht nach, dass fiir eine Anordnung < auf K die Menge
P.:={a € K | 0<a} ein Positivbereich von K ist.
Andererseits ist fiir jeden Positivbereich P von K die Relation <p, die durch

a<pb & b—acP (firabeK)
definiert ist, eine Anordnung auf K (siehe [P-D] 1.1.7).
Wir konnen also in Zukunft eine Anordnung < auf K mit ihrem Positivbereich P

von K und umgekehrt ein Positivbereich P von K mit seiner zugehorigen Anordnung
<p auf K identifizieren.
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Fiir einen Korper K ist —1 ¢ > K? dquivalent zu der Aussage, dass aus
ai+---+a2=0 (a; € K) schon a; =0 fiir alle 7 € {1,...,r} folgt.

Eine wichtige Tatsache fiir angeordnete Korper (also Kérper mit einer Anordnung be-
ziehungsweise einem Positivbereich) ist das folgende, in [P-D] (1.1.5) bewiesene und
auch als Finbettungssatz von Hdolder bekannte Resultat:

Jeder archimedisch angeordnete Korper kann ordnungstreu in R eingebettet werden.

Zum Ende dieses Abschnittes betrachten wir nun noch zwei weitere Resultate, die im
spateren Verlauf der Arbeit benutzt werden.
Diese beiden Sétze werden nur zitiert und es wird auf den Beweis in [P-D] verwiesen.

Fiir den ersten Satz benotigen wir noch folgende Notation:

Sei T'C A eine Praordnung und sei P € Xr.

Sei ap : A — A := A/supp P der kanonische Restklassenhomomorphismus.
Man sieht leicht, dass P ein Positivbereich von A ist, fiir den zusétzlich
supp P = {0} gilt.

Satz 1.4 ([P-D] 5.2.3):

Sei T' eine archimedische Prdordnung von A.

Dann gilt fiir alle P € Xr, dass P genau dann maximal in Xy ist,
wenn ap : A — R gilt.

Fiir den zweiten Satz sei A = R[X1,...,X,] konkret gegeben.

Fiir hq, ... hs € A sei

Wg(hi, ... hs) :={x € R" | hy(z) > 0,... ,hs(x) > 0}, und

T(hy,... he) = > B - b A%

ve{0,1}¢

Satz 1.5 ([P-D] 4.2.10):

Fiir f.hy,....hs € A = R[Xqy,... h] gilt: Wenn f > 0 auf Wg(hq, ... hs) ist (d.h.
wenn f(x) > 0 fir alle x € Wg(hy,...,hs) gilt), dann gilt t,f = 1 + ty fir gewisse
t1,lo € T(hl, e ,hg).
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1.2 Bewertungstheorie

Nach den Grundlagen aus der Reellen Algebra geben wir in diesem Abschnitt ein paar
Grundlagen, Definitionen und Resultate aus der Bewertungstheorie an, die im weite-
ren Verlauf als bekannt vorausgesetzt werden und sehr niitzlich oder sogar notwendig
sein werden.

Wie schon in der Einleitung erwéhnt, kann, wer sich schon intensiver mit Bewertungs-
theorie auseinandergesetzt hat und sich in den Grundlagen auskennt, diesen Abschnitt
getrost iiberspringen.

Fiir Interessierte an weiteren Resultaten und an der Bewertungstheorie an sich sei auf
[E-P] verwiesen.

Sei nun K ein Korper und I' eine angeordnete abelsche Gruppe.
Eine Bewertung v auf K ist eine surjektive Abbildung v : K — T' U {oco} mit
folgenden Eigenschaften: Fiir alle x,y € K gilt,

() v(x)=c0o=2=0
(2) v(zy) = v(z) +v(y)
(3) v(z +y) = min{v(z),v(y)}.
Aus diesen Eigenschaften lasst sich leicht schliefen, dass
v(l) =0, v(z™!) = —v(x), v(—x) = v(z)

fiir alle z € K gilt.
Wir nennen I' = v(K*) die Wertegruppe von v.
Wenn I' = {0} gilt, nennen wir v die triviale Bewertung.

Wir nennen v eine Rangl-Bewertung, wenn ' isomorph (als angeordnete Grup-
pe) zu einer nicht-trivialen Untergruppe von (R, + ,0) ist.

Wenn v eine Bewertung ist, dann ist die Menge
O, ={re K |v(z) >0}

ein Bewertungsring von K.
(Zur Erinnerung: Das bedeutet, dass fiir alle z € K*,x € O oder 27! € O gilt.)

Durch diese Definition von O, ist sofort ersichtlich, dass die Gruppe O; der Ein-
heiten von O durch
O ={re K |v(x)=0}
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und die Menge der Nicht-Einheiten durch
m, ={x € K |v(z) >0}

gegeben ist.

Ebenso wird durch die Definition von O, und m, sofort klar, dass ein x € K genau
dann in O, liegt, wenn z~! ¢ m, gilt. Dies gilt allgemein fiir Bewertungsringe.

m, ist das (einzige) maximale Ideal von O,, und wir nennen

K, = O,/m,

den Restklassenkdorper von v.

Jede Bewertung v auf K bestimmt also einen Bewertungsring O, von K.

Umgekehrt bestimmt jeder Bewertungsring O von K eine Bewertung w auf K mit
O = O,. (siehe [E-P] 2.1.2)

Zwei Bewertungen v; : K — I'; U {oo} (i = 1,2) werden dquivalent genannt, wenn sie
den gleichen Bewertungsring auf K definieren, also wenn O,, = O,, gilt.

Zwei Bewertungen v; : K — I'; U {oo} sind dabei genau dann #quivalent, wenn es
einen ordnungstreuen Isomorphismus ¢ : I'y — I’y gibt, mit ¢ o v; = vq. (siche [E-P]
2.1.3)

Wir kénnen also insgesamt sagen, dass die Bewertungsringe auf K den Bewertungen
v von K bis auf einen Ordnungs-Isomorphismus der Wertegruppe eins zu eins ent-
sprechen.

Wir schreiben (K,v) fiir einen Korper K mit einer Bewertung v auf K und nennen K
einen bewerteten Korper.

Ahnlich wie bei Betriigen werden die Begriffe "Cauchy-Folge* und "Konvergenz“ auch
beziiglich Bewertungen definiert (siche [E-P] Seite 50).

Analog zu Betrigen wird ein bewerteter Korper (K,v) dann vollstdndig genannt,
wenn jede Cauchy-Folge in K (beziiglich v) konvergiert.

Und wie bei Betrigen auch, besitzt jeder bewertete Korper (K,v) dann (bis auf

Bewertungs-Isomorphie) genau eine bewertete Korpererweiterung (K,v), die vollstén-
dig, und in der K dicht ist. (siehe [E-P] 2.4.3)

([? ) wird Komplettierung von (K,v) genannt.
Wir schreiben auch (K.v) fiir (K 7).



Kapitel 1. Grundlagen 11

Betrachten wir an dieser Stelle zur Verinnerlichung des Begriffs der Bewertung nun
einmal zwei einfache Beispiele fiir eine (nicht-triviale) Bewertung.

Als Korper K wihlen wir den Rationalen Funktionenkorper k(X) iiber einem belie-
bigen Korper k. Diese Wahl geschieht extra so, um den Bezug zu unserer eigentlichen
Arbeit herzustellen (mit £ = R) und um im spéteren Verlauf auf die Beispiele zurtick-
fithren zu konnen.

Beispiel 1:
Sei p € k[X] ein irreduzibles Polynom.
Wir definieren v, : k(X) - Z U {oo} durch

v,(0) := oo und durch
Uy (p”i) =,
g

wobei v € Z ist, und f,g € k[X]|\{0} nicht durch p teilbar sind.

Man rechnet leicht nach, dass v, eine Bewertung ist, die trivial auf & ist. Das bedeutet
U‘k =0.

v, wird p-adische Bewertung auf k(X) genannt.

Fiir den Restklassenkorper K, gilt K, = k[X]/(p), wie man sich leicht iiberlegt.

Beispiel 2:
Wir definieren ve, : k(X) - Z U {oo} durch
Voo (0) := 0o und fiir Polynome f,g € k[X]\{0} durch

Voo (i> = degg — deg f.
g

Auch hier rechnet man leicht nach, dass v, die Eigenschaften einer Bewertung erfiillt,
und es gilt ebenfalls dass v, trivial auf £ ist.

Voo Wird Grad-Bewertung genannt.

Man sieht leicht, dass K, _ = k gilt.

Kommen wir nun zum Abschluss des Abschnitts iiber Bewertungstheorie, indem wir
noch vier wichtige Resultate zitieren, die wir aber allesamt nicht beweisen werden.
Fiir den Beweis wird lediglich auf den entsprechenden Satz in [E-P| verwiesen.

Das erste Resultat bezieht sich dabei direkt auf unsere eben gezeigten Beispiele.

Satz 1.6 ([E-P] 2.1.4):

Sei k ein beliebiger Korper.

Jede nicht-triviale Bewertung auf k(X), die trivial auf k ist, ist entweder die Grad-
Bewertung vy, oder eine p-adische Bewertung fir ein irreduzibles Polynom p € k[X].
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Das néchste Resultat ist als Baer-Krull Darstellungssatz bekannt. Um es formu-
lieren zu kénnen brauchen wir noch einige Notationen.

Sei K ein Kérper und v : K — I'U{oc} eine Bewertung auf K mit BewertungsringO.
Die Quotientengruppe I' := I'/2T ist auf kanonische Weise ein [Fyo-Vektorraum.

Sei {m; | i € I} eine Familie von Elementen aus K* so, dass {v(m;) | i« € I} eine
[Fo-Basis von T ist. So eine Familie wird quadratisches Reprisentantensystem von K
beziiglich v genannt.

Satz 1.7 ([E-P] 2.2.5):

Es bezeichne X (K) und X(K,) die Menge aller Anordnungen von K beziehungsweise
von K,. Weiter sei {m; | i € I} ein quadratisches Reprisentantensystem von K. Dann
existiert eine bijektive Beziehung

{Pec X(K) | O ist P— konver} « {-1,1} x X(K,)

zwischen den P-konvexen Anordnungen von K und dem direkten Produkt aus Abbil-
dungen von I nach {—1,1} und den Anordnungen von K.

Eine niitzliche Folgerung aus dem Baer-Krull Darstellungssatz ist

Korollar 1.8 ([E-P] 2.2.6):
Ein Korper K besitzt genau dann eine nicht-archimedische Anordnung, wenn es auf
K eine nicht-triviale Bewertung mit reellem Restklassenkorper K gibt.

Das néchste Resultat sagt etwas iiber den Restklassenkorper einer Komplettierung
aus.

Satz 1.9 ([E-P] 1.3.4): B
Bei einer Rangl-Bewertung v gilt, dass der Restklassenkorper K, von K und der
Restklassenkorper K von K isomorph zueinander sind.

Das néchste Resultat ist eines der wichtigsten in der Bewertungstheorie und ist als
"Hensels Lemma“ bekannt.
Bevor wir dazu kommen, benétigen wir aber noch eine Definition.

Definition: Ein bewerteter Korper (K,0) wird henselsch genannt, wenn O auf
jeder algebraischen Korpererweiterung L/K eine eindeutige Fortsetzung hat.
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Hensels Lemma 1.10 ([E-P] 4.1.3):

Sei (K,0) ein bewerteter Korper und m das mazimale Ideal von O.

Weiter sei f v f die Restklassenabbildung von O[X] nach K[X] mit K = O/m.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (K,0) ist henselsch,

(2) Wenn f € O[X] eine einfache Nullstelle in K hat, d.h. es existiert ein a € O mit
f(@) =0 und f'(@) # 0, dann hat f auch eine Nullstelle o« € O und es gilt @ = a.

Bemerkung: Hensels Lemma beinhaltet noch weitere Aussagen (in [E-P] 4.1.3 sind
es insgesamt sieben), die alle zueinander dquivalent sind. Wir wollen an dieser Stelle
aber nicht darauf eingehen, da wir im weiteren Verlauf nur diese beiden benétigen.

Und nun zum Schluss noch eine hinreichende Bedingung fiir einen henselschen Kérper.

Satz 1.11 ([E-P] 1.3.1):
Sei (K,v) ein bewerteter Korper und v eine Rangl-Bewertung. Wenn (K ,v) vollstindig
ist, dann ist (Kw) henselsch.

1.3 Ein niitzliches Lemma

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels beweisen wir ein allgemeingiiltiges Lemma,
das weder mit Bewertungstheorie noch mit Reeller Algebra direkt etwas zu tun hat,
weshalb es auch gesondert in einem extra Abschnitt aufgefiihrt wird.

Das Lemma beschreibt die Identitit zweier, auf den ersten Blick total unterschiedli-
cher Polynome in einer Variablen iiber einem beliebigen Korper, die auch einen unter-
schiedlichen Grad zu haben scheinen. Es passt also nicht wirklich zu einem der ersten
beiden Abschnitte.

Auflerdem hat auch der Beweis nichts mit Methoden aus der Bewertungstheorie oder
der Reellen Algebra zu tun.

Der Beweis an sich ist zwar nicht schwer und erfordert keine Voraussetzungen aus
speziellen Gebieten, er ist aber trotzdem relativ lang und mit zwei Induktionen und
einigem Rechnen mit Binominialkoeffizienten und Polynomen ziemlich technisch, nicht
trivial und vor allem zum Lesen und Aufschreiben aufwéandig.

Dies und die Tatsache, dass eine direkte Folgerung aus dem Lemma fiir uns im wei-
teren Verlauf der Arbeit nicht unwichtig sein und des Ofteren zitiert wird, liefert also
durchaus eine Berechtigung dafiir, dass das Lemma beziechungsweise der Beweis hier
extra aufgefiihrt wird.

Sei also F' ein beliebiger Korper und d € N beliebig.
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Lemma 1.12:
Fiir eine Unbestimmte X und fir d € N gilt:

dIX = 2(—1)“@' (51 [(X +d)® =] .

Beweis: Sei Q(X) € F[X] ein beliebiges Polynom.

Wir definieren AQ(X) :=Q(X + 1) — Q(X)

und fiir e = 2,3, ... schreiben wir A°Q(X) := A(A*'Q(X)) fiir die e-te Differenz
von Q.

Sei nun Q(X) = X¢.

(i) Wir zeigen durch Induktion iiber e, dass

Acxd = i(—n“’ (e) (X + i) gilt.

- 1
=0

Induktionsanfang: e = 1

i(—l)li(i)(XJri)d = X'+ (X +1)4= (X +1)% - X9 =AX4

Induktionsvoraussetzung: A°X? = 3~ (—1)*7" () (X + i)™

Induktionsschluss: e :>+€1 +1 =

Zu zeigen: A1 X4 = ;}(—1)”1—" (ejl)(X + i)
Ae+1Xd — A(AeXd). B

YA (;(—1)”(;) (X + @')d)

= S DT+ 1) = D) (X )
= 2(—1)”(?)@ +1+i)+ 2(—1)“”(?)(?( + i)

33
+
=

TSN ) B
(mit Indexverschiebung: j =i+ 1)
— (X ted+ 1)d + 2(_1)e+1—j(Ae )(X —|—j)d + (_1)e+1Xd + Z(—l)eﬂ_i(;)(){ —I—i)d

-1
J =1

Il
—

= (S D[+ (] X+ (X e 1)

= (=1 X+ i(—l)e“—i(ef)()( +i)+ (X +e+1)

e+1

— ;(_Ue—i—l—i(e—;—l) (X + i)d

Somit ist (i) fiir alle e € N gezeigt, und wir kénnen e = d — 1 setzen. Daraus erhalten
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wir
d—1 J_1
ATEXE =) (1) X +4)% 1.12.1
S (T )ere (112.)
(i) Als néchstes zeigen wir durch Induktion iiber e = 1,...,d — 1, dass

AXP=d-(d—1)-...-(d—e+1) - X9+ p(X) gilt,
fiir ein p(X) € F[X]| mitdegp < (d — e).

Induktionsanfang: e = 1
AXd (X +1)?— X4

= S (xe-x

= X4d- X"t = Z()Xd i .&
=2
d
=d- X% 1—1—2 ( )Xd “und p(X) = (‘j)Xd_i
=2

Induktlonsvoraussetzung: firee {1,...,d — 2} gilt

A°XY=d-(d—1)-...-(d—e+1)-X¥¢4p(X) fiir ein p(X) € F[X] mit degp < (d—e).

Induktionsschluss: e = e 41

Zu zeigen: AT1XT=d-(d—1)-...-(d—e) - X 4+ ¢(X) fiir ein ¢(X) € F[X] mit

degg < (d—e—1).

Aetlxd — A(AeXd)

YAd-(d=1)-...-(d—e+1)- X+ p(X)) und degp < (d — €)

=(d-(d—1)-... ( —e+1)- (X+1)" 4 p(X +1))
—(d-(d=1)-...-(d—e+1)- X¥¢ 4 p(X))

:d~(d—1)-...~(d—e+1) (X + 1) — X¢] + p(X + 1) — p(X)
=d-(d=1)-...-(d—e+1) [(X +1)77° = X¢] + ¢ (X) mit ¢1(X) :=p(X+1)—p(X)
degq1 <degp—1<d—e—1(Dap(X+1) und p(X) den gleichen Grad und

den gleichen Leitkoeffizient haben.)
d—e )
— d (d_ 1) - (d—€+1) |:Z (d;e)deefz _dee _|_q1(X)

=d-(d=1)-...-(d—e+1) {Xd—e + (d — e) X d=e1 +C§ (47 X Aot — Xd—e
+ ¢ (X) ) N
=d-(d—1)-...-(d—e+1) [(d — )X  + go(X)] +q1 mit ¢2(X) := 3 () X e

= d~(d—1)~...‘(d—e+1)~(d—e)~Xd_e_1+gl~ (d—1) ~...~(d—e+1)iq:22(X) +q(X)
=d-(d=1)-...-(d—e+1)-(d—e) - X1 +¢(X) undde:;((]Xid—e—l
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Wir haben somit (ii) fiir e = 1,..., d — 1 gezeigt. Wir konnen also e = d — 1 setzen,
woraus AIXI=d-(d—1)-...-2- X! 4+ p(X) mit degp(X) < 1 folgt.
Also gilt

AT XY = d!X + h fiir ein h € F. (1.12.2)

Wenn man (|1.12.1) und (|1.12.2)) gleichsetzt, ergibt sich

d—1 d—1
Z(—l)d—H( _ )(X +i) ! =dX +h (1.12.3)
i
=0
fiir ein h € F.
Den Wert h erhélt man, wenn man in (1.12.3)) X = 0 setzt. Es gilt dann
d—1

h = ;)<_1)d_1_i (d;l)id

In 132.3 eingesetzt, folgt

d—1



2 Summen 2m-ter Potenzen

Nachdem wir nun einen kleinen Einblick in die Grundlagen der Reellen Algebra und
der Bewertungstheorie erhalten haben, kénnen wir mit dem eigentlichen Thema der
Arbeit, den Summen 2m-ter Potenzen beginnen.

In den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels wird dabei, wie in der Einleitung auf
Seite |3 erwiihnt, basierend auf [P-D] kontinuierlich auf unser erstes Ziel, die Verallge-
meinerung des Satzes von Schmiidgen (Satz , hin gearbeitet. Dieser wird dann
in Abschnitt 2.4 bewiesen.

Der zweite wichtige Satz dieses Kapitels, der sogenannte Charakterisierungssatz 11
(Satz [2.29)), der in Abschnitt 2.3 bewiesen und im Beweis fiir die Verallgemeinerung
von Schmiidgen benutzt wird, ist dann Ausgangspunkt fiir die weitere Vorgehensweise
in Kapitel 4.

2.1 Praordnungen und Semiordnungen der Stufe
2m

Die grundlegenden Begriffe fiir die Theorie der Summen 2m-ter Potenzen fithren wir
ganz allgemein iiber einem beliebigen Ring ein.

Sei A ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und m € N\{0}.
Definition 2.1: Eine Teilmenge T' C A wird Prdordnung der Stufe 2m genannt,
wenn folgendes gilt:

T+TCT, T-TCT, A>°"CT, und—1¢T.

Ist T eine Praordnung der Stufe 2m, dann nennen wir eine Menge M C A ein T-
Modul, wenn

1eM,M+MCM, TMCM, und — 1 ¢ M gilt.

In Zukunft wird 7" meistens S°°" := 3 A?™ sein, wobei wir dann anstatt von einem
T-Modul einfach von einem Modul der Stufe 2m sprechen.
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Bemerkung 2.2: Aus Lemma folgt (mit d = 2m) fiir alle a € A :
(2m)la € 37" =2

Es gibt also zu jedem a € A ein n € N und ¢1,¢2 € 32" mit na = ¢ — ¢o.

Lemma 2.3:
Wenn S ein maximales T-Modul ist, dann gilt S U —S = A,und S N —S ist ein
Primideal von A.

Beweis: (1) Wir zeigen SU —S = A.

Sei a € A. Annahme: a ¢ SU —S.

Dann gilt SC S —aT und S C S +aTl.

Wegen der Maximalitédt von S konnen diese beide Mengen keine T-Moduln sein. Des-
halb ist —1 in beiden Mengen enthalten, da alle anderen Eigenschaften eines T-Moduls
erfiillt werden.

Es gilt also —1 = s; + t1a und — 1 = sy — tya fiir gewisse t1,ty € T s1,59 € S.
Daraus folgt 0 = t;(t2a) + t2(—t1a) = t1 + ta + t189 + t251 und somit ist

—tl = tg + tlSQ + t281 eSs

Wiéhle n € N\{0} und ¢;,92 € sz C T mit na = ¢; — g2, was nach Bemerkung [2.2
geht.

Esgilt —n=n-(s—1+ta)=ns;+t1- (1 —q) =ns1 +tiqg +q - (—t1) € S
Daraus folgt —1 = (—n) + (n — 1) € S, was ein Widerspruch ist.

(ii) Sei p = SN —S. Wir zeigen, dass p ein Ideal ist.

p 4+ p C p ist klar. Wir miissen also nur noch Ap C p zeigen.

Seia € AbeEp.

Wir wéhlen (wieder nach Bemerkung n € N\{0} und ¢1,¢, € 3*" C T mit
na = qi — ¢.

Damit gilt nab C Tp — T'p, und mit +7p C p (was mit der Definition von p sofort
klar ist) folgt nab C p.

Annahme: ab ¢ S. Dann gilt ab € —S.

Daraus folgt ab = nab+ (n — 1)(—ab) € S was ein Widerspruch zur Annahme ist.
Also gilt: ab € S. Genauso zeigt man ab € —5.

Insgesamt erhalten wir ab € SN —S = p.

(iii) Als Letztes zeigen wir noch, dass p prim ist:

Es gilt p # A, da —1 ¢ S D p und daher —1 ¢ p gilt.

Seien a,b € p, b ¢ p, zu zeigen ist a € p.

OBdA sei b ¢ S. Daraus folgt S C Tbh+ S, woraus —1 € Tbh + S folgt (Wegen der
Maximalitét von S).

Daraus folgt —a?™ = —1-a*™ € Tha®" + S = Ta*"1(ab)+ S Cp+ S CS.

Dies ist dquivalent zu a®™ € —S, weshalb a*™ € p gilt (mit a®™ € A*™ C T C S).
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Das bedeutet gerade: a*" € p.
a € p folgt nun, durch m-fache Anwendung der folgenden Behauptung:

c? € p impliziert ¢ € p.

Beweis:

Annahme: ¢ ¢ p

OBdA sei ¢ ¢ S. Daraus folgt S C S + T¢, und wegen der Maximalitdt von S gilt
—1 = s+ tc fiir gewisse t € T, s € S.

Umgestellt ergibt dies s + 1 = —tc und durch Quadrieren folgt (1 + s)* = t2¢* € p.
Daraus folgt:

2m
sm=(1-(1+s)m=1-2m1+s)+> M) (-1)i(1+s)fel—2m(l+s)+p.
i=2
Daraus wiederum folgt 1+ (2m(s + 1) — 2+s*™) € (14 .5S)Np = @, was einen Wider-
— ————

=(2m—2)+2mseS
spruch darstellt.
((1 + S)Np = 0, da ansonsten s1,s5 € S existieren wiirden, mit 1 + s; = —s5, und
das wiirde —1 = s1 4+ s9 € S bedeuten, was ein Widerspruch wéire.) O

Definition 2.4: Ein Modul S der Stufe 2m in A wird Semiordnung der Stufe
2m genannt, wenn S U —S5 = A gilt, und SN S ein Primideal von A ist.

Bemerkung 2.5: Jedes Modul M der Stufe 2m ist in einer Semiordnung der Stufe
2m enthalten. (Mit Zorn’s Lemma, und der Tatsache, dass jedes maximale Modul der
Stufe 2m nach Definition eine Semiordnung der Stufe 2m ist.)

An dieser Stelle iiberlegen wir uns, was es im Spezialfall A = R iiberhaupt fiir Semi-
ordnungen der Stufe 2m geben kann.

Lemma 2.6:
In R gibt es nur eine Semiordnung S der Stufe 2m und zwar S = R?.

Beweis: In R gilt R? = R?>™. Deshalb folgt R? C S fiir jede Semiordnung S der Stufe
2m in R.

Angenommen es existiert ein x € S mit x ¢ R? dann gilt —z € R?> C S. Dann gilt
r € SN —S ={0}, da {0} das einzige Primideal in R ist. Also gilt z = 0 € R?, was
ein Widerspruch ist.

Also gilt insgesamt S = R2. O

Notation: Sei M ein Modul der Stufe 2m. Wir schreiben:

2m(A) :={S C A | S ist Semiordnung der Stufe 2m, und M C S}.
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Im Fall M = 3_*" schreiben wir auch Y?™(A), anstatt von Y27*(A).
Wenn klar ist, welcher Ring A gemeint ist, schreiben wir auch einfach Y3m.

Lemma 2.7:
Sei A ein Integrititsring mit QuotA = K. Die Semiordnungen S' € Y?*™(K) der
Stufe 2m entsprechen bijektiv den Semiordnungen S € Y*™(A) der Stufe 2m mit
SN —S=(0), dber die Abbildungen S" — S :=5"NA und

a

SHS’::{E

abe A a? e S, b+ o} . (2.7.1)

Beweis: (i) Sei 8" € Y?*™(K). Wir zeigen: S := S"N A € Y*™(A)
und SN =S5 = (0).

e 1cS:
leSSNA=:S

e S+ 5CS:
S+S=(SNA)+(SNA)C(S+I)NACTNA=S

o A?mS C S
AMS C KPmSNACK™SNACS NA=S

e —1¢5S
Dies ist klar, denn wire —1 € S, wiirde, wegen S C §’, —1 € S’ folgen.

e SN—=S=(0):
SN=S5CSN=5 = (0). (SN—5"ist nach Definition 2.4 Primideal im Kérper
K und somit das Nullideal)

e SU-S=A:
Seiz € Amitz ¢ S.
Daraus folgt « ¢ S" und da S’ Semiordnung ist, gilt dann —z € S’. Daraus folgt
—reS'NA=S.

(ii) Sei S € Y?™(A) und S’ definiert wie in (2.7.1))
Wir zeigen: S’ € Y*™(K).

e 1c S
1:%€Sl,da1-12m*1:165'_

e '+ 8 CS:
Aus ¢,5 € S’ folgt, per Definition von S’, ab*"~', cd*™ ' € S.
Daraus folgt (ad + cb)(bd)2™~! = ab?™~Ld>™ 4 cd?™~1p*™ € S.

: s ad+cb
Wiederum per Definition folgt “35= € S

Daraus folgt ¥ + 5 € 5"
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° KQmS/ g S/ .
Seien £ € K22 € §' (d.h ab*™ ! € S).
ES gllt .TZmCL (me)2m71 b2m—1 — me (me_1)2mfl (ame_l) c S

2m

Daraus folgt %% = ”y”j—: -y es.

y2™mb
o —1¢5:
Annahme: —1 € S".
Dann gilt —1 = ¢ fiir gewisse a,b € A, b # 0 mit ab* 1 e S.
Daraus folgt S > ab®™! = —p*" € —S woraus b € SN —S = (0), ein Wider-
spruch, folgt.

e S'N-5"=K":
Seien ¢ € K, und ¢ ¢ 5.
Daraus folgt ab®™~! ¢ S und somit ab*"~! € —S.Daraus folgt —ab*™! € S.
Nach Definition gilt deshalb 4* € S’
Daraus folgt —3 € 5.

e SN —5"=(0): (Das Nullideal ist das einzige Primideal im Kérper K)
Sei ¢ € §'N —5". (Also insbesondere b # 0 nach ([2.7.1)))
Es gilt ab®™~! € SN —S = (0) woraus a = 0 folgt(da A Integritétsring ist und
b# 0 gilt).
Daraus folgt ¢ = 0.
(iii) Sei S € Y*™(A) mit SN —S = (0).
Wir zeigen: {¢|abe A, ab®™ €S, b#0}NA=25.

e D: klar

e C: Angenommen es existieren a,b € A\{0} mit ab*"~' € S und ¢ € A\S,
dann gilt ¢ € —S. Daraus folgt ab®™~! = b*" - ¢ € —8S.
Daraus folgt ab*"~! € SN —S = (0), woraus a = 0 oder b = 0 folgt, was ein
Widerspruch zur Annahme ist.

(iv) Sei &' € V(K.
Wir zeigen: M = {¢|abe Aab®™ € S NA, b#0} =5

e D: Sei ¢ € 5. Daraus folgt ab® ! = > - (%) € S'N A.
o C: Sei ¢ € M, weshalb ab®™~! € §' gilt. Daraus folgt ¢ = (%)2m cab?™ e 9.

]



22 Kapitel 2. Summen 2m-ter Potenzen

Notation: Sei M ein Modul der Stufe 2m, und S € Y37 (A). Wir schreiben:
a0 A— Alp = A,

fiir die kanonische Abbildung von A in den Restklassenkorper A,
wobei p = SN —S ist. AuBerdem schreiben wir

S={a+placS}e YA,

fiir die Restklassenmenge von S, die auf kanonische Weise eine Semiordnung der Stufe
2m in A ist. Es gilt: SN —S = (0). Nach Lemma ist S eine Restriktion einer
Semiordnung S” der Stufe 2m in F' = Quot A. Wir definieren ST = S\(—S), dann
gilt fiir alle a € A,

a€ St e as(a) >g 0.

Satz 2.8 (Schwacher Positivstellensatz):
Fir f € A, sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f € ST fiir alle S € Y3 (A);
(2) of =1+ p, fir gewisses o € sz und € M;
(3) (1 +0)f =1+ p, fir gewisses 0 € 3.°™ und pu € M;

Beweis: (1)=(2): (Beweis durch Kontraposition) Wenn f32*"N(1 + M) = § gilt,
dann ist M’ = M — f3°" ein Modul der Stufe 2m, da dann —1 ¢ M’ gilt (die
anderen Eigenschaften sind klar).

Sei S O M’ Semiordnung der Stufe 2m (existiert nach Bemerkung[2.5] ).

Es gilt dann S € V37'(A)und —f € M, woraus f ¢ ST folgt.

(2)<(3): "<": trivial
"= Sei of = 1+ pund nf = ¢ — g fiir gewisse n € N\{0}, ¢1,¢q2 € 3°" (Nach
Bemerkung . Es gilt:

(I4+((n=1)+0+qo))f =nf+ 1+ p) + ¢l + p)
=1l+(q+p+qeuel+M

Mit g:=(n—1)+ 0+ qo € sz gilt dann 14+ ¢ € 1 + M, wie gewiinscht.
(2)=(1): Aus of = 1+ p folgt =1 = pu — of, woraus of ¢ —S folgt (sonst wire
—1 € S). Daraus folgt of € S™.

Daraus folgt f € St (da aus —f € =S, of € —S folgen wiirde). O

Als néchstes fithren wir den Begriff des archimedischen Moduls der Stufe 2m ein, der
im weiteren Verlauf eine entscheidende Rolle spielen wird.
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Definition 2.9: Sei M ein Modul der Stufe 2m. M wird archimedisch genannt,
wenn fiir jedes a € A ein n € N existiert, mit n —a € M.

Satz 2.10:

Sei S eine archimedische Semiordnung der Stufe 2m. Dann gibt es einen
(Ring-)Homomorphismus ¢ : A — R mit ¢(S) C R? und

kerop={a€ A|1+ka€csS, firallek € N}.

Beweis: Fir a € A definieren wir
Q. = {i ‘ (r,s) € Z x NT mitr—saGS}.
s

Qa # 0, da S Archimedisch ist.

Setze ¢(a) := inf @,, wobei das Infimum beziiglich der einzigen Ordnung < auf R
gemeint ist.

Wir zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist, d.h. dass fiir jedes @), das Infimum existiert, und
dass ¢ ein Homomorphismus mit den genannten Eigenschaften ist.

(i) Fir jedes a € A ist @), beschrinkt (was bedeutet, dass das Infimum existiert):
Sei © € @, beliebig; d.h. r —as € 5. Wihle n € N mit n +a € S.

Dann gilt r + sn = (r —as) + s(n+a) € SNZ =N.

Daraus folgt © > —n.

(ii) Fiir alle a,b € A gilt: ¢(a) + ¢(b) = d(a +b) :

Seien £ € Q, und ¢ € @, beliebig; also r — sa, u — vb € S und s,v € N*.
Daraus folgt (rv + us) — sv(a +b) = v(r — sa) + s(u — vb) € S,

was, per Definition von Qq4p, ™ € Qq4p bedeutet,

woraus ¢(a 4 b) < U = L4 U folgt

Daraus folgt (mit der Eigenschaft des Infimum)
o(a+b) < ¢la) + o(b). (2.10.1)
Wenn wir in (2.10.1) @ durch —a und b durch a + b ersetzen, erhalten wir
o(b) < o(—a) + ¢(a+0b). (2.10.2)

Als néchstes zeigen wir, dass —¢(a) = ¢(—a) gilt.

Seien £ € Q, und ¥ € )_, beliebig; also r — sa, u — v(—a) € S und s,v € N*.
Daraus folgt rv + su = v(r — sa) + s(u +va) € SNZ =N.

Daraus folgt —% < %, woraus —¢(a) < ¢(—a) folgt.

Dass —¢(a) > ¢(—a) gilt, zeigen wir durch Widerspruch.

Annahme: —¢(a) < ¢(—a).

Wihle (u,v) € Z x N* mit —¢(a) < & < ¢(—a).
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Daraus folgt v +va = u —v(—a) ¢ S und —(u + va) = —u —va ¢ S (folgt aus
—% < ¢(a)), was ein Widerspruch ist.
Also gilt —¢(a) > ¢(—a) und insgesamt

¢(—a) = —¢(a). (2.10.3)

Gleichung ([2.10.3) eingesetzt in (2.10.2) ergibt ¢(b) < —¢(a) + ¢(a + b),
was dquivalent ist zu ¢(a) + ¢(b) < ¢(a + b).

Zusammen mit (2.10.1)) folgt die Behauptung.

(iif) ¢(1) = 1:

Aus1—-1-1=0€ S folgt 1 = % € 1. Daraus folgt ¢(1) <1
Fir alle - € Q gilt r —s € 5.

Daraus folgt 7 > s und somit % > 1. Daraus folgt o(1) >1
Also gilt insgesamt ¢(1) = 1.

(iv) 4(S) C R

Seia € S, £ € (), beliebig; d.h. r —sa € S.
Daraus folgt r = (r — sa) + sa € SNZ =N,

was (r,5) € N x N* bedeutet, woraus £ > 0 folgt.
Daraus folgt ¢(a) > 0.

(v) Fir alle a,b € A gilt ¢(a) - ¢(b) = ¢(a-b) :

Wir zeigen zuniichst: Fiir alle t € 3% und a € A gilt ¢(ta) = ¢(t)¢(a).

Sei © € Q, beliebig; d.h. r — sa € S.

Daraus folgt 7t — sat =t - (r — sa) € S.

Mit (iv) folgt dann ¢(rt — sat) > 0.

Daraus folgt - ¢(t) — s - ¢(at) > 0 (folgt durch mehrfache Anwendung von (ii), da
r,s CZ und —¢(a) = ¢(—a)).

Daraus folgt ¢(at) < ~¢(t) und daraus ¢(at) < ¢(a)d(t).

Wenn wir a durch —a ersetzen, erhalten wir

b(~at) < S(-a)o(t).

Mit gilt dann —¢(at) < —¢(a)o(t), woraus ¢(at) > ¢(a)p(t) folgt.
Insgesamt folgt: ¢(at) = ¢(a)p(t)

Nun zeigen wir die Multiplikativitéit von ¢ fiir allgemeine a,b € A.

Wihle n € N mit nb = t; — t, fiir gewisse t1,ty € sz (mit Bemerkung .
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Dann gilt:
n - p(ab) = p(nab) = (at, — aty)
2 g(at)) — d(ats)
= ¢(a)op(t1) — ¢(a)p(ts) = ¢(a) - (¢(t1 — t2))

Da n # 0 gilt, folgt ¢(ab) = ¢(a)d(b).

(vi)kerp={a€ A|1+kaecS, VkeN}:

Fiir alle a € A mit ¢(a) > 0 gilt a € S.

(Ansonsten wire —a € S, woraus aus (iv) ¢(—a) > 0 folgen wiirde, und daraus mit
(2.10.3) —¢(a) > 0. Daraus folgt ¢(a) < 0, ein Widerspruch )

Sei a € ker ¢.

Dann gilt fiir alle k € N : ¢(1 = ka) & ¢(1) £ & - 9(@) = 0(1) Wy

=0
Daraus folgt 1 4+ ka € S.

Sei 1+ ka € S fiir alle k € N.

Mit (iv) folgt ¢(1 + ka) > 0, woraus mit (i) und (iii) 1 £+ k¢(a) > 0 folgt.

Fiir alle k € NT gilt dann 1 > |k¢(a)|.

Daraus folgt + > [¢(a)| was ¢(a) = 0 bedeutet.

Daraus folgt a € ker ¢ O]

2.2 Semiordnungen der Stufe 2m auf Koérpern

In diesem Abschnitt betrachten wir Semiordnungen der Stufe 2m auf Korpern.
Diese Verallgemeinerung bringt einige niitzliche Aspekte mit sich.

Lemma 2.11:
Sei T eine Prdiordnung der Stufe 2m auf einem Korper K. Dann ist
OT)={xe K |n+txeT fireinn c N} ein Ring.

Beweis: Es ist klar, dass 0 € O(T) gilt.

Um zu zeigen, dass O(T') ein Ring ist, geniigt es deshalb zu zeigen, dass O(T") abge-
schlossen beziiglich Subtraktion und Multiplikation ist.

Wir zeigen zuerst die Abgeschlossenheit unter Subtraktion.
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Seien x,y € O(T). Das heifit es existieren nq,ny € N mit ny £ xn, +y € T.
Sein' :=mn; +ny € N.

Dann gilt '+ (z —y) = (mi+2)+(no—y) €eT+TCT

und 7' — (x—y) =1 —a2)+ (ne+y) €eT+T CT.

Also gilt insgesamt n’ + (z —y) € T,

und somit folgt (z —y) € O(T).

Um die Abgeschlossenheit unter Multiplikation zu zeigen,

seien a,b € O(T), das heifit es existieren r,s € N mit r +a, st b e T.
Dann gilt 2(rs +ab) = (r+a)(s+b) + (r—a)(s—b) € T.

Daraus folgt rs + ab = $[2(rs + ab)] = (%)zm -22m=1 . 9(rs + ab) € T.
Genauso gilt 2(rs —ab) = (r —a)(s+b) + (r+a)(s—b) € T,

woraus analog zum vorherigen rs — ab € T folgt.

Mit der Definition von O(T') folgt ab € O(T'). O

Satz 2.12:
Sei S eine Semiordnung der Stufe 2m auf dem Korper K. Dann ist

OS)={ze K |ntxelbf firgewisse n € N}
ewn Bewertungsring von K mit maximalem Ideal
m(S):={x e K |1+kx €S firalle k € N}.
Augerdem gilt K := O(S)/m(S) C R und O(S)N S C R2.

Beweis: Sei T := Y K*™. Dann ist O(T) C O(S),da T C S.

Sei B O O(T) ein Unterring von K, der in O(S) enthalten ist, und beziiglich dieser
Eigenschaft maximal ist (So ein Ring existiert nach Zorn’s Lemma, da O(T') nach
Lemma ein Ring ist, der die Eigenschaften erfiillt).

Wir zeigen B = O(95).

B N S ist eine archimedische Semiordnung der Stufe 2m in B (archimedisch, da
B C O(9)).

Deshalb existiert nach Satz ein Homomorphismus ¢ : B — R

mit ¢(BNS) CR? und ker¢p ={b€ B |1+kbe S, fiir alle k € N}.

Sei p := ker ¢. Wir zeigen, dass B = B, gilt.

Sei b € B und ¢ € B\p. Dann gilt ¢(c*™ = ¢(c)?*™ > 0.

Deshalb existiert ein & € N mit k- ¢(c)*™ & ¢(b) > 0 (Da R archimedisch ist).

Da ¢ ein Homomorphismus ist, gilt ¢(kc*™ £ b) > 0.

Daraus folgt kc*™ +b € ¢~ (R*\{0}) C S.

Daraus folgt k 4 bc™2™ = (%)M (k™ £b) € S.

Daraus folgt b/c*™ € O(S).

Sei nun = € By, also x = ¢ fiir ein a € B und ein ¢ € B\p.
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Weiter sei b := ach_l. Es gilt b € B
Daraus folgt z = % = “j;n_l =2 € 0(9).
Daraus folgt B, C O(S ) und wegen der Maximalitéit von B beziiglich dieser Eigen-
schaft gilt somit B, C B.

Durch die Deﬁnition von B, ist klar, dass B C B, gilt,

also folgt insgesamt B, = B.

Als néchstes zeigen wir folgende Behauptung:
B ist ein Bewertungsring.
Dafiir zeigen wir zuerst:

Fiir alle o € K gilt entweder o*™ € B oder a™*™ € p. (2.12.1)

Sei dafiir t € T'.
(Bemerkung: Fiir einen Prapositivbereich T" der Stufe 2m gilt allgemein:

Aus z € T\{O} folgt L = (4 )2m m=1 e T)
Daraus folgt E T und daraus Wlederum folgt — € T.

1+t 1+t
Daraus folgt 1 I = 1it, - =€
Daauch 1—|— 1+t, 1+ = 1+t e T gilt,
folgt 1+t, 7 €0(T) C

Seit ¢ B. Dann gilt auch 1+t ¢ B (ansonsten waret = (1+t) —1€ B

)-
Annahme: 1—+t ¢ p. Daraus folgt 1+t € B\p. Daraus folgt 1+t = 4+ € B, = B, was

ein Wlderspruch ist. Also +t €p.

Daraus folgt 7 ¢ p (ansonsten wire 1 =
Also gilt 1+t € B\p.

Daraus folgt 2t = - € B, = B.

t 1+t

Daraus folgt ¢~ = . - € p.
Insgesamt gilt dann fiir t € T entweder t € B oder t~* € p.

Da o®™ € T =Y K*™ gilt, folgt somit (2.12.1]).

Um die Behauptung, dass B ein Bewertungsring ist, zu zeigen, sei O € K ein Bewer-
tungsring mit maximalem Ideal m, so dass B C O und m N B = p gilt.

Solch ein O existiert nach Chevalley’s Theorem. (siehe [E-P] 3.1.1)

Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir B = O zeigen.

Dafiir zeigen wir zuerst:

1+t

+ - € p, ein Widerspruch).

1+t 1+t

Fiir alle o € K gilt: aus o € O folgt o™ € B. (2.12.2)

Sei dafiir & € O mit o*™ ¢ B.
Aus (2.12.1) folgt dann 2™ € p C m.
Dann gilt 1 = a®™ - a~?™ € m, was ein Widerspruch ist.

Also gilt (2.12.2]).

Zusammen mit Bemerkung [2.2| folgt fiir alle o € O, dass (2m)!a € B gilt.
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Daraus folgt « € B (mit Q C O(T') C B).
Also gilt O C B, woraus B = O folgt, was die Behauptung zeigt.

Kommen wir zum urspriinglichen Ziel, B = O(S), zuriick.

Annahme: Es existiert ein a € O(S)\B.

OBdA koénnen wir annehmen, dass a € S gilt.

Wir setzen S’ :=a~1S.

Wir zeigen nun:

(i) S’ ist eine Semiordnung der Stufe 2m;

(i) aO(S") C O(9).

Fiir (i) geniigt es zu zeigen, dass —1 ¢ S’ gilt.

S'+ S CSund TS C S stklar, und 1 € S’ gilt, da a € S ist.

Wenn —1 € S’ gilt, dann gilt —a € S. Daraus folgt a € SN —S = (0), und aus a = 0
folgt a € B, was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Fiir (i) sei € O(S’), und ny,ny € Nso, dass ny +z € 8 =a'S und ny —an € S
gilt.

So ein ny existiert, da mit a auch na € O(S) gilt.

Dann gilt an; £+ ax € S. Daraus folgt ny + ax = (ny — any) + (any £ ax) € S.
Daraus folgt ax € O(S), womit (ii) gezeigt ist.

Nun wihlen wir B” auf die gleiche Weise, wie wir B in O(S) gewihlt haben.

Dann ist B’, wie B, ein Bewertungsring. Sein maximales Ideal ist

p={be B |1Ltkbe s firalle k € N}.

Behauptung: a € B'.

Sei a ¢ B, dann folgt mit und der Tatsache, dass B’ auf die gleiche Weise
gewonnen wurde wie B, dass a=! € p’ gilt.

Daraus folgt 1 + ka™! € S’ = a~1S, fiir alle k € N.

Mit a multipliziert, folgt a — k € S, fiir alle k € N.

Da a € O(S) gilt, existiert ein &' € N, mit k' —a € S.

Aus dem gerade Gezeigten folgt aber auch a — (k' + 1) € S.

Daraus folgt —1 = (k' —a) + (a — k' — 1) € 5, was ein Widerspruch ist,

und somit gilt a € B'.

Aus a € B’ folgt a*™ C aB’' C aO(S") C O(S).

Wir haben a ¢ B angenommen. Daraus folgt mit , dass a™! € p gilt,

woraus a 2™ € p folgt.

Das bedeutet gerade 1 £ ka=2™ € S fiir alle k € N,

woraus a*™ — k € S fiir alle k € N folgt.

Da aber, wie eben gezeigt, auch a®*™ € O(S) gilt, gibt es wieder ein &’ € N mit
K —a*™ e S.

Daraus folgt —1 = a*™ — (k' +1) + (k' — a*™) € S. Dies ist ein Widerspruch und somit
war unsere oben getroffene Annahme falsch, und es folgt

B =0(9),

was wir urspriinglich auch zeigen wollten.
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Daraus folgt schliefllich, dass O(S) ein Bewertungsring von K mit maximalem Ideal
m(S) = p ist.

Mit dem Homomorphiesatz folgt O(S)/m(S) = im ¢ C R.

Mit Satz folgt ¢(O(S)N S) C R?,

und somit gilt auch O(S) NS C R% O

Korollar 2.13:
Wenn ein Korper K eine Semiordnung der Stufe 2m hat, ist er reell.

Beweis: Sei S eine Semiordnung der Stufe 2m von K.

Dann ist K = O(S)/m(S) nach Satz ein Unterkorper von R und somit reell.
Also besitzt K eine Anordnung.

Aus dem Baer-Krull Darstellungssatz (Satz folgt dann, dass auch K eine Anord-
nung besitzt und somit auch reell ist. O]

Lemma 2.14:

Sei S eine Semiordnung der Stufe 2m auf K, und O ein Bewertungsring von K, der
O(S) enthdlt.

Dann ist das mazximale Ideal m von O S-konvex, und O N S ist eine Semiordnung der

Stufe 2m in K = O/m.

Beweis: Sei a € K\mund 0 <ga <gb € m,

wobei ¢ <g d durch d — s € S definiert ist.

Dies fithren wir nun zu einem Widerspruch.

Es gilt m Cm(S) C O(S) C O.

Also gilt b € m(S) und da m(S) und O(S) S-konvex sind, folgt a € m(S).

Dann gilt a®™~! € m(S), woraus a~ ™Y ¢ O(S) folgt.

Wir zeigen:

(i) 1 <gsb/a*™:

Wegen 0 <g a, gilt 0 <g %= = a~®™7V, woraus 1 <g a~®™~V folgt (wegen der
Konvexitat von O(5)).

Dann gilt a®™ <g a <g b, woraus (i) folgt.

(i) b/a*™ <5 1:

Wegen a ¢ m, gilt ! € O und somit auch a2 € O.

Dann gilt, wegen b € m, b/a*™ € m C m(S). Da 1 ¢ m(S) kann wegen der Konvexitét
von m(S) nicht 1 <g b/a®™ gelten, und somit folgt (ii).

Weil (i) und (ii) sich gegenseitig widersprechen, war unsere Annahme falsch, und somit
ist m S-konvex.

Sei S’ := SN O. Wir miissen noch zeigen dass S’ eine Semiordnung der Stufe 2m in
K ist.
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Da S eine Semiordnung der Stufe 2m ist, ist klar dass folgendes gilt:

§+8CS K" CS, 1es, Su-5 =K.

Es geniigt zu zeigen, dass —1 ¢ S’ gilt.

Angenommen es gilt —1 € S’. Dann gibt es ein s € SN O mit—1 = smodm, also
1+sem

Es gilt 1 <g 1+ s € m und da m konvex ist, folgt 1 € m, ein Widerspruch. [

2.3 Archimedische Moduln der Stufe 2m

In Abschnitt wurde der Begriff des archimedische Moduls eingefiihrt.

Wie dort schon erwéhnt, werden die archimedischen Moduln noch eine entscheidende
Rolle fiir diese Arbeit spielen.

Deshalb wollen wir uns in diesem Abschnitt ndher damit beschéaftigen.

Sei A ein kommutativer Ring mit 1.
Sei M ein Archimedischer Modul der Stufe 2m in A.
Wie vor Lemma [2.7] sei

S e YiM(A) ={S C A| S ist Semiordnung der Stufe 2m, M C S}.

Wie auf Seite 22/sei ag: A — A/p=Aund p =SN -9 (ein Primideal von A).
Weiter sei S, die durch S induzierte Semiordnung der Stufe 2m auf A mit
Sn—S=(0).

Sei S’, die wie in durch S induzierte Semiordnung der Stufe 2m auf F =QuotA.
Wir schreiben O fiir den Bewertungsring O(S’) (wie in Satz definiert).

Sei 0 : O(S') — L := O(5")/m(S") C R die kanonische Restklassenabbildung, die
nach Satz[2.12] nach R abbildet.

Da S archimedisch ist, weil M archimedisch ist, gilt A C O(S’), und somit lisst sich
o auf A anwenden.

Verkettet man nun ag und o, fiithrt dies zu einem Homomorphismus

g A AR,

mit ¢s(S) C R? (ag(S) € S C S und nach Satz 2.12[gilt O(S") N S’ C R?).
Es folgt S C ¢3! (R?) =: Ps, wobei Pg € X1 ist.

Satz 2.15:
Sei M ein archimedischer Modul der Stufe 2m in A. Dann gilt fiir alle S € Y37, dass
S genau dann mazimal in Y37 ist, wenn S € X1 gilt.
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Beweis: ”<:” Sei S e A/, Dann gilt nach Satz pg: A— ACR.

Sei @ € Y2 mit Q D S. Dann gilt S C Q ( beziiglich p = SN —S).

QN-Q = q ist ein Primideal von A. Sei < die (wegen A C R) von R induzierte
Anordnung.

Sei 0 < a € q. Dann gilt 0 < na € q.

Fiir alle n € N\{0} gilt dann entweder na < 1 oder na —1 € P C Q. Dann gilt aber
—1l=na—1-na€Q,danacq C —Q gilt. Dies ist aber ein Widerspruch und somit
gilt na < 1. Daraus folgt 0 < a < % fiir alle n € N\{0} und somit folgt a = 0. Dann
gilt g = {0}.

Sei nun x € Q. Angenommen es gilt x ¢ S, dann gilt —r € S C Q und somit = € q.
Dann gilt aber x = 0 was ein Widerspruch zu z ¢ S ist.

Also gilt @ = S und daraus folgt dann Q = S.

<" Es gilt S C Py € X, Da aber jeder Positivbereich automatisch eine Semi-
ordnung der Stufe 2m ist, gilt Ps € V37'. Wegen S maximal in Y37, folgt S = Py €
X O

Notation: Sei M ein archimedischer Modul der Stufe 2m.
Fiir a € A betrachten wir die Abbildung

G X LR,
die durch a(P) := ap(a) definiert ist.
a bildet wegen Satz [T.4] nach R ab.

Mit dieser Abbildung kénnen wir nun einen Satz formulieren, der zum ersten Mal etwas
iiber die Darstellung eines Elements b € A aussagt. Er ist sozusagen die Verallgemei-
nerung des Darstellungssatzes von Jacobi (siehe [P-D] 5.3.7), der im quadratischen
Fall (m=1) sehr wichtig und bekannt ist und stammt ebenfalls von Thomas Jacobi.

Satz 2.16:
Sei M ein archimedischer Modul der Stufe 2m in A, b € A und fiir alle S € (Y3m)™™ =
xmax gilt b(S) > 0. Dann gilt b € M.

Beweis: Sei b € A mit b(S) > 0 fiir alle S € (Y2m)™.
b(S) > 0 fiir alle S € (Y2m)™™ impliziert b(S) > 0 fiir alle S € Y2
Es gilt ag(b) = b(S) > 0 und daraus folgt

be ST. (2.16.1)
Mit Satz folgt dann, dass ein 7 € > A?™ existiert, mit

(1+7)bel+M. (2.16.2)
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v
Wegen 7 € Y A*™ existiert ein v € Nund by,..., b, € A mit 7= b?™.
i=1
Wir definieren

B :=7Z[bb,...,b,)) C A und
Mg :=MnNB.

Da M archimedisch ist, ist klar, dass Mp ein archimedischer Modul der Stufe 2m von
B ist.
Wir finden dann ein ¢ € N mit

gtb,qxby,...,qxtb, €1+ Mp. (2.16.3)

Fiir jedes € := (eq, ... ,e9,42) € {0,1,...,2m — 1}?**2 sei

ge = (H (q+0:)% - (g~ bz‘)wi) (g + D)™+ (g — b)*>2.

=1

Aus (2.16.1)), (2.16.3) und der Definition von Mp folgt dann g.,g.b € PT fur alle

P c Xﬁgx — y2 B)max‘
Nach Satz [2.8 existieren dann o, 0/ € >_ B*™ mit
(14 0¢)ge, (1 +0.)g:b € Mp.

Wir setzen

o=1+7)[[0+0)1+0.) €D B™

e

Mit den bisherigen Definitionen und Folgerungen gilt dann
ocbel+ M und og., og.b € M.
Wir definieren

My :=Mn{sb+r|seN\{0}, r e N} und
Stab(Mb) = {CL €A | aM, C M}

Dann gilt
0ge - My C Nog.b+ Nog, C M. (2.16.4)

Weiter definieren wir
TOTED DS I -

T'(g) ist eine Praordnung der Stufe 2m in B.



Kapitel 2. Summen 2m-ter Potenzen 33

Sei nun x € T(g) und a € M,.
Dann gilt

oxa C aaZBZm + ZageaZB2m
Cod B™M+Y MY B*™ (mit 216.))
C M. e

Daraus folgt
oT(g) C Stab(M,). (2.16.5)

Behauptung: T(g) ist archimedisch.

Fir 1 <i<wgilt g —b; = go € T(g) fiir ein €’ € {0,...,2m — 1}?*2,

AuBerdem gilt ¢ — b = go» fiir ein ¢’ € {0,...,2m — 1}2/+2

Also existiert zu jedem a € Z U {b,by,...,b,} ein k € Nmit a — k € T(g).

Seien nun aj,as € B und nq,ny € N mit ny — ay,ny — ag € T(g).

Dann gilt (n; + n2) — (a1 + az) = (ny — ay) + (ne — az) € T(g) und

3ning — ajas = (ny + ay)(ne — az) + ni(ng + asg) + no(ny — ay) € T(g).

Da jedes a € B aber gerade durch endliches Addieren und Multiplizieren von Elemen-
ten aus ZU{b,by, ... b, } gebildet wird, folgt induktiv, dass fiir jedes a € B ein N € N
mit N —a € T(g) existiert.

Somit ist gezeigt, dass T'(g) archimedisch ist.

Es existiert daher ein r € N mit r — o € T'(g).
Es gilt

Yy —0)=(r—o+0o)™ (r—o)

— <2§1 <2mz_— 1) o' (r — a)Qm—H) (r—o)

1=0
2m—1

2m — 1\ ,
— o 2m . i—1 . 2m—i
=(r—o)"+o Zzl ( ; )0 (r—o)
€ E A*™ 4+ 0 -T(g) C Stab(M,) (mit ([2.16.5))
2m

Wir setzen [ :=r
Dann gilt

2m __

l—o=r o=7r""Yr o)+ (r* ! —1)o C Stab(M,).

Wir definieren
Q:={(sr) [ s e N\{0}, r €Z, sb+r € M}.
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Sei nun (s,r) € Q. Dann gilt fir r >0

(shb+(rl—s)= (I—0) (sb+7r)+s(cb—1)+ ro
—— —— N — \/';
€Stab(M,) €M, eM €3 AFm

eM+M+ZA2m£M

Daraus folgt (sl,rl — s) € Q.

Da M archimedisch ist, existiert ein £k € N mit £k +b € M.
Also gilt (1,k) € Q.

Wenn wir das eben Gezeigte auf (1,k) anwenden, erhalten wir

(17 ) €

( -1e

(l2 l2 —1) e

(P 1°k l2)

(10k —el*™") € Q,

fiir alle e € N\{0}, die I°"'k — (e — 1)I°7% > 0 erfiillen.
e = lk + 1 erfiillt dies, und somit gilt

(1 1%k — 1kI*™t —1c7Y) = (1°, = 1Y) € Q.
=0

Mit der Definition von @ gilt dann °b — [~ € M, woraus
1°b = 1°b — [¢7t + [t € M folgt.
Daraus folgt b = (lle)zm (1P fb e M. O

Wir wollen den eben bewiesenen Satz nun konkret im Polynomring iiber R anwenden.
Sei ab jetzt A =R [Xq,...,X,].
Notation: Fiir hy,... hs; € A, definieren wir

Wg(h) := Wg(hq,...,hs) :={a € R" | hy(a) > 0,... hs(a) >0} C R™.

und

M2 (hy, .o hg) =Sy S 4 R DT

Dabei ist M?™(hy, ... ,hs) ein Modul der Stufe 2m genau dann wenn —1 ¢ M>™(hy, - -
gilt.



Kapitel 2. Summen 2m-ter Potenzen 35

Satz 2.17:

Fiir hy, ... ,hy € A sei M = M*™(hy,... hs) ein archimedischer Modul der Stufe 2m.
Sei f € Amit f>0 auf Wg(h)

Dann gilt f € M.

Beweis: Sei S € (YI)™™ = Xm™> (Satz 2.15).
ag bildet wegen Satz [I.4 nach R ab.

Wegen h; € M C S gilt ag(h;) > 0.

Das bedeutet ki (X1, ..., X,) = h; = ag(h;) >0,

und somit folgt (X7,...,X,) € Wr(h). Wegen f > 0 auf Wg(h) folgt dann

f(8) =as(f) == f(X1,.... Xn) > 0.
Mit Satz folgt dann f € M. O

Anhand dieses Satzes sehen wir, dass die entscheidende Bedingung fiir eine “schéne”
Darstellung (als Summe 2m-ter Potenzen) von einem f mit f > 0 auf Wg(h) die
Archimedizitit von M = M*™(hy, ... h,) ist.

Wir brauchen deshalb notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dass ein Mo-
dul M der Stufe 2m archimedisch ist.

Satz 2.18:
Sei M = M*"(hy,....hs) ein Modul der Stufe 2m. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) M ist Archimedisch;

(2) Wr(h) ist kompakt, und X352 = (Y3m)™*

(3) Wr(h) ist kompakt, und fir alle f € A gilt:

f >0 auf Wg(h) impliziert of € 1+ M fir ein o € Z2m.

Beweis: (1)=(2): Wenn fiir ein a € R" hy(a), ... hs(a) > 0 gilt, dann gilt

(00 + hio1 + ... hsos)(a) > 0, fur alle o, ...,04 € ZQm. Deshalb gilt fiir alle f € M
und alle a € Wg(h), f(a) > 0.

Da M Archimedisch ist, existiert ein N € N, mit N — > X? € M.

Daraus folgt N — > a? > 0 fiir alle a = (ay, . ..a,) € Wg(h). Daraus folgt

la| = /3 a2 < v/N und somit ist Wg(h) beschrinkt (und damit kompakt).

Apax = (V2™ folgt direkt aus Satz [2.15]

(2)=(3): Weil f strikt positiv auf Wg(h) ist, folgt mit Satz [1.5] dass ¢1f = 1+ ¢, fiir
gewisse t1,ty € T(hy,... .hs) = 3 A b2 7™ gilt.

veq{0,1}s
Fir P € X, gilt t1,t; € P und sc{)mi}t folgt dann
OzP(f) : ap(tl) = Cvp(tlf) = O./P(l + tl) > 0. (Da 1+ tl € P\ — P gllt)
Wegen ap(ty) > 0 folgt dann ap(f) > 0, und somit gilt, dass f strikt positiv auf Xy,
ist, also insbesondere auch auf X5 = ()am )™
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Seien 51,9 € V2" und S; € Sy. Wenn f ¢ S; gilt, dann folgt —f € S; € Sy und
somit f ¢ Sy .

Also folgt aus f € Sf auch f € S

Insgesamt folgt damit, dass f sogar strikt positiv auf Y27 ist, also gilt f € ST, fiir
alle S € Y2,

Mit Satz 2.8 existiert dann ein o € 32" mit of € 1+ M.

(3)=(1): Da Wg(h) kompakt ist, existiert ein k € N mit £+ X;,....k+ X, > 0
auf Wg(h).
Dann gilt fiir alle e = (ey, .. .,e2,) € {0,...,2m — 1}*",

ge = [1(k = X)%(k + X;)%*" > 0 auf Wg(h).

1=

1

Mit (3) und Satz ((2)=(3)) gilt dann, dass es zu jedem e ein t, € 3> gibt, mit
(1+t.)ge € M.

Sei t € 327" so, dass 1+t =[], (1 +t.) gilt, und sei

T =" (k+ Xy,... k+X,),

der von k £ Xq,...,k+ X,, und ZQm erzeugte Unterhalbring von A.

Es gilt dann (14 ¢)7" C M.

T" ist eine Praordnung der Stufe 2m, da —1 ¢ 7" gilt. Denn wére —1 € T, dann
wiitde —1 = —1 —t 4+t = (14+t)(=1)+t € M +3.*" C M, ein Widerspruch, gelten.
Die anderen Eigenschaften sind klar, da 7" ein Halbring ist.

Behauptung: T” ist Archimedisch.

Wegen der Definition von T folgt, dass zu jedem a € RU{X3,..., X, } ein k£ € N mit
k —a €T’ existiert.

Seien nun fi,fo € A und ny,ne € N mit ny — fi,ne — fo € T".

Dann gilt (ny +n2) — (fi + f2) = (n1 — fi) + (n2 — fo) € T" und

3n1n2 — f1f2 = (Tll + fl)(ng — fQ) + nl(nQ + f2) + ng(nl — fl) € T’

Da jedes f € A aber gerade durch endliches Addieren und Multiplizieren von Ele-
menten aus R U {Xy,...,X,,} gebildet wird, folgt induktiv, dass fiir jedes f € A ein
N € Nmit N — f € T' existiert.

Somit ist gezeigt, dass T” archimedisch ist.
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Wir kénnen daher ein [ € N mit [ — ¢ € 77 wihlen. Dann gilt:
A+ 1 —t)=Q+t+1—t)* 1 —1)

_ Qf (2m - 1) L+ ) (=1 =)

- 1
=0

NS (27"2,_ 1) (1+ 811 — )2

=1
eT+(1+t)T"C M,

woraus [ —t € M folgt, da (1+1)>"' € N und somit (14 1)~ ¢ 3> gilt,

Sei nun o € 3°°". Da T” archimedisch ist, gibt es ein s € N mit s — o € T".

Sei r :=s(1 +1).

Dann gilt r —o = (1+t)(s — o)+ s(l —t) + to € M.

Daraus folgt, dass man zu jedem o € Z2m ein 7 € N findet, mit r — o € M.

Da A = 37" — 3°*" gilt (mit Bemerkung , folgt daraus schon, dass es zu jedem
a € Aein N € N gibt, mit N —a € M. Damit ist gezeigt, dass M archimedisch ist. [

Diser Satz zeigt uns, dass die Kompaktheit von Wg(h) eine notwendige Bedingung
dafiir ist, dass M archimedisch ist.
Leider liefert er uns keine sinnvolle hinreichende Bedingung.

Um hier eine Verbesserung zu erziehlen und weiter zu kommen, benttigen wir neue
Hilfsmittel und Methoden.

Diese liefert uns hauptsichlich die Bewertungstheorie, aber es werden auch einige Be-
griffe zu Formen vom Grad 2m (eine Verallgemeinerung der Quadratischen Formen)
benotigt.

Diese Begriffe werden wir nun an dieser Stelle einfiihren

Notation: Fiir einen Koérper K und fiir ¢q,...,c, € K nennen wir, analog zu den
Quadratischen Formen,

p=1{ct,....co) =1 2" + -+, 22,

eine ("diagonalisierte”) Form vom Grad 2m in den Unbestimmten Zi,...,Z,.
Sind alle ¢; # 0, so heifit p regulér.
Wir schreiben (cy, . .. ,c,)" fiir den reguliiren Teil von p, das heifit, dass aus der obigen

Notation alle ¢; mit ¢; = 0 gestrichen werden.

Definition 2.19: Fiir zwei Formen p = (a4, ...,a,) und 7 = (by,...,b;) definieren wir
die Summe von p und 7 (geschrieben als pL7) durch

pLt = {ay,....a.,b1,... b)) .
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Weiter schreiben wir kp := pL --- Lp fiir das k-fache von p.
——

k—mal

Definition 2.20: Eine Form (cy, ... ,c,) wird 2m-isotrop iiber K genannt, wenn ein
r-Tupel (z1,...,2.) € K"\{0} existiert, mit }_, ¢;z?™ = 0.

Definition 2.21: Eine Form p wird schwach 2m-isotrop iiber K genannt, wenn
np 2m-isotrop ist, fiir ein n € N.

Bemerkung 2.22: Wenn K reell ist, dann ist eine Form (¢, ...,c,) genau dann
schwach 2m-isotrop, wenn >, ¢;o; = 0 gilt, fiir gewisse o; € Y K?™ nicht alle 0.

Definition 2.23: Fiir zwei Formen p = (a4, ...,a,) und 7 = (by, ... ,b;) definieren wir
das Produkt von p und 7 (geschrieben als p Q) 7) durch

pQT = (aiby,...,a:by, ... a1by, ... a.by) .

Definition 2.24: Analog zu der Pfister-Form im quadratischen Fall, definieren wir

({ar, - a0)) g = @ (Liai, a7 ).
i=1

Kommen wir zu einem niitzlichen Lemma, das die schwache 2m-Isotropie einer Form
iiber K mit den Semiordnungen der Stufe 2m von K verkniipft.

Satz 2.25:

Sei p = (l,aq,...,a,) eine requlire Form tber K.

Dann ist p genau dann schwach 2m-isotrop iber K, wenn p indefinit tiber allen Se-
miordnungen S der Stufe 2m von K ist, das heiffit wenn —a; € S fiir mindestens ein
1 <1 gilt.

Beweis: "=": Sei S eine beliebige Semiordnung der Stufe 2m von K.
Wenn p schwach 2m-isotrop iiber K ist, existieren oy,...,0, € > K?™ nicht alle
o; = 0, mit

0=09+ai01+...+a.0,.

OBdA sei o, # 0.
Annahme: Es gilt aq,...,a, € S. Dann folgt

—a,0, =09+ ...+ a_10,_1 €5,

woraus a,0, € SN —S = {0} und wegen o, # 0, dann a, = 0 folgt. Das ist ein
Widerspruch, da p regulér ist.
Also existiert mindestens ein ¢ < r mit a; ¢ S und somit —a; € S.
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"«<": Wenn p nicht schwach 2m-isotrop ist, gilt

1@ K™ 4a ) K™+ .. +a,» K™ =M"(a,... a)= M.

Dann ist M ein Modul der Stufe 2m von K. Sei S O M eine Semiordnung der Stufe
2m von K, die nach Bemerkung auf jeden Fall existiert.
Dann gilt aq,...,a, € S und somit ist p nicht indefinit {iber S. ]

Wie schon erwéhnt, benétigen wir im weiteren Verlauf etwas Bewertungstheorie, und
hier im speziellen folgende Notationen, die wir ganz allgemein fiir einen beliebigen
Ring A einfiihren.

Notation: Sei A ein beliebiger kommutativer Ring mit 1.

Sei F}, := Quot(A/p) fiir ein p € Spec A und p reell.

Weiter definieren wir R!(p) als die Menge aller Rang 1-Bewertungen v auf F, mit
reellem Restklassenkorper.

Auflerdem sei

R (p) = {ve R (p) | v(X;) <O, fiireini € {1,...,n}}.

Sei ab jetzt wieder A = R[Xq,...,X,].

An dieser Stelle schieben wir ein Lemma aus der reellen Algebra ein, das spéter im
Beweis der Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen benétigt wird.

Lemma 2.26:
Sei A= R[Xy,... . X,] . Wenn Wg(h) = Wr(hi, ... hs) kompakt ist, dann ist die Form
T = <1,h1, o ,hs>* fiir alle reellen p € Spec A und alle v € R (p) indefinit beziiglich

allen Anordnungen von (F,,v). (Also total indefinit.)

Beweis: Seiv € R! (p) mit zugehdrigem Bewertungsring O und mit maximalem Ideal
m und sei < eine Anordnung auf F\p.

OBdA sei v(X;) <0 und 0 < X;.

Dann gllt v(s) > 0 fiir alle r € N,

woraus == € m folgt.

Daraus follgt 1— X% = lmod m,

also hat das Polynom X? — (1 — —) die einfache Nullstelle 1 in O/m.
Da (ﬁp,v) nach Satz henselsch ist, hat das Polynom nach dem henselschen Lemma
(vergleiche (1.10})) dann auch eine Nullstelle z in F,.

Also existiert ein x € ﬁp mit x? — <1 — X—1> = 0.
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Daraus folgt_yl —r=a2X, >0,
woraus r < X; folgt.

Weil Wg(h) kompakt ist, existiert ein N € N so, dass die Formel

YY1, Yn (N <y =\ by, pn) < 0)

i=1

in R gilt.

Nach Tarski’s Transferprinzip ( siche [P-D] 2.1.10) gilt sie dann auch im reellen Ab-
schluss von (ﬁ, <).

Wegen N < X, folgt dann h; = h;(X1,...,X,) < 0 fiir mindestens ein i < s.

Also ist 7 indefinit beziiglich <. O

Kommen wir nun zu unserem Ziel zuriick, eine sinnvolle, hinreichende Bedingung fiir
die Archimedizitéit eines Moduls der Stufe 2m zu finden.

Dies tun wir ausgehend von Bedingung (3) in Satz 2.18|

Satz 2.27:

Fiir ay,...,as € A sei M = M*™(ay,...,as) = 22m+a122m+---+a522m.

Weiter sei a € A. Dann existiert ein o € ZQm mit oa € 1+ M genau dann, wenn die
Form (1, — @,ay, ... ,a,) fir alle reellen p € Spec A schwach 2m-isotrop fiber

F, = Quot A ist, wobei A= A/p ist.

Beweis: "=": Sei oa € 1+ M fiir ein o € 3°" .

Daraus folgt ca =1+ o, + a101 + - - - + a0, fiir gewisse oy, ...,04 € sz .

Sei p ein beliebiges reelles Primideal. Wir betrachten die obige Gleichung dann in
F, = Quot A = Quot A/p.

Es gilt 5a =1+ 0, + @01 + -+ + @50, und 7,...5, € y_ F*™

Das ist dquivalent zu0=1-140,—a-c+aj;-01+---+as - 0s

Daraus folgt, dass (1, — @,ay, . ..,a,) schwach 2m-isotrop ist.

"<": (Beweis durch Kontraposition)

Sei a X" N(1+ M) = 0.

Daraus folgt —1 N (M —a 3*™) = 0.

Somit ist M’ = M —a 32> ein Modul der Stufe 2m.

Nach Bemerkung [2.5] gibt es dann eine Semiordnung S der Stufe 2m mit S O M’

Sei p = SN —S. S ist dann eine Semiordnung der Stufe 2m von A = A/p.

p ist somit reell, und es gilt SN —S = {0}. Somit kann S auf F, = Quot A fortgesetzt

werden (Lemma [2.7). B
Weil 1, — a,aq,...,as € M' C S gilt, folgt 1, — a,ay,...,a, € S.
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Somit kann die Form (1, — @,ay, ...,a;)" nicht schwach 2m-isotrop iiber F, sein (Satz
2.25). u

Diesen Satz modifizieren wir weiter.

Satz 2.28 (Charakterisierungssatz I):

Sei M = M*™(hy, ... hs) ein Modul der Stufe 2m und f € A.

Dann existiert ein o € sz mit of € 1+ M genau dann, wenn f > 0 auf Wg(h)
gilt und fiir alle reellen p € Spec A und alle v € R (p), die Form <1, — f.h,. .. ,h_5>*

schwach 2m-isotrop tber der Komplettierung (Fyv) ist.

Beweis: "=": Sei p = <1, — fha, ... ,h_s>* .

p ist nach Satz[2.27)schwach 2m-isotrop iiber F,. Dann ist p auch schwach 2m-isotrop
tiber (Fp,v).

Daof =1+ p fur ein p € M gilt, folgt f > 0 auf Wg(h), denn es gilt 1 > 0 auf
Wg(h) und somit 14+p > 0 und o > 0 auf ganz R™. Somit muss f > 0 auf Wg(h) gelten.

"< Wir zeigen durch Induktion iiber die Krulldimension d von A = A/p, dass p
schwach 2m-isotrop iiber F ist.

d=0:Wegen d=0, gilt A=R.

Sei < (=<g) die eindeutige Anordnung auf R. Wenn h; = h;(X1,...,X,) > 0 fiir
alle h; gilt, dann gilt X,,...,X,, € Wg(h).

Da f > 0 auf Wg(h), folgt f = f(X1,...,X,) > 0. Also gilt —f < 0.

Insgesamt folgt, dass p indefinit beziiglich < ist und da < die einzige Semiordnung der
Stufe 2m von R ist (vergleiche Lemma [2.6)), ist p indefinit iiber allen Semiordnungen
der Stufe 2m von R und somit nach Satz schwach 2m-isotrop iiber R = Fj.

d > 0: Angenommen p ist nicht schwach 2m-isotrop iiber Fj,.

Dann existiert eine Semiordnung S C F}, der Stufe 2m mit —f.hi,...,hs €S.

Nach Satz ist O(S) ein Bewertungsring von F,,.

O(S) ist verschieden von F}, denn wire O(S) = F;,, wiirde nach Satz [2.12)

F, = 0O(S)/m(S) C R gelten, was ein Widerspruch zu d > 0 wére.

Sei nun O ein maximaler echter Bewertungsring von F,, der O(S) enthélt, und m sein
maximales Ideal.

(So ein maximaler Oberring existiert nach [E-P] (3.4.6) und der Tatsache, dass der
Transzendenzgrad von F,/R endlich ist.)

Nach Lemma [2.14]ist SN O eine Semiordnung der Stufe 2m in O/m. Somit ist der
Restklassenkorper O/m von O reell (mit Korollar [2.13).

AuBerdem ist die zu O gehorige Bewertung v nach [E-P] (2.3.2) eine Rang1-Bewertung,
und somit liegt v in R (p).

Wir betrachten nun 2 Falle.
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Fall 1: X4,....X, € O.

Weil R C O(S) C O gilt, folgt A C O.

Dann gilt:

(a) p’ = ANm ist ein reelles Primideal von A und p’ # 0.

Daraus folgt: Krulldimension (A/p’) <

(b) Nach Lemma [2.14] existiert eine Sennordnung S” der Stufe 2m in O/m mit
—f+m, hi4+m,... hy+meS.

Deshalb kann die Form <1, —f4+m h4+m,..., hy+ m>* nach Satznicht schwach
2m-isotrop iiber Quot(A/p’) sein (mit Quot(A/p’) € O/m).

Sei nun p” das Urbild von p’ unter der kanonischen Restklassenabbildung A — A.
Dann gilt A/p’ = A/p".

Wegen der Isomorphie folgt dann, dass <1, — f.h, ... ,h_5>* nicht schwach 2m-isotrop
iiber Quot A/p” ist, was ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung ist, da die
Krulldimension von A/p” 22 A/p’ nach (a) kleiner d ist.

Fall 2: Es existiert ein i mit v(X;) < 0.
Dann gilt v € RL (p).

Nach Voraussetzung gilt dann, dass <1, — fha,. .. ,h_s>* schwach 2m-isotrop iiber (F},v)
ist.
Da aber der Abschluss S von S in (Fy,v) auch wieder eine Semiordnung der Stufe 2m

in (Fy,,v) mit 1, — f,hy,...,hy €S C S ist, ist dies ein Widerspruch zu Satz [2.25|
Man sieht also, dass beide Fiélle zu einem Widerspruch fiithren, was zeigt, dass unsere
Annahme falsch war.

Insgesamt folgt also, dass p schwach 2m-isotrop iiber F} ist, und somit folgt die Be-
hauptung mit Satz [2.27] O

Nun sind wir in der Lage den sogenannten Charakterisierungssatz 11, der ebenso wie
der Charakterisierungssatz I von Alexander Prestel stammt, zu formulieren, der so-
wohl eine hinreichende als auch eine notwendige Bedingung fiir die Archimedizitét
von M?™(hy,... hs) liefert. Er charakterisiert sozusagen gerade die archimedischen
Moduln.

Satz 2.29 (Charakterisierungssatz II):
Sei M = M*™(hy, ... hs) ein Modul der Stufe 2m. Dann ist M genau dann archime-
disch, wenn Wg(h) kompakt ist und fiir alle reellen p € Spec A und alle v R RL(p),

die Form 7 = <1,h1, coyhg > schwach 2m-isotrop tiber der Komplettierung (Fp,'u) 18t.

Beweis: "=": Wg(h) ist nach Satz (1) = (3) kompakt.
Also existiert ein N € Nmit f:=N -3 X2 > 0 auf Wg(h).
Wieder mit Satz[2.18 (1) = (3) folgt die Existenz eines o 6 S mit of € 14 M.

3
Deshalb ist die Form <1 — f,h1, s>* nach Satz [2.28 schwach 2m-isotrop iiber
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o —

(Fy,v) fiir alle reellen p € Spec A und alle v € RL (p). Das bedeutet gerade
— J— J— —2m
0=0— foo+ hioy +...+ hso, fiir 0,09,...,05 € Z(Fp,v) ) (2.29.1)

Sei nun p € Spec A reell und v € R (p) beliebig. o o

OBdA konnen wir deshalb annehmen, dass v(X;) < 0 und v(X;) < v(X;) fur alle
1 < n gilt.

Sei O der zu v gehorige Bewertungsring mit maximalem Ideal m.

Dann gilt U(N/Yfm) > 0 und somit N/Yfm €em.

AuBlerdem gilt 1 — N /EZm € 0.

Deshalb liegt p(X) := X?™ — (1 — Xi%) in O [X]

und es gilt p(X) = X** — 1 mod m.

p hat also die einfache Nullstelle 1 in O/m. Da v eine Rangl-Bewertung ist, gilt das
henselsche Lemma (siehe Satz|1.10)) in m = (ﬁ;,@)

Daraus folgt, dass p eine Nullstelle x € E’; besitzt.

Also gilt 2?™ — (1 — %) =0.

X1
Daraus folgt N = X X m
Setzt man dies in das anfangs definierte Polynom f ein, ergibt sich
f= _E2m$2m — Yg%n — = X_n2m und somit
— =2m ———2m ——2m ———2m
—f:X12 x2m+X22 +...+Xn2 € (Fpw)
Setzt man dies in (2.29.1)) ein, ergibt sich
_— P —2m
0=0"+o01h) + ...+ 0shs fiir 0/,01,...,05 €Y (Fy,0)

woraus folgt, dass 7 = <1,h_1, o ,h_s>* schwach 2m-isotrop tiber (F,,v) ist.

—

7«<": Wenn 7 schwach 2m-isotrop iiber (F,,v) ist, dann gilt fiir alle f € A, dass
<1, — fha,. .. ,h_s>* auch schwach 2m-isotrop ist.

Dies gilt insbesondere fiir alle f € A mit f > 0 auf Wg(h).

Nach Satz existiert deshalb fiir alle f € A mit f > 0 auf Wg(h) ein o € 3> mit
of €1+ M.

Mit Satz (3)=(1) folgt, dass M archimedisch ist. O

2.4 Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen

Unser eigentliches Ziel, die Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen, ist eine An-
wendung des Charakterisierungssatzes II. Bevor wir jedoch dazu kommen, benétigen
wir noch ein Lemma, das allgemein fiir einen Koérper K, der R enthélt, gilt.
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Sei also K O R ein Korper.

Lemma 2.30:
Sei T eine Prdordnung der Stufe 2m in K. Wenn m ungerade ist, dann existiert eine
Anordnung (der Stufe 2) P D T.

Beweis: Wir zeigen zuerst:

T:ﬂs,

TCS
S T—Sem.

wobei S alle T-Semiordnungen von K durchlduft, also alle Teilmengen S C K mit

S+SCS,TSCS 1€8, —1¢S, K=SU—-Sund SNn-S5={0}.
Dabei ist "C” klar.

Zeigen wir also "D

Sei hierfirz € (| S,

TCS
S T—Sem.

Annahme: z ¢ T.

Wir definieren 77 := T — 2T und zeigen, dass T" ein T-Modul der Stufe 2m ist.
Hierfiir gentigt es zu zeigen, dass —1 ¢ T” gilt, alle anderen Eigenschaften sind klar.
Angenommen es gilt —1 € T".

Dann existieren t1,to € T mit —1 = t; — xts.

Daraus folgt © = % (1+t) = (%)m 5™ (1+1t) € T (da T eine Priordnung
der Stufe 2m und somit multiplikativ ist). Dies ist aber ein Widerspruch zur anfangs
getroffenen Annahme.

Also gilt —1 ¢ T und somit ist 7" ein T-Modul.

Sei M D T’ ein maximaler T-Modul.

Somit ist M nach Lemma [2.3] und Definition [2.4] eine T-Semiordnung

und nach Voraussetzung gilt somit x € M.

AuBerdem gilt —x € T" C M, woraus x € —M folgt.

Daraus folgt © € M N —M = {0}, da M N —M nach Lemma [2.3] ein Primideal und
K ein Korper ist.

Also gilt = 0 und somit z € T was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Also war diese falsch und insgesamt folgt x € T,

und somit haben wir T'= [ S gezeigt.

TCS
S T—Sem.

Seinun 7" := YT :={a € K | a™ € T}.
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Behauptung: 7" ist eine Priordnung (der Stufe 2) mit 7" C 7T".

e TTCT:
Aus a € T folgt a™ € T. Also gilt a € T".

oM. TCT:
Seien a,b € T" also a™,b™ € T. Daraus folgt (ab)”™ = a™b™ € T. Also gilt ab € T".

e K2CT":
Es gilt (a?)™ = a®™ € T, da T Priordnung der Stufe 2m ist.
Also gilt a? € T".

o —1¢T":
Angenommen es gilt —1 € 7".Dann gilt nach Definition (—1)" € T.
Da m ungerade ist gilt aber (—1)™ = —1, also folgt —1 € T, was ein Widerspruch
ist. Insgesamt gilt also —1 ¢ T".
(Hier geht die Voraussetzung, dass m ungerade ist, ein.)

o T+ T CT":
Seien a,b € T', also a™,b™ € T.
OBdA kénnen wir annehmen, dass a,b # 0 gilt.
Sei S O T eine beliebige T-Semiordnung (und damit auch automatisch eine
Semiordnung der Stufe 2m) und O(S), der wie in Satz deﬁnierte, zugehorige
Bewertungsring mit maximalem Ideal m(S) und Restklassenkorper R.
Weiter sei v die zu O(S) gehorige Bewertung,.
OBdA sei v(a) < v(b). Setze ¢ := 2, dann gilt v(c) > 0 und somit ¢ € O(S).
Auflerdem gilt ¢™ = Z—: = b:;inm eTCS.
Also folgt e™ € SNO(S) C R
Daraus folgt (wieder wegen m ungerade) ¢ C R
Wir withlen d € K mit d° = 1 +c.

Daraus folgt 13%7 = 1 und somit gilt

1+c=d* (1+ p) fiir ein p € m(9).
Dann gilt:

(1+c)" =d*™(1+u)e TS C S (fiir ein ' € m(S)), daraus folgt
(a+b)"=a"(14+c)"eTSCS.

Da S eine beliebige T-Semiordnung war, gilt

(a+b)me N S=T.
TCS
S T—Sem.

Daraus folgt (a +0) € T".

Damit ist gezeigt, dass 7" eine Praordnung (der Stufe 2) ist,
und somit existiert nach |1.2| eine Anordnung P (der Stufe 2) mit
POT'DT. ]
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Dieses Lemma wurde erstmals 1979 von Eberhard Becker bewiesen [B2] und existierte
somit schon lange vor der Arbeit von Wormann und Jacobi.

Jetzt ist die komplette Vorarbeit geleistet und wir kommen zu unserem eingangs
erwihnten Ziel.

Satz 2.31 (Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen):

Sei m € 7 ungerade.

Seien hy,...,hs € A=R[Xy,...,X,] so, dass Wg(h) = Wg(h1,...,hs) kompakt ist..
Weiter sei

T2(he,..he) = S R R P = MP((RY - hY),),

und f € A mit f >0 auf Wg(h).
Dann gilt f € T*"(hy, ... hs).

Beweis: Wir zeigen, dass T := T?"(h4, ... ,h,) archimedisch ist.

Mit dem Charakterisierungssatz 11 (Satz|2.29) miissen wir dafiir zeigen, dass die Form
T = <<1,h_1, o ,h_s>>;n schwach 2m-isotrop iiber (F,,v) ist, fiir alle reellen p € Spec A
und alle v € R (p).

Sei dazu p ein beliebiges reelles Primideal von A und v € R!_(p) beliebig.

_—

Weiter sei K := (F},v).
Annahme: 7 ist nicht schwach 2m isotrop iiber K.
Dann gilt —1 ¢ T?™(hy, ... hs).

Also ist T?™(hy, . .. ,hs) eine Priordnung der Stufe 2m in K. (Die anderen Eigenschaf-
ten sind klar.)

Nach Lemma existiert dann eine Anordnung P D T?"(hy, ... h,) in K.

Wegen h; € T?™(hy, ... ,hs) fiir alle i < s, sind alle h; nicht-negativ beziiglich P.
Dies ist aber ein Widerspruch zu Lemma , das wegen der Kompaktheit von Wg(h)
besagt, dass hi,...,h, indefinit beziiglich jeder Anordnung von K sind.

Also war die Annahme falsch und es gilt, dass 7 schwach 2m-isotrop iiber K ist.
Insgesamt folgt, dass T%"(hy, ... hs) archimedisch ist.
Wegen f > 0 auf Wg(h) folgt mit Satz dann f € T?"(hy,...,hs). O



3 Gegenbeispiel zur
Verallgemeinerung des Satzes
von Schmiidgen im Fall m=2

Wie gerade gesehen, konnten wir fiir den Fall dass m ungerade ist, eine Verallgemei-
nerung des Satzes von Schmiidgen auf Summen 2m-ter Potenzen erzielen. Dabei ging
die Voraussetzung, dass m ungerade ist, explizit im Beweis von Satz ein, da wir
ansonsten Lemma nicht hitten benutzen diirfen.

Die Frage, die sich dann natiirlich stellt, ist, ob diese Verallgemeinerung fiir gerades
m auch gilt und man es einfach nicht oder eben anders beweisen kann, oder aber, ob
diese Verallgemeinerung fiir gerades m im Allgemeinen gar nicht gilt.

Dies hétte man dann gezeigt, wenn man ein Gegenbeispiel zu Satz finden konn-
te, das heifit, man miisste zu einer geraden Zahl m Polynome f hq,... h, € A =
R[X1,...,X,] finden, die alle Voraussetzungen von Satz erfiillen und es gilt trotz-
dem f & T?™(hy, ... hy).

Dass es so ein Gegenbeispiel gibt und somit die Verallgemeinerung von Schmiidgen
im allgemeinen fiir gerades m nicht gilt, zeigen wir in diesem Abschnitt.

Formulieren wir also zuerst die Existenz solch eines Gegenbeispiels in einer Behaup-
tung und beweisen diese dann anschliefend.

Behauptung 3.1 (Gegenbeispiel):

Seim € N gerade und A = R[X7, ..., X,|. Weiter seien hq,... ,hs € A=R[X7,...,X,]
mit Wg(h) kompakt. Es ezistiert ein f € A mit f >0 auf Wg(h) und

FET™(hy,. . h) = 3 A b T

ve{0,...,2m—1}s

Beweis: Als erstes wihlen wir unser gerades m € Z.

Sei also m = 2.

Wir wihlen als Ring A den Polynomring iiber R in einer Variablen (also n = 1).
Es ist also A = R[X].

Wir definieren

h:zhl ;:1_X2_
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Dann gilt
= X*'—2X%2+1 und P = —X6 +3X*—3X%+1,
und weiter
T(h):=T"(h) =Y A"+ h-Y A+ h*- > A 4+ n*. > At
Weiter wahlen wir
f=X+2
Es gilt dann

Wg(h) = [-1,1] ist kompakt und es gilt f >0 aufiWg(h)
Wir zeigen nun, dass f ¢ T'(h) gilt.

Annahme: f € T'(h)
Dann gilt: f = 09 + 01h + 02h® + o3h3 fiir gewisse o; € > A%

Bevor wir die Annahme nun zu einem Widerspruch fiithren, zuerst noch ein paar
einfache Bemerkungen, die entweder aus der Linearen Algebra bekannt sind oder die
ganz einfach aus den bisherigen Definitionen folgen und die im weiteren Verlauf des
Beweises benutzt werden:

e Fiir i € {0,...,3} gilt entweder dego; = 4 - n; fiir ein n; € N
oder deg o; = —o0.

e Da f # 0 gilt, sind nicht alle o; = 0 und deshalb existiert ein ¢ € {0,...,3}
mit dego; > 0. Somit besitzt {dego; | 0 < ¢ < 3} ein Maximum und es gilt

.....

e Fiir p € A beliebig bezeichnen wir den Leitkoeffizienten von p im folgenden mit

LK(p).
o Fiir p,g € A\{0} gilt deg(pg) = degp+degq und es gilt LK(pg) =LK(p)+LK(q).
e Fiir p,g € A gilt: Ist degp # degq, so gilt deg (p + ¢) = max{degp, degq¢}.

e fiir p,g € A gilt: Ist degp = deg ¢ und LK(p)+LK(q) # 0,
so gilt deg(p + q) = degp = degq.

e Wenn o; # 0 gilt, so ist LK(o;) > 0.

Wir fithren nun eine Fallunterscheidung durch und unterscheiden die Fille je nachdem
welches der o; (0 < i < 3) maximalen Grad hat.
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Fall 1: l%axg{deg o;} = degos

.....

Dann gilt

degos + 6 > degos +4 > degoy + 4, und
degos 4+ 6 > degos+ 2 > dego; + 2, und
deg oz + 6 > degoz > 0y.
Aus diesen drei Ungleichungen folgt
deg(h®c3) > deg(h®c,), und
deg(h’o3) > deg(ho,), und
deg(h’a3) > deg oy.
Daraus folgt
deg f = deg(h*c3) = 6 + degos > 6,
was ein Widerspruch ist.

Fall 2: iréax3{deg o;} = deg oy

.....

Dann gilt

degoy +4 > degoy +2 > dego; + 2, und
degoy +4 > degoy > 0.

Aus diesen zwei Ungleichungen folgt

deg(h?cy) > deg(hoy), und

3.1.1
deg(h?ay) > deg op. ( )

Zusétzlich folgt aus Fall 1, dass deg oy > degos gilt.
Sei ohne Einschrankung o3 # 0, das bedeutet dann deg o3 = 4ng.

Dann gilt 4ny > 4ns, daraus folgt ny > ng,
daraus folgt ny — 1 > ng3, daraus folgt 4ny — 4 > 4ng, (3.1.2)
und daraus folgt degoy — 4 > deg os.

Daraus folgt degos + 4 > degos + 8 > degos + 6,
woraus deg(h%oy) > deg(h®o3) folgt.
Zusammen mit (3.1.1)) folgt

deg f = deg(h®0y) = 4+ deg oy > 4,

was wiederum ein Widerspruch ist.
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Fall 3: E%axg{deg o;} = deg oy

Es gilt degoy + 2 > degoy > deg oy,
woraus

deg(hoy) > degoy folgt. (3.1.3)

Aus Fall 2 folgt, dass dego; > deg oy gilt.

Mit der gleichen Argumentation wie in folgt degoy — 4 > degos.
Daraus folgt degoy + 2 > degos + 6 > deg oy + 4,

woraus

deg(hoy) > deg(h?oy) folgt. (3.1.4)
Aus Fall 1 folgt deg oy > deg 0y, woraus wieder wie in

degoy — 4 > degoy folgt.
Wir unterscheiden an dieser Stelle nochmal in zwei Unterfélle.

Fall 3.1 dego; —4 > degos

Dann gilt degoy + 2 > degos + 6,
woraus deg(hay) > deg(h3o3) folgt.

Zusammen mit (3.1.3]) und (3.1.4]) folgt
deg f = deg(hoy) = 2+ deg oy > 2,

was wieder einen Widerspruch darstellt.

Fall 3.2 dego; — 4 = degos

Daraus folgt deg oy + 2 = degos + 6,
und daraus

deg(hoy) = deg(h®03). (3.1.5)
Es gilt LK(hoy) = —LK(0y) < 0,

und LK (h%03) = —LK(03) < 0.

Daraus folgt LK(hoy)+LK(h%03) < 0, woraus mit (3.1.5))

deg(hoy + h*03) = deg(ha,) folgt.

Zusammen mit (3.1.3)), (3.1.4) und (3.1.5) folgt daraus

deg f = deg(hoy) = 2+ deg oy > 2,
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m=2 o1
was wieder ein Widerspruch ist.
Fall 4: Er(l)axg{deg o;} = degoy
Aus Fall 3 folgt deg oy > degoy,
woraus wieder wie in (3.1.2]) deg oy — 4 > deg oy folgt.
Daraus folgt deg oy > degoy +4 > degoy + 2, und daraus
deg og > deg(hoy). (3.1.6)
Aus Fall 1 folgt deg oy > degos.
Daraus folgt wieder wie in (3.1.2])
degog — 4 > deg o3. (3.1.7)
Aus Fall 2 folgt deg oy > degos,.
Auch hier folgt wieder wie in (3.1.2)
degog — 4 > degoy. (3.1.8)
An dieser Stelle unterscheiden wir (3.1.7) und (3.1.8) in 3 Unterfille.
Fall 4.1 degoy—4 =degos (damit folgt automatisch degos > deg o)
Daraus folgt deg oy = degos +4 < degos + 6.
Daraus folgt deg oy < deg(h®o3).
Insgesamt folgt aus Fall 4.1 zusammen mit (3.1.6) dann
deg f = deg(h’03) = 6 + deg o3 > 6,

was wieder ein Widerspruch ist.
Fall 4.2 degoy—4 > degos und degog—4 > dego,
Mit der Argumentation aus (3.1.2)) folgt aus den beiden Ungleichungen,
dass deg oy — 8 > deg o3 und deg oy > degos + 4 gilt.
Daraus folgt dann deg oy > degos + 8 > degos + 6,
woraus deg oy > deg(h3c3) folgt und deg oy > deg(h?oy).
Aus diesen beiden Ungleichungen folgt zusammen mit (3.1.6)) dann

deg f = degoy =4-ng
was auch hier wiederum ein Widerspruch ist, da 4 - n, # 1 gilt.
Fall 4.3 degoy—4 > degos und degog—4 = dego,
Aus der ersten Ungleichung folgt direkt aus Fall 4.2, dass
deg og > deg(h®o3) gilt. (3.1.9)
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Aus der zweiten folgt deg oy = deg oy + 4, was dquivalent ist zu
deg oy = deg(h*0y). (3.1.10)

Es gilt LK(ag) > 0,

und LK (h?03) =LK(03) > 0.

Daraus folgt LK(0¢)+LK(h%09) > 0, woraus mit
deg(og + h%03) = deg(oy) folgt.

Zusammen mit und folgt daraus dann

deg f = deg(0y) = deg(h’oy) = 4 + deg oy > 4,

und somit fithrt auch dieser Fall zu einem Widerspruch.

Insgesamt fiihren also alle Fallunterscheidungen zu einem Widerspruch, was bedeutet,
dass unsere Annahme falsch war.

Also gilt f ¢ T'(h). O



4 Genauere Betrachtung des Falls
A = R[X1]

Wie wir gerade gesehen haben, gilt die Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen
fiir gerades m nicht.

Daraus ldsst sich schlielen, dass die relativ einfache Bedingung der Kompaktheit von
Wg(h) hier nicht dafiir ausreicht, dass T%™(hy, ... ,hs) archimedisch ist. Deshalb kann
man auch Satz 2.6l nicht anwenden.

Man muss also den Umweg iiber den Charakterisierungssatz I1 und seine bewer-
tungstheoretischen Bedingungen gehen, um zu sehen ob ein Modul M = M?™(hy, ... h,)
(der Stufe 2m) archimedisch ist und somit (wegen Satz aus f > 0 auf Wg(h)
auch f € M folgt.

Der Vorteil ist dafiir aber, dass man fiir M nicht T?™(hy, ... ,h,) wihlen muss, was
bei der Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen ja der Fall ist, sondern auch
M?*™(hy, ... ,hs) nehmen kann. Somit hat man, im Fall dass M wirklich archimedisch
ist, fiir alle f > 0 auf Wg(h) eine einfachere Darstellung, da die Produkte der h;’s
wegfallen.

Der Umweg iiber den Charakterisierungssatz II ist somit nicht nur eine Mdoglichkeit
um auch bei geradem m sagen zu konnen, ob ein f mit f > 0 auf Wg(h) eine be-
stimmte Darstellung (aus Summen 2m-ter Potenzen) hat, sondern er kann auch fiir
ungerades m eine Vereinfachung der Darstellung liefern.

Zur Erinnerung und weil der Satz fiir diesen Abschnitt so wichtig ist, zitieren wir
ihn an dieser Stelle noch einmal.

Charakterisierungssatz II (Satz [2.29): Sei M = M*"(hy,...,hs) ein Modul der
Stufe 2m. Dann ist M genau dann archimedisch, wenn Wg(h) kompakt ist und fiir
alle reellen p € Spec A und alle v € R (p), die Form 7 = <1,h1, o ,hs>* schwach

—

2m-isotrop tiber der Komplettierung (F,,v) ist.

Definition: Fiir ein p € Spec A und eine Bewertung v auf F}, nennen wir den Koérper

—

(Fy,v) zuldssig, wenn p reell ist und v € RL_(p) gilt.
Die zulassigen Korper sind also genau die Korper iiber denen 7 schwach 2m-isotrop
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sein muss, damit M?™(hy, ... h,) archimedisch ist.

Die Anzahl der zuléissigen Korper kann natiirlich sehr hoch sein (je nachdem wie viel
reelle Primideale p es gibt und wie viele Bewertungen in R!_(p) liegen) und somit ist
es natiirlich alles andere als einfach, die schwache 2m-Isotropie von 7 zu priifen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt deshalb auf den Fall A = R[X;] = R[X] be-
schranken und fiir diesen Fall einerseits die reellen Primideale in Spec A als auch die
Bewertungen in SR. (p) und somit insbesondere die zulissigen Kérper nicht nur auf
eine geringe Anzahl bringen, sondern auch konkret bestimmen.

Wie wir im ersten Teil des Abschnittes sehen werden, gibt es fir A = R[X] sogar
nur eine/Bﬂertung, die die Voraussetzungen erfiillt, und somit nur einen zuléssigen

Korper (F,,v) iiber dem die schwache 2m-Isotropie nachgepriift werden muss.

Wir machen somit aus dem Begriff "fiir alle” im Charakterisierungssatz II eine kon-
krete Aussage fiir nur eine Bewertung beziehungsweise einen Korper, und bekommen
somit eine deutlich einfachere Formulierung des Satzes.

Im zweiten Teil des Abschnittes werden wir dann sogenannte Restklassenformen ein-
fithren, mit deren Hilfe wir dann im dritten Teil einen Satz beweisen werden, der es

uns erlaubt, die schwache 2m-Isotropie von 7 iiber R anstatt tiber (F,,v) zu priifen,
was dann noch einmal zu einer Verbesserung des Charakterisierungssatzes fithren wird.

Sei also ab jetzt immer A = R[X].

4.1 Bestimmung der zulissigen Korper

Schauen wir als Erstes, welches die reellen Primideale in A sind.
Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass

SpecA={0}U{X —a|acR}U{(X —a)’+b|abecR,b#0}

gilt.
Sei also p € Spec A.
Wir betrachten die 3 verschiedenen Moglichkeiten fiir p.

DHp=0._
Dann gilt A := A/p = R[X].
R[X] besitzt eine Anordnung, also ist p reell.
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() pe{X —a|acR}.

Dann gilt A =R,

und somit ist p reell.

M) pe{(X—a)+b|abeR,b+#0}
Dann gilt A = C,

und somit ist p nicht reell.

Wir miissen also im weiteren Verlauf nur noch die beiden Fille (I) und (II) betrachten.
Kiimmern wir uns jetzt um die Menge R. (p).

Fall I: Seip =0

Dann gilt F, = Quot A = R(X).
Sei v € R!(p), das bedeutet, dass v eine Rangl-Bewertung ist und dass der Restklas-

senkorper R(X), reell ist.
Behauptung: v ist trivial auf R.

Angenommen v|g wére nicht trivial. Der Restklassenkorper von v|g ist als Unterkorper
von R(X'), auch reell. R hiitte somit eine nicht-triviale Bewertung mit reellem Rest-
klassenkorper, was nach Korollar bedeuten wiirde, dass R eine nicht-archimedische
Anordnung besitzen wiirde. Dies wére aber ein Widerspruch.

v muss also auf R trivial sein.

Nach Satz kann v dann entweder die Gradbewertung v, oder eine p-adische Be-
wertung v, fiir ein irreduzibles Polynom p € R[X] sein. (Definition der Bewertungen
auf Seite

Us hat den Restklassenkoérper R und somit einen reellen Restklassenkorper, v, hat
den Restklassenkorper R[X]/p und somit nur dann einen reellen Restklassenkorper,
wenn p = X — q fiir ein a € R gilt.

Es gilt also

R'(p) = {va} U{v, | p=X —a, a € R}.

Es gilt:
(i) veo (X) = —1 < 0 und somit v € R (p);
(i) v, (X) =1 >0 fiir p= X, und somit v, ¢ RL (p);
(iii) v, (X) = 0 fiir p = X — a und a # 0, und somit v, ¢ R (p);
Also folgt
Roo(P) = {vsc}-

Fall IT: Sei p = X — a fiir ein a € R.

Dann gilt F, = Quot A = R.

Mit der gleichen Argumentation wie eben muss fiir v € R (p) gelten, dass v auf R
trivial ist. Also ist in diesem Fall v die triviale Bewertung.

Dann gilt
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v (X) = 0 und somit v ¢ R (p).
Also folgt
R (p) = 0.

—_—

Insgesamt haben wir somit nur den einen zuléssigen Korper (Fp,,v) = (R(X),v000).

Es gilt v (+) = 1 und somit gilt nach [E-P] (1.3.5)
_— ad 1\*
(R(X),ve0) = {Zai (}) |k €Z, a; € R}
i=k
k
:{Z aiXi|k€Z,ai€R}

Wenn man nun die bisherigen Ergebnisse zusammenfasst und in den Charakterisie-
rungssatz I einbaut ergibt sich folgende vereinfachte Formulierung.

Satz 4.1 (Charakterisierungssatz II fiir R[.X]):
Sei M = M*™(hy, ... hs) ein Modul der Stufe 2m. Dann ist M genau dann archime-
disch, wenn Wg(h) kompakt ist und die Form 7 = (1,hy,... hs)" schwach 2m-isotrop

iiber R (L)) = (R(X),v0) ist.

4.2 Die Restklassenformen einer reguliren Form

In diesem Abschnitt fithren wir die sogenannten Restklassenformen vom Grad 2m ei-
ner gegebenen reguliren Form ein. Wir verallgemeinern hierfiir die in [E-P] (Abschnitt
6.3) eingefiithrten Restklassenformen (vom Grad 2) auf einen beliebigen, geraden Grad
2m.

Dies machen wir ganz allgemein fiir einen beliebigen Koérper K mit einer nicht-trivialen
Bewertung v auf K.

Mit Hilfe dieser Restklassenformen beweisen wir spéter einen Satz, der es uns erlaubt
die schwache 2m-Isotropie anstatt iiber einem bewerteten Korper (K,v) iiber seinem
Restklassenkorper K, zu betrachten.

Dies fiihrt meistens zu einer Verbesserung, da die Restklassenkorper oft einfacher sind
als die urspriinglichen Korper.

Dies gilt insbesondere auch in unserem Fall, wo der Restklassenkérper von (R@m) =

R ((%)) einfach R ist, was man sich anhand der Definition von R (()—1()) und v leicht
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klar macht, oder was man auch anhand des Beispiels 2 auf Seite [LI| mit Satz[L.9]sieht.

Sei also K ein Korper, p = (ay,...,a,) eine reguldre Form iiber K und
v: K — I'U{oo} eine nicht-triviale Bewertung auf K.

Als Erstes wéhlen wir Elemente ¢; (1 < i < k) so, dass die Werte v(¢;) ein Re-
prasentantensystem der Menge {v(a,) +2ml' | 1 <v <r} CI'/2mlI bilden.

Als Représentant von 0 4+ 2mI" wahlen wir immer 1.

Als néchstes ordnen wir die Elemente a, (1 < v <r) in Blocke

a; (1 <1<k, 1<j<r)so, dass fiir festes ¢ und alle j

v(a;j) = v(¢;) mod 2mI’

gilt.

Es gilt dann v(a;;¢;7 1) = v(ai;) — v(¢;) = 2m -z fiiv ein z € T
Da v surjektiv ist, existiert ein b;; € K mit v(b;;) = —.

Wir setzen

uij = aijcl-flb?]m
Dann gilt v(u;;) = v(a;c;'03") = 0 und somit ist u;; eine Einheit in O,.
Da aijb?jm = c;u;; gilt, und sich a;; und c;u;; nur um eine 2m-te Potenz unterscheiden,
ist p = (aq,...,a,) isomorph (als Form von Grad 2m) zu der Summe

C1 <'LL11, R ,U1T1> 1... J_Ck <’U,k1, R 7ukrk>

Betrachten wir die u;;’s in K,, dann gilt u;; # 0, da u;; ¢ m, gilt.
Deshalb ist 4
ﬁ(l) = <ﬂi17 . 7ﬂin‘>

fiir alle i € {1,... k} eine regulire Form (vom Grad 2m) iiber K,.

Diese Formen pt) werden die Restklassenformen (vom Crad 2m) von p genannt.

Die Form, die zu ¢; = 1 gehort, wird erste Restklassenform von p genannt.

Bemerkung: Diese Restklassenformen sind nicht eindeutig, da die Wahl der b;;’s nur
bis auf eine Einheit in O, bestimmt ist. Deshalb sind die w;;’s nur bis auf eine 2m-te
Potenz einer Einheit in O, bestimmt. Dies ist aber fiir den spéateren Gebrauch der
Restklassenformen irrelevant.

An dieser Stelle betrachten wir zum besseren Versténdnis und zur Verdeutlichung der
eben eingefithrten Restklassenformen ein Beispiel und wihlen den Kérper K = R(X)
und die Bewertung v = v,. Damit haben wir einerseits ein intuitives und einfaches
erstes Beispiel und einerseits genau denjenigen Korper mit der Bewertung auf des-
sen Komplettierung wir die allgemein eingefiihrten Restklassenformen spéter konkret
anwenden.
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Beispiel:
p=1{(22°—-3X*+4X), (*-3), (2520), (-2X7%), (X’ +2X* - X), (-1x41) )
N N, e’ \ ;) N’ . -~ N’
=:a1 =:a2 =:a3 =:a4 =:a5 =:a¢

ist eine reguldre Form iiber R(X).

Voo : R(X) = Z U {00} ist die auf Seite [11] eingefithrte Gradbewertung auf R(X).

Wir suchen die Restklassenformen vom Grad 6 (m=3) von p.

Es gilt:
v(22° — 3X? +4X) = =5 = 1 mod 6Z;

v(z? — 3) = —2 = 4mod 6Z;

v(3X= 6) =1 = 1 mod 6Z;
(=2
(

X2+1
v 3) = 3 = 3mod 6Z.

v(X3 +2X2 X) = —3 =3mod6Z.

v(EFH) =7 = 1 mod 6Z.

Wir wihlen dann ¢; = X!, ¢ = X? und ¢3 = X? als Reprisentantensystem von
{v(a,) +6Z |1 <v <6} ={l+6Z 3+6Z 4+6L} C Z/6L.

Die Umordnung der a;’s ergibt dann
a1y ‘= ag, Q12 = as, a13 1= Qe, Q21 = Az, a3y ‘= a4, a3z ‘= as.

Fiir die oben eingefiihrten Indizes bedeutet dies gerade k = 3, r1 = 3, 72 = 1 und
rs = 2.

Kommen wir nun zu der Wahl der b;;’s und somit zu den w;;’s.

Es gilt:

e v(ajc;™t) =wv(ay) —v(c1) = =5 —1 = —6, daher bietet sich by; := X~ an und
dann gilt uy; =2 — 3/X3 +4/X%;

o v(apc ) = v(alg) —v(c1) =1 —1=0, daher bietet sich b5 := 1 an und dann
gllt U2 =

o v(apze ) = ’U(Cllg) —wv(c1) = 7—1 =6, daher bietet sich b3 := X an und dann

gllt U3 = 4XX§X =4+ %,

o v(agice!) = v(ag) —v(cz) = —2+2 = 0, daher bietet sich by; := 1 an und dann

e v(azcs™!) =wv(az) —v(ez) = 3+ 3 = 6, daher bietet sich b3; := X an und dann
gllt Uz = —2,

o v(azc3™t) = v(ag) —v(ez) = —3+3 = 0, daher bietet sich bgy := 1 an und dann
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Die drei (wegen k = 3) Restklassenformen vom Grad 6 von p sind dann

ﬁ(l) = <ﬂ117ﬂ12,ﬂ13> = <273/X3Jr4/X47 371)23, 4+1/X> = <2, 3, 4> und

) = (T91) = <1—%> = (1) und

73 = (U1, 032) = (72 Troyx—1/%7) = (=2, 1)

Bemerkung: Wie man an diesem Beispiel sieht und sich aber auch anhand der allge-
meinen Definition der Restklassenformen leicht iiberlegt, gilt fir K = R(X), v = v
und fiir eine reguldre Form p = (p1,...,p,) mit p; € R[X], also fiir eine Form die
nur aus Polynomen besteht, dass eine Restklassenform vom Grad 2m gerade aus den
Leitkoeffizienten der p;’s mit gleichem Grad modulo 2m besteht.

Dies gilt genauso analog fiir die Komplettierung R (()1—()) von (R(X),vs)-

In diesem Fall erhélt man die Restklassenformen sofort und ganz einfach ohne irgend-
welches Rechnen. So sind zum Beispiel die Restklassenformen vom Grad 4 (m=2) der
Form

P :<3X5—2.7X4+X, 5.4X2-11, 0.245X13421X7-8X*, 12X3-2.6X2, —X6+21X5—2.7X>

gerade
PV = (5.4, - 1), 7% = (3,0245) und p® = (12).

Des weiteren gibt es ganz allgemein fiir alle Formen iiber einem bewerteten Korper,
dessen Bewertung v nach Z abbildet, héchstens 2m Restklassenformen vom Grad 2m
iiber K.

4.3 Weitere Vereinfachung des
Charakterisierungssatzes 11

Nachdem wir nun den Begriff der Restklassenformen eingefiihrt und uns mit ihnen
vertraut gemacht haben, kommen wir zu dem schon im Vorfeld angesprochenen Satz,
der eine weitere Vereinfachung des Charakterisierungssatz II fir A = R[X] (Satz
liefert. Bei dem Satz handelt es sich um eine Verallgemeinerung eines Satzes von
Alexander Prestel (siehe [E-P] 6.3.4). Diesen Satz verallgemeinern wir, ebenso wie die
Restklassenformen vorher, von Grad 2 auf einen beliebigen Grad 2m.

Wie die Restklassenformen werden wir auch diesen Satz ganz allgemein fiir einen
beliebigen Korper K formulieren und beweisen.

Satz 4.2:
Sei (K,v) ein henselscher Korper mit nicht-trivialer Bewertung v und char K, # 2.
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Dann ist eine regulire Form p genau dann 2m-isotrop tuber K, wenn mindestens eine
der Restklassenformen vom Grad 2m von p 2m-isotrop iber K, ist.
Wenn K, reell ist, gilt die Aussage auch analog fiir schwache 2m-Isotropie.

Beweis: "=": Sei p 2m-isotrop.

p ist als Form vom Grad 2m isomorph zu der Summe ¢; (ug1, ... U1 ) Lo oo Leg (W o Uy,
wobei k,r; (1 <i<k), ¢, und u;; (1 <j <r;) genau so gewihlt wurden wie in Ab-
schnitt 4.2

Also existieren z;; € K, nicht alle 0, mit

k T
2m 0
i=1  j=1

Die Menge {v(cujzi") |1 <4 <k, 1 < j < 7;} besitzt ein Minimum, da ¢;,u;; # 0
gilt und mindestens ein x;; ungleich 0 ist.
OBdA sei v(cjupa27) = n;n]n {v(ciugz7")} dieses Minimum.
Das bedeutet v(ciui1237") < v(cu;al™) fir alled € {1,... .k} und j € {1,... 4}
Daraus folgt

v(cr) 4+ 2m - v(xn) < v(e) +2m - v(xy;), (4.2.1)

da die u;;’s nach Konstruktion in O, liegen. Fiir ¢ # 1 gilt sogar
v(er) 4+ 2m - v(xn) < v(e) +2m - v(wy;), (4.2.2)

denn angenommen es wiirde Gleichheit gelten, wiirde daraus

v(er) —v(a) = 2m - [v(x;;) — v(z11)] folgen, was ein Widerspruch zur Wahl der ¢;’s
ware.

Wir teilen die obige Gleichung durch ¢;z%* und erhalten dann

1 T 2m k T ¢ Tii 2m
Su () Y S (2] o (123

=1

Aus (4.2.1)) folgt mit ¢ = 1 und v(uy;) = 0, dass
2m
v (ulj (i—ﬁ) ) >0 fur alle j € {1,... 1} gilt.

2m
Also gilt v (ulj (ﬂ> > €0, firalle j € {1,...,m}.

11

Aus (4.2.2)) folgt mit v(u,;;) = 0, dass
2m
v (g—;u” (iii) ) >0 fiir 2<i¢<kundalle je{l,...r} gilt.

2m
Also gilt v (5_1“%] <%) > em, CO,firalle2<i<kundalleje{l,...r}

T11
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Wir kénnen also Gleichung (#.2.3)) im Restklassenkérper K, = O, /m, betrachten und

erhalten dann
T
U
z w(2) -

Wegen (m) = 1, sind nicht alle < ) gleich 0 und somit ist die Restklassenform

11

Y = (Wyy,... ) 2m-isotrop iiber K,. o
<" Sei eine der Restklassenformen ) von p 2m-isotrop iiber K, zum Beispiel p("

Das bedeutet
T1
Zﬂljﬁ’j" - O,
=1

fir gewisse z1; € O,, nicht alle 0 in K,, also nicht alle in m,,.
OBdA sei also z1; € O = O,\m,.
Dann hat das Polynom

f(X) = U11X2 + Z uljzlj
Jj=2
eine einfache Nullstelle in K, (da char K, # 2 gilt). Nach Hensels Lemma (siche Satz
1.10) existiert dann ein z € K* mit

0= f(Z = U1122m ZUUZIJ .

Das bedeutet aber gerade, dass (uq1, ... ,ui,, ) 2m-isotrop ist, und somit auch
c1 (Ung, ey ) Lo Loy (Ug, - o Uk, ) -
Diese Form ist isomorph zu p und somit ist auch p 2m-isotrop.

Beziiglich schwacher 2m-Isotropie wenden wir das eben gezeigte einfach auf ein viel-
faches np von p, fiir ein geeignetes n € N, an.

Damit eine Summe von 2m-ter Potenzen in K, nur dann verschwindet, wenn alle
Summanden null sind, brauchen mir dann jedoch die stirkere Vorausetzung, dass K,
rell sein muss. O

Da R (( L )) nach Satz|1.11| henselsch ist, konnen wir Satz 4.2 darauf anwenden, und
wie bisher schon des Ofteren erwiahnt, hat R (( )) den Restklassenkorper R.

Diese beiden Tatsachen ergeben zusammen mit Satz [4.1] eine nochmals vereinfachte
Version von eben diesem:

Satz 4.3:
Seien hy,....hs € R[X] und sei M = M*™(hy,...,hs) ein Modul der Stufe 2m.

Dann ist M genau dann archimedisch, wenn Wg(h) kompakt ist und mindestens eine
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der (hichstens 2m-vielen) Restklassenformen vom Grad 2m von 7 = (1,hy,... hs)"
schwach 2m-isotrop tber R ist.

Aus Lemma[2.6) und Satz folgt, dass eine Form p genau dann schwach 2m-isotrop
iiber R ist, wenn p indefinit (beziiglich der einzigen Anordnung auf R) ist.

Wenn wir diese Aquivalenz in Satz beriicksichtigen ergibt sich fiir den Charakte-
risierungssatz I fiir R[X] eine weitere vereinfachte und nun entgiiltige Formulierung:

Satz 4.4 (Charakterisierungssatz II fiir R[X]):

Seien hy,....hs € R[X] und ses M = M*™(hy,...,hs) ein Modul der Stufe 2m.
Dann ist M genau dann archimedisch, wenn Wg(h) kompakt und mindestens eine
der (hichstens 2m-vielen) Restklassenformen vom Grad 2m von 7 = (1,hy,... hs)"
indefinit iber R ist.

Bemerkung 4.5: Dass mindestens eine der Restklassenformen vom Grad 2m von

7={(_1 L,hi,...,hs)" indefinit iiber R ist, bedeutet nach dem zuvor in Abschnitt
=:hg

gezeigten gerade, dass i,j € {0, ... s} mit deg h; = deg h; mod 2mZ existieren, so dass

der Leitkoeffizient von h; positiv und der von h; negativ ist.

Zum Abschluss dieses Kapitels schauen wir uns anhand von Satz [4.4 nocheinmal unser
Gegenbeispiel aus Kapitel |3| an.

Dort war m=2, h = 1 — X? Wg(h) kompakt

und somit 7 = (1, h, h?, h3) = (1, — X?+1, X? —2X +1, — X +3X*-3X?+1).
Mit den Uberlegungen aus Abschnitt ergeben sich dann die Restklassenformen
(vom Grad 4)

pM = (1,1) (Leitkoeffizienten der Polynome mit Grad 0 mod 47Z) und

p?) = (—1,—1) (Leitkoeffizienten der Polynome mit Grad 2 mod 47Z).

Beide Restklassenformen sind nicht indefinit beziiglich R und somit ist

M*(h,h?,h3) = T*(h) nicht archimedisch.

Somit folgt fiir ein f € R[X] aus f > 0 nicht notwendigerweise schon f € T4(h). Dies
ist genau das, was wir in Kapitel 3 fiir f = X + 2 gezeigt haben.



5 Zusammenfassung

Zum Schluss dieser Arbeit wollen wir die erzielten Ergebnisse aus Kapitel 2 und 4
zusammenfassen.

Es sei A = R[X;, ..., X,

Fir hq,...,hs € A tragen wir die im Laufe der Arbeit in den verschiedenen Sét-
zen gefundenen Bedingungen fiir die Archimedizitit von M = M?™(hy, ... h,) bezie-
hungsweise T = T*™(hy, ... ,h,) zusammen.

Diese Bedingungen sind dann mit Satz schon hinreichend datfiir, dass fiir ein be-
liebiges f € A mit f > 0 auf Wg(h) f € M beziehungsweise f € T gilt.

Wir unterscheiden dabei die beiden Félle A = R[Xy,...,X,] fiir beliebiges n € N
(Kapitel 2) und A = R[X;] (Kapitel 4). In beiden Ringen unterscheiden wir dann
nochmal zwischen geradem und ungeradem m.

Sei A =R[Xq,...,X,].

Fiir hy,...,hs € A seien Wg(h), M := M?™(hy, ... ,hs) und T := T?*™(hy, ... ,h,) wie
bisher definiert.

hi,...,hs sind so gewahlt, dass M und T" Moduln der Stufe 2m sind.

Sei f € Amit f > 0 auf Wg(h).
(I) A=R[Xy,...,X,) mit n > 1 beliebig
e m ist ungerade

x Sei Wgr(h) kompakt.
Dann gilt f € T?™(hy, ... hs).
(mit der Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen [2.31])

* Sei Wik (h) kompakt und die Form (1,hy, ... k)" fiir alle reellen
p € Spec A und alle v € R (p) schwach 2m-isotrop iiber der Komplet-

tierung (F},v).
Dann gilt f € M*™(hy,... hs).
(mit Charakterisierungssatz 11 und Satz [2.17))
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e m ist gerade

* Sei Wg(h) kompakt und die Form ((1,hq, ... h,))" fiir alle reellen
p € Spec A und alle v € R._(p) schwach 2m-isotrop iiber der Komplet-
tierung (F},v).
Dann gilt f € T?"(hy,. .. ,hs).
(mit Charakterisierungssatz 11 und Satz [2.17))

* Sei Wgr(h) kompakt und die Form (1,hy, ... h,)" fiir alle reellen
p € Spec A und alle v € R!_(p) schwach 2m-isotrop iiber der Komplet-
tierung @
Dann gilt f € M*™(hy, ... hs).
(mit Charakterisierungssatz 11 und Satz
(I) A=R[X] (n=1)

e m ist ungerade

x Sei Wg(h) kompakt.
Dann gilt f € T?™(hy,. .. ,hs).
(mit der Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen [2.31))

x Sei Wgr(h) kompakt und eine der Restklassenformen vom Grad 2m von
(1,hy,...,hs)" indefinit iiber R.
Dann gilt f € M?>™(hy, ... hs).
(mit Charakterisierungssatz II fiir R[.X] und Satz

e m ist gerade

* Sei Wg(h) kompakt und eine der Restklassenformen vom Grad 2m von
((1,h1,...,hs))" indefinit iiber R
Dann gilt f € T?™(hy,. .. ,hs).
(mit Charakterisierungssatz II fiir R[.X] und Satz

x Sei Wgr(h) kompakt und eine der Restklassenformen vom Grad 2m von
(1,hy,...,hs)" indefinit iiber R
Dann gilt f € M*™(hy, ... hs).
(mit Charakterisierungssatz II fiir R[.X] und Satz
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