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Ubungsblatt 5 zur Algorithmischen Algebraischen Geometrie

Im folgenden sei R ein kommutativer Ring und M und N R-Moduln.

Definition (Tensorprodukt):

Ein Tensorprodukt der R-Moduln M und N ist ein R-Modul T' zusammen mit einer
R-bilinearen Abbildung 7 : M x N — T so, dass folgende universelle Eigenschaft erfiillt
ist:

Zu jedem R-Modul L und jeder R-bilinearen Abbildung oo : M x N — L existiert genau
ein R-lineare Abbildung § : T'— L mit a = o 7, wie in folgendem (kommutativen)
Diagramm dargestellt.
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Aufgabe 1.

Zeige, dass folgende Konstruktion ein Tensorprodukt von M und N liefert:

Sei F = RM*N) der von M x N frei erzeugte R-Modul. Schreibe die Elemente von F' als
endliche Linearkombinationen der Gestalt ), a;[zs,yi] (a; € R,x; € M,y; € N), wobei
[z,y] := ((a,b) = d(zy)(ap)) und & das Kronecker-Delta. Sei U der Untermodul, erzeugt
von den Elementen

[aa + b, ve + d6d] — aya, c] — ad[a, d] — By[b, c] — BI[b, d]

(o, 8,7,0 € Rya,b€ M,c,d € N).
Setze nun T := F/U und 7 : (z,y) — [z,y] € T.

Aufgabe 2.

Zeige, dass ein Tensorprodukt in folgendem Sinne bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig
bestimmt ist: Sind (71, 71) und (7%, 72) zwei Tensorprodukte von M und N so gibt es
genau einen Isomorphismus ¢ : 71 — 15, der mit den 7; vertrédglich ist, d.h. 79 = ¢ o 77.

Man bezeichnet das Tensorprodukt (7', 7) von M und N mit M @z N (oder nur M @ N)
und schreibt x ® y fir 7(z,y).

Aufgabe 3.
Seien A und B kommutative R-Algebren. Zeige folgendes:



a) Auf A® B gibt es genau eine Multiplikation - derart, dass fiir alle a,c € Aund b,d € B
(a®0b)-(c®d) = ac®bd gilt. (Hinweis: Verwende die universelle Eigenschaft.) A® B
wird somit auch zu einer R-Algebra.

b) tg4:A— A®B,a — a®lund g : B — A®B, b~ 1®bsind R-Algebrenhomomorphismen

und (A ® B,ta,tp) erfiillt die durch folgendes Diagramm dargestellte universelle
Eigenschaft:

In Worten: Fiir alle R-Algebren D und Algebrenhomomorphismen « und g wie im
Diagramm, existiert genau ein Algebrenhomomorphismus =y, fiir welchen o = vy o ¢4
und 8 = v o.p gilt.

Eine R-Algebra mit diesen Eigenschaften wird Tensorprodukt der R-Algebren A und
B genannt und wieder mit A ®p B bzw. A ® B bezeichnet.

c) Zeige, dass auch dieses im obigen Sinne bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig
ist.

Aufgabe 4.
Seien V und W affine K-Varietdten. Zeige, dass das Produkt V' x W die durch folgendes
Diagramm dargestellte universelle Eigenschaft erfiillt:
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In Worten: Fiir alle affinen K-Varietdten X und Morphismen « und 8 wie im Diagramm,
existiert genau ein Morphismus -, fiir welchen o« = 7wy o v und 8 = my o v gilt, wobei
my und 7y die komponentenweisen Projektionen sind.

Abgabe bis Montag, den 21. November 2011, 10:14 Uhr in die Zettelkisten
neben F411.



