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Aufgabe 67

Sei M |K eine Galoiserweiterung und N die Menge der endlichen galoisschen Teiler-
weiterungen L|K. Sei v eine diskrete Bewertung auf K und w eine (nicht normierte)
Fortsetzung auf M . Für L ∈ N sei wL = w|L die Einschränkung von w auf L. Zeigen Sie:

(a) Sind L1, L2 ∈ N mit L1 ⊆ L2, so ist resL2|L1
(ZwL2

|v) = ZwL1
|v.

(b) Zw|v = lim←−L∈N ZwL|v und Tw|v = lim←−L∈N TwL|v.

(c) Ist Tw|v = 1, so ist w|v unverzweigt, d.h. w(M×) = v(K×).

Aufgabe 68

Wir betrachten die Kurve C : x2 + y2 + z2 = 0 über K = R.

(a) Zeigen Sie, dass C eine nichttriviale K-Form von P1
K ist.

(b) Bestimmen Sie die zugehörige Kohomologieklasse ξC ∈ H1(GK ,Aut(P1)).

Aufgabe 69

Sei K ein vollkommener Körper.

(a) Erklären Sie, wie die Gruppen GLn := GLn(K) und

SLn := {A ∈ GLn : det(A) = 1}
als affine algebraische Gruppen über K aufgefasst werden können.

(b) Sei L|K endlich galoissch mit G = Gal(L|K) und sei ξ ∈ Z1(G,GLn(L)). Zeigen
Sie, dass die Vektoren

∑
σ∈G ξ(σ)xσ, x ∈ Ln, den Ln aufspannen.

(c) Folgern Sie, dass H1(K,GLn) = 1 und H1(K,SLn) = 1 für alle n.

Aufgabe 70

Sei K ein vollkommener Körper.

(a) Zeigen Sie: Ein K-Vektorraum M = K
⊕I

=
⊕

i∈I Kxi wird durch (
∑

i∈I aixi)
σ =∑

i∈I a
σ
i xi zu einem diskreten GK-Modul mit H1(GK ,M) = 0. Hinweis: #61

(b) Sei V eine affine K-Varietät. Für f ∈ K[X] sei f̄ = f + IK̄(V ) ∈ K[V ] und
ξ(σ) = fσ − f . Zeigen Sie: Ist f̄σ = f̄ für alle σ ∈ GK , so ist ξ ∈ Z1(GK , IK(V )).

Schließen Sie, dass K[V ]GK = K[V ] (vgl. II.1.16).
(c) Seien V ⊆ Pn, W ⊆ Pm geometrisch irreduzible projektive K-Varietäten und

sei f : VK → WK ein K-Morphismus. Zeigen Sie: Genau dann ist f ein K-
Morphismus, wenn f = fσ für alle σ ∈ GK .
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