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Aufgabe 46

Sei C ⊆ P2 die ebene Kubik
C : y2 = x3.

Zeigen Sie:

(a) Der Sekantenprozess aus II.3.4 definiert eine Verknüpfung ⊕ auf Creg.
(b) Die rationale Funktion x

y induziert einen Isomorphismus (C,⊕) ∼= Ga.

Aufgabe 47

Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K und Restklassenkörper k,
und sei

E : y2 = x3 + ax + b, a, b ∈ R

eine elliptische Kurve gegeben durch eine ganze kurze Weierstraßgleichung. Beweisen Sie,
dass die Reduktion E(K) → E(k) einen Homomorphismus E0(K) → Ereg(k) induziert,

also dass P + Q = P + Q für P,Q ∈ E0(K). Beachten Sie dabei, dass der Fall P = Q
eintreten kann.

Aufgabe 48

Sei E|C eine elliptische Kurve. Man kann zeigen: Es existiert ein vollständiges Gitter
Λ ≤ C, so dass E(C) ∼= C/Λ als Gruppe und als komplexe Mannigfaltigkeit. Benutzen
Sie dies, um zu zeigen, dass

E[m] = Z/mZ× Z/mZ
und deg([m]) = m2 für jedes m ∈ N.

Aufgabe 49

Wir betrachten die elliptische Kurve

E : y2 = x3 + 3

über Q. Zeigen Sie:

(a) |E(F5)| = 6 und |E(F7)| = 13
(b) E(Q)tors = {0}
(c) Es gibt unendlich viele x, y ∈ Q mit y2 = x3 + 3.
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