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Übungsblatt 4 zur Linearen Algebra II

Im Folgenden sei K ein Körper, n ∈N und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Aufgabe 12. Seien f ∈ EndK(V) und U, W ⊆ V f -invariante Untervektorräume mit
V = U ⊕W. Zeige:

(a) Ker f = Ker( f |U)⊕Ker( f |W).

(b) Ist f diagonalisierbar, so sind auch die Einschränkungen f |U ∈ EndK(U) und
f |W ∈ EndK(W) diagonalisierbar.

Aufgabe 13. Seien f , g ∈ EndK(V) diagonalisierbar. Zeige unter Verwendung von Auf-
gabe 12, dass f und g genau dann kommutieren, wenn sie simultan diagonalisierbar sind,
d.h. wenn es eine Basis B von V derart gibt, dass MB( f ) und MB(g) Diagonalgestalt
haben.

Aufgabe 14. Sei A ∈ Matn(K). Zeige:

(a) K[A] =
{

∑n−1
i=0 ci Ai | ci ∈ K

}
(b) Falls A ∈ GLn(K), so ist A−1 ∈ K[A].

Aufgabe 15. Seien a1, . . . , an−1 ∈ K und A ∈ Matn(K) von der Gestalt

A =


0 a1

0 a2

0
. . .
. . . an−1

0


Bestimme das Minimalpolynom von A,

(a) falls alle ai von Null verschieden sind.

(b) ohne zusätzliche Bedingung an die ai.



Zusatzaufgabe 16. Sei A ∈ Matn(K), χA ∈ K[t] das charakteristische Polynom und
PA ∈ K[t] das Minimalpolynom von A. Zeige:

(a) χA und PA haben die selben Nullstellen in jedem Körper L, der K als Teilkörper
enthält.

(b) χA|(PA)
n im Ring K[t].

Hinweis: Du darfst dabei verwenden, dass K Teilkörper eines Körpers ist, über welchem
χA in Linearfaktoren zerfällt.

Abgabe bis Donnerstag, den 7. Mai, um 15:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.


