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Losung zu Ubungsblatt 5 zur Linearen Algebra II

Zusatzaufgabe 21.

(a) Sei P € RJ[t] normiert. Zeige unter Verwendung des Fundamentalsatzes der
Algebra, dass es lineare Polynome Py,..., P € R[t] und quadratische Polyno-
me Qi,...,Q; € RJt] gibt, wobei letztere keine Nullstellen in R haben, mit
P =TT, PIT Q)

Hinweis: Ist A eine Nullstelle von P, so auch A.

(b) Sei V ein R-Vektorraum mit 0 < dimV < oo und f € Endgr(V). Zeige, dass es
einen f-invarianten Untervektorraum von V der Dimension 1 oder 2 gibt.

Hinweis: Ist x¢(t) = [1;Q; so gilt Qi(f) o--- o Qu(f) = 0. Finde j € {1,...,¢} und
v € V\ {0} mit Q;(f)v = 0 und betrachete spang{ f'v | i € Np }.

(c) Zeige analog zum Beweis von Satz 4.6, dass jede Matrix A € Mat,(RR) dhnlich zu
einer oberen Blockdreiecksmatrix mit Blockgrofie hochstens 2 ist, d.h. einer Matrix
der Gestalt

By *

0 B
mit B; € Mat;(R) oder B; € Mat(R) furi=1,...,r.

Losungsvorschlag: (a) Durch iteriertes Abspalten von Linearfaktoren erhalten wir ei-
ne Zerlegung P = (Hile Pi) Q wobei P; € R[t] linear und Q € R[t] ohne reelle
Nullstellen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es eine komplexe Nullstel-
le A = a+ib(a,b € R) von Q. Dann ist auch 0 = f(A) = f(A), wobei letztere
Gleichheit gilt, da die Koeffizienten von f reell sind. Da A # A, wird also Q von
Q= (t—A)(t—=A) = 2 — (A + A)t + AX € R]t] geteilt. Wir bekommen also Q = QQy
fiir ein Q € R[t] ohne Nullstelle. Per Induktion iiber den Grad von Q erhalten wir so
die gewiinschte Darstellung.

(b) Hat f einen Eigenvektor, so ist der davon aufgespannte Untervektorraum 1-
dimensional und f-invariant. Also konnen wir annehmen, dass f keinen Eigenvektor
besitzt. Sei P := x(t) und dazu eine Darstellung wie in (a) gegeben. Da P nach An-

nahme keine Nullstelle besitzt ist also k = 0 und damit P = [T'_; Q; mit £ > 0, da
dimV > 0.



Sei w € V '\ {0}. Nach Cayley-Hamilton ist

0=0Q(flw=Qi(f)o--oQ(f)w.

Seij e {1,...,¢/} maximal mit

0=Qj(f)o---0Qu(f)w.

Dann ist also
v:=Qja(f) o 0 Qu(f)w # 0.
und Q;(f)v = 0. Dann ist U := spang{v, fv} f-invariant: Sei namlich Q; = at* 4 bt +¢
mit a # 0. Dann ist
b c
2 = —_—— _—
fv= afv vE u

U ist somit wie gewiinscht ein 2-dimensionaler f-invarianter Untervektorraum. (Er ist
nicht eindimensional, da v kein Eigenvektor ist.)

(c) Dies folgt wie {iiblich aus dem Obigen per Induktion iiber n := dim V. Im Fall
n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 0 und A € Mat,(R). Dann gibt es nach (b)
einen ein- oder zweidimensionalen f4-invarianten Untervektorraum U von R". Wir
wihlen eine Basis von U und ergdnzen sie zu einer von IR". Die darstellende Matrix
von f4 beziiglich dieser hat Blockdiagonalgestalt

Bl *

0 A
mit B; € Mat;(R) oder B; € Mat;(R) wie gewiinscht. Der Rest folgt nach Indukitons-
vorraussetzung angewand auf A;.



