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Ubungsblatt 8 zur Linearen Algebra 11

Im folgenden sei V ein euklidischer R-Vektorraum und f € Endgr (V).

Aufgabe 32. (Ebene Spiegelungen) Zeige, dass O, \ SO, genau aus den ebenen Achsen-
spiegelungen besteht!, d.h. aus denjenigen s € Endg (IR?), fiir die es einen eindimensio-
nalen Untervektorraum U C RR? (Spiegelachse) gibt mit

s(x) = x +2(mu(x) — x) = 7w (x) + (7w (x) = x)

fir alle x € R2.

Hinweis: Beachte x;(0) < 0 und schliele, dass xs(t) reelle Nullstellen hat.

Aufgabe 33. Sei f orthogonal. Zeige analog zum Beweis von Satz VI.5.9, unter Ver-
wendung von Aufgabe 21(b), dass es s, t,7 € INg und eine Orthonormalbasis B von V
derart gibt, dass die darstellende Matrix von f von folgender Gestalt ist:
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wobei ag, ..., a, € (0,271) \ {7t}.

Hinweis: Zeige, dass das orthogonale Komplement U von Eig(f,1) & Eig(f, —1) f-invariant
ist, f|u keinen Eigenwert hat und fiihre Induktion tiber dim U.

Aufgabe 34. Zeige: Ist f selbstadjungiert und nilpotent, so ist f = 0.

Aufgabe 35. Finde eine Orthonormalbasis von C® aus Eigenvektoren von
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1Vergleiche dies mit Aufgabe 29(b). Wo besteht der Zusammenhang?



Zusatzaufgabe 36. (Spektralsatz ohne Fundamentalsatz) Sei A € Mat,(R) symme-
trisch. Zeige ohne Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra (und damit insbe-
sondere ohne Verweis auf 6.3-6.5), dass A einen Eigenwert A € R besitzt. Gehe dabei
z.B. wie folgt vor:

(a) Zeige?, dass es x € R" mit ||x|| = 1 derart gibt, dass

A= sup (v, Av) = (x, Ax).
lof=1

(b) Es gibty € R" mit x L y und Ax = Ax +y.
(c) Furt € R sei x; := x 4 ty. Die Funktion f: R — R gegeben durch

(xt,Axt>
[EAR

hat bei t = 0 ein Maximum und damit f'(0) = 0.

(d) x ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

Abgabe bis Mittwoch, den 3. Juni, um 15:00 Uhr in die Zettelkdsten neben F411.

2etwa iiber Kompaktheit oder mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrass



