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Übungsblatt 10 zur Linearen Algebra II

Aufgabe 42. Seien A und B Mengen. Verwende das Lemma von Zorn um zu zeigen,
dass es eine injektive Abbildung A→ B oder eine injektive Abbildung B→ A gibt.

Aufgabe 43. Sei K ein Körper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sowie
U, W ⊆ V Untervektorräume. Zeige:

(a) (U + W)0 = U0 ∩W0

(b) (U ∩W)0 = U0 + W0

Aufgabe 44. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Zeige:

(a) Ist U ein Untervektorraum von V, so lässt sich jede Linearform ϕ ∈ U∗ auf V
fortsetzen, d.h. es existiert ϕ̃ ∈ V∗ mit ϕ̃|U = ϕ.

(b) Ist V nicht endlichdimensional, so ist der kanonische Monomorphismus V → V∗∗

nicht surjektiv.

Hinweis: Wähle eine Basis (xi)i∈I von V und dazu (x∗i )i∈I ⊆ V∗ mit x∗i (xj) = δij. Finde
geeignetes ϕ ∈ U∗ für U = spanK(x∗i )i∈I ⊆ V∗ und setze zu ϕ̃ ∈ V∗∗ fort.

Aufgabe 45. Seien A, B, C Mengen, K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Für f ∈
Abb(A× B, C) und a ∈ A in schreiben wir f (a, ·) für die Abbildung

B→ C
b 7→ f (a, b)

Zeige:

(a) Durch

Abb(A× B, C)→ Abb(A, Abb(B, C))
f 7→ (a 7→ f (a, ·))

ist eine Bijektion gegeben ist.

(b) Die Menge BilK(V, V; K) der Bilinearformen auf V ist ein Untervektorraum des
K-Vektorraumes Abb(V ×V, K).

(c) Für C = K und A = B = V schränkt sich obige Bijektion zu einem Isomorphismus

BilK(V, V; K)→ HomK(V, V∗)

ein.



Zusatzaufgabe 46. Zu a, b ∈ R sei Ib
a : R[t]→ R gegeben durch

Ib
a (P) =

∫ b

a
P(t)dt

Außerdem bezeichne eva : R[t] → R, P 7→ P(a) die Auswertungsabbildung in a und
d
dt : R[t]→ R[t] den Ableitungsoperator. Zeige:

(a) d
dt ∈ EndR(R[t]) und ist surjektiv, aber nicht injektiv.

(b) Für a, b ∈ R ist Ib
a ∈ R[t]∗ und es gilt1(

d
dt

)∗
(Ib

a ) = evb− eva

Seien ab jetzt V := R[t]≤n und obige Abbildungen auf V eingeschränkt. Seien
x, x0, . . . , xn ∈ R paarweise verschieden und für i ∈ {0, . . . , n} sei ϕi : V → R gegeben
durch

ϕi(P) := P(i)(x)

wobei P(i) :=
(

d
dt

)i
P die i-te Ableitung von P bezeichne.

(c) Zeige dass (evx0 , . . . , evxn), (Ix0
x , . . . , Ixn

x ) und (ϕ0, . . . , ϕn) jeweils Basen von V∗

sind.

(d) Gib explizit die dualen Basen zu (evx0 , . . . , evxn) und (ϕ0, . . . , ϕn) von V an. Dabei
identifizieren wir V mit V∗∗ mittels des kanonischen Isomorphismus.

Abgabe bis Donnerstag, den 18. Juni, um 15:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.

1nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung


