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Ubungsblatt 11 zur Linearen Algebra II

Zu einem Korper K und K-Vektorraumen V und W bezeichne Bilg(V, W; K) den Vek-
torraum der K-bilinearen Abbildungen V x W — K.

Aufgabe 47. Seien K ein Korper und V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume,
f € Homg(V, W), sowie ¢ € Bilg(V, W; K). Wir setzen

Coo V—o>Wo—E(v,-)

und
&G W= V5w ¢(,w)
Zeige:
(a) Ist f injektiv, so ist f* surjektiv. Ist f surjektiv, so ist f* injektiv.
(b) & und &, sind dual zueinander, d.h.! ¢; =¢rund g7 = ¢y,

(c) Folgende Aussagen sind dquivalent:
Q) {veV|VweW:i(v,w) =0} ={0}={weW|VoeV:{(v,w)=0}
(ii) &y ist ein Isomorphismus.
(iii) ¢, ist ein Isomorphismus.

In diesem Fall wird ¢ eine perfekte Paarung genannt.

Aufgabe 48. Sei K ein Kérper, V und W endlichdimensionale K-Vektorraume mit einer
perfekten Paarung ¢: V x W — K, sowie f € Endg (V) und g € Endg(W). Zeige:

(a) Genau dann ist
C(f(v),w) = &(v,g(w))
fiir alle v € V und w € W, wenn folgendes Diagramm kommutiert

v—" W

L

V— s W

lGenauer meinen wir Gyoww = & und §f oy = Gy, wobei ty: V. — V¥ und iy: W — W* die
kanonischen Isomorphismen sind.



(b) Es gibt genau ein ¢’ € Endg (V) mit
2(g'(v), w) = &(v,g(w))

firalleve Vund w € W.

Aufgabe 49. Sei V ein unitdrer C-Vektorraum und f,¢ € End¢(V) selbstadjungiert.
Zeige, dass f und g genau dann kommutieren, wenn sie simultan orthogonal diagonali-
sierbar sind?, d.h. wenn es eine Orthonormalbasis 13 von V gibt, deren Elemente sowohl
Eigenvektoren von f als auch von g sind.

Aufgabe 50. Sei V ein unitdrer C-Vektorraum und f € End¢ (V).

(a) Zeige, dass es eindeutig bestimmte selbstadjungierte fr, fi € Endc(V) mit f =
fR + lf[ gibt.

(b) Zeige, dass f genau dann normal ist, wenn fg und f; kommutieren.

(c) Gib unter Verwendung von Aufgabe 49 einen alternativen Beweis des Spektralsat-
zes, Theorem VII 5.6. fiir den Fall K = C.

Zusatzaufgabe 51. Sei V ein unitdrer C-Vektorraum und f € Endc¢ (V). Zeige, dass f
genau dann normal ist, wenn f34 € C[f].

Abgabe bis Donnerstag, den 25. Juni, um 15:00 Uhr in die Zettelkdsten neben F411.

2Vergleiche Aufgabe 13



