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Übungsblatt 13 zur Linearen Algebra II

Aufgabe 57. (Universelle Eigenschaft der direkten Summe und des direkten Pro-
dukts) Sei R ein kommutativer Ring und (Mi)i∈I eine Familie von R-Moduln. Sei
P := ∏i∈I Mi das direkte Produkt der Mi, d.h. der R-Modul bestehend aus dem karte-
sischen Produkt der Mengen Mi, ausgestattet mit komponentenweiser Addition und
skalarer Multiplikation. Bezeichne jeweils πi : P→ Mi die Projektion auf die i-te Kom-
ponente. Sei weiter S :=

⊕
i∈I Mi die direkte Summe der Mi und jeweils ιi : Mi → S

die kanonische Einbettung, d.h. für x ∈ Mi ist ιi(x) = (xj)j∈I , wobei xj = x für j = i
und xj = 0 sonst. Zeige:

(a) (S, (ιi)i∈I) erfüllt folgende universelle Eigenschaft: Ist N ein weiterer R-Modul und
gi ∈ HomR(Mi, N) für i ∈ I, so gibt es genau ein g ∈ HomR(S, N) mit gi = g ◦ ιi
für alle i ∈ I.

(b) Zeige, dass (S, (ιi)i) durch diese universelle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomor-
phie bestimmt ist, d.h. erfüllt (S′, (ι′i)i∈I) auch diese Eigenschaft, so gibt es genau
einen Isomorphismus θ ∈ HomR(S, S′) mit ι′i = θ ◦ ιi für alle i ∈ I. (Vgl. VII.6.7)

(c) (2 Zusatzpunkte) Formuliere und beweise eine analoge universelle Eigenschaft für
(P, (πi)i∈I), sowie die daraus resultierende Eindeutigkeit.

Hinweis: Drehe bei der universellen Eigenschaft aus (a) alle Pfeile um, d.h. vertausche
jeweils Definitions- und Zielbereich.

Aufgabe 58. Entscheide ob 2 ∈ Z/6Z irreduzibel bzw. prim ist.

Aufgabe 59. (Quadratische Ringerweiterungen) Sei R ein Teilring von C (mit Eins)
und α ∈ C \ R mit α2 ∈ R. Es bezeichne

R[α] :=
⋂
{ S | S ⊆ C Teilring, R ⊆ S, α ∈ S }

den kleinsten Teilring von C, der R und α umfasst. Zeige:

(a) R[α] = { a + bα | a, b ∈ R }.

(b) Ist R ein Körper, so auch R[α].

Hinweis: Betrachte (a + bα)(a− bα) für a, b ∈ R.



Aufgabe 60. Zeige, dass der Ring Z[i] euklidisch ist.

Hinweis: Betrachte δ : Z[i] \ {0} → Z, x 7→ xx als Gradfunktion und nähere Elemente aus Q[i]
durch Elemente aus Z[i] an.

Zusatzaufgabe 61. Betrachte den Teilring R := Z[
√
−5] von C und setze N(x) := xx ∈

Z für x ∈ R. Zeige:

(a) N(xy) = N(x)N(y) für alle x, y ∈ R.

(b) R× = {−1, 1}

(c) 2 und 1 +
√
−5 sind in R irreduzibel.

(d) 2 und 1 +
√
−5 sind in R nicht prim.

Hinweis zu (b)-(d): Verwende jeweils (a)

Abgabe bis Donnerstag, den 9. Juli, um 15:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.


