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Einfiihrung in die Algebra, Ubungsblatt 4, Losungsvorschlag

Aufgabe 3 (7+2 Punkte). Sei R := spang (Qg) C C>*2. Zeige:
(a) R ist ein Unterring von C?*2.

(b) R* = R\ {0}.

Losungsvorschlag. (a) Geméfd Proposition 2.1.6 reicht zu zeigen —1 € R, R+ R C R
und R-R C R.

Da R per Definition ein Untervektorraum, also insbesondere eine Untergruppe von
C?*2 ist, folgt sofort R+ R C R, sowie —1 = - € R,dal=1 € Qs CR.

Die Multiplikation in C2*? ist R-bilinear und Qg ist unter Multiplikation abgeschlos-
sen (nach Blatt 1), also ist es auch spany (Qs): Seien ag,be € R fiir ¢ € Qg, so ist

(o) (L) - £ s e

c he JheQg =~
€08 Qs &heQs SR €0s

(b) Da fiirallea € Rgilta-0 =0 # 1ist 0 ¢ R*. Sei nun x € R\ {0}. Zu zeigen ist
x € R*.Seix = al +bi+cj+dkmita,b,c,d € R. Wir definieren x* := al — bi — cj — dk.
Wir verwenden die Relationen ¢> = —1 und gh = —hg fiir ¢ # h € {i,j,k} um zu
bekommen

x*x = (al — bi — ¢j — dk)(al + bi + cj + dk)
= a*1 + abli — abil + aclj — acj1 + ad1k — adk1
=0
—bcij — beji — bdik — bdki — cdjk — cdkj

=0

— bi* — cj* — dk?
= (a* +b*+ 2+ d*)1 € R1.

Ist x # 0 soistn := a? +b>+c?+d?> € R\ {0} = R*. Mit der gleichen Rechnung

(b, ¢, d jeweils ersetzt durch —b, —c, —d) bekommen wir auch xx* = nl = x*x. Damit

ist x(1x*) = (Lx*)x = lx*x = 21 =1, also x € R* mit Inversem x~! = L1x*.



