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Ubungsblatt 9 zur Einfiihrung in die Algebra

Aufgabe 1. Sei K ein Korper, n € Nound G C K[X3, ..., X,]. Zeige, dass es einm € Ny
und p1, ..., pm € G gibt mit

{xeK"|VpeG:p(x) =0} ={x e K" [ pi(x) = - = pu(x) = 0}.
Aufgabe 2. Zeige mit dem Chinesischen Restsatz, dass fiir alle m,n € INg und alle
paarweise verschiedenen xi,...,x, € R die lineare Abbildung

R[X] — R™*"
f= (F9D () h<icma<ion
surjektiv ist, wobei (=) (x;) die (i — 1)-te Ableitung von f an der Stelle x; bezeichne.

Aufgabe 3.
(a) Seien A, B und C Mengen. Zeige: Die Zuordnungen

A—CB
()
< 333: <§<a>><b> ) o8

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge C**® der Abbildungen von A x B
nach C und der Menge (CP)4 der Abbildungen von A nach C?, wobei C? die
Menge der Abbildungen von B nach C ist.

(b) Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Zeige: Die Zuordnungen

G — Sm
—> s M- M
g X+ g-Xx

( GxM-—->M ) -
(g%) = (9(8))(x) ¢

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Wirkungen von G auf M und
der Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach Sy, wobei Sy, die symme-
trische Gruppe auf M ist.



Aufgabe 4. Sei G eine endliche Gruppe, die fiir jeden Primteiler p von #G genau eine
p-Sylowgruppe besitzt. Zeige:

(@) G ist das direkte Produkt seiner Sylowgruppen. Mit anderen Worten: Sind
Hi, ..., H, die paarweise verschiedenen Sylowgruppen von G, so ist

Hi x---xH; —G
(h1, ..., hy) ¥ hy - hy,

ein Isomorphismus.

(b) G ist auflosbar.
Hinweis: Benutze 3.2.7(b) und betrachte den Kommutator [a, b] fir a € H; und b € H;.

Aufgabe 5. Seien p,q € IP mit p < q und sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Zeige:
(a) G ist auflosbar.

(b) Ist p kein Teiler von q — 1, so ist G zyklisch.

(c) Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung 15.

Hinweis: Benutze 2.8.7, 3.2.6, 3.2.7(b) und Aufgabe 4.

Abgabe bis Mittwoch, den 7. Januar, um 11:40 Uhr in die Zettelkdsten neben F411.
Dieses Ubungsblatt wird an zwei Ubungsterminen besprochen (7.-9. Januar und 14.—
16. Januar). Es wird erst bis zum zweiten Ubungstermin korrigiert.



