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§ 1 Gruppen

§ 1.1 Gruppen und Untergruppen

1.1.1 Definition Eine Gruppe ist ein geordnetes Paar (G, -), wobei G eine Menge ist und - : GXG — G
eine meist infix (und manchmal gar nicht) notierte Abbildung mit folgenden Eigenschaften ist:

(A) Va,b,c € G : albc) = (ab)c ,,assoziativ
(N) JecGVaceG:ae=a=ea ,neutrales Element®
(I) Vae G3ge G:ab=1=ba inverse Elemente”
5+ heifst Gruppenmultiplikation oder Gruppenverkniipfung. Gilt zusétzlich
(K) Ya,be G:ab=1ba

so heifst (G, ) abelsch oder kommutativ.

Anmerkung Sind e,e’ € G neutral, so e = e’ = ¢’. Daher gibt es genau ein neutrales Element, fiir
welches man oft ,, 1 schreibt.

1.1.2 Bemerkung

(a) Sei (G,-) eine Gruppe und a € G. Seien b, b’ invers zu a. Dann

b D p 1 Laary L pap L1 Dy

Daher gibt es zu jedem a € G genau ein inverses Element in G, welches wir mit a~! bezeichnen.
(b) (N) und (I) kann man wie folgt schreiben:

(N)VaeG:al=a=1la
() VaeG:aat=1=a"1a

(c) Oft: ,Sei G eine Gruppe®, statt: ,Sei (G, -) eine Gruppe.“

(d) Sei G eine Gruppe, n € Ny und aq, ...,a, € G. Dann definiert man H?:l a;:=ay ... an, als 1 fir
n = 0 und indem man ay - ... - a, sinnvoll mit Klammern versieht, sonst. Dies hdngt nicht von der
Wahl der Klammerung ab, wie (A) fiir n = 3 besagt. Fiir n > 3 siehe [ LA 2.1.6] oder mache es
als Ubung per Induktion. Falls G additiv geschrieben ist, schreibt man >}, a; statt [[}, a;.

(e) Sei G eine Gruppe, n € Z und a € G. Dann definiert man

o e [T, a, fiir n > 0,
I (e ),

im1 fiir n <0.

Fall G additiv geschrieben ist, schreibt man na, statt a™.



1.1.3 Definition Ist (G, ) eine Gruppe, so nennt man #G € Ny U {oo} die Ordnung von (G, -).

1.1.4 Beispiel

(a) Fiir jede Menge M bildet die Menge Sy := {f | f : M — M bijektiv} mit der durch fg:= foyg
(f,g € Snr) gegebenen Multiplikation eine Gruppe. Man nennt sie die symmetrische Gruppe auf
M. Das neutrale Element von S); ist die Identitéit auf M und das zu einem f € S); inverse Element
ist die Umkehrfunktion von f, wodurch die Notation f~! nicht zweideutig ist.

Fir n € Ny ist S, := Sf1,... ) eine Gruppe der Ordnung n! := [T, i ,n Fakultit®. Fiir n > 3 ist
sie nicht abelsch, denn die Transpositionen 7; 2 und 7 3 kommutieren nicht, d.h. 71 272 3 # T2 371 2.
In der Tat: (7y,2723)(1) =71 2(1) = 2 und (12371 2)(1) = 72 3(2) = 3.

(b) Fiir jeden Vektorraum V ist die Menge
Aut(V) :={f | f: V — V linear und bijektiv}
mit der Hintereinanderschaltung als Multiplikation eine Gruppe.
(c) Ist R ein kommutativer Ring (z. B. R = Z), so ist
GL,(R) :={A € R"*" | A invertierbar} = {A € R™*" | det A € R*}

eine Gruppe.

1.1.5 Proposition Sei G eine Gruppe und a,b € G.
(a) ab=1 < a=b"! < b=a"!
(b) (cfl)fl =a
(c) (ab)~t=0b"ta"!

Beweis:

(a) Giltab=1,s0a W, @ a(bb=1) @ (ab)b=! =1b W -1, Gilt o = b=t sob 1 D (a"ta)b @

a=1(ab) = a=t(b71h) D 11 & 1 Gl b = a=t, soab=1.

(b) Aus aa™! Dy folgt mit (a): (ail)fl =a.

(©) Aus (@) 'a ) 2 appta ) L a(@b Ve ) L aa) E aat L 1 folgt mit (a):
(ab)~! =b"tat. O

1.1.6 Definition Seien (G,-¢) und (H,-5) Gruppen. Dann heifit (H, -g) eine Untergruppe von (G, ),
wenn H C Gund Va,be H:a-gb=a-gb.

1.1.7 Proposition Sei (G,-¢) eine Gruppe und H eine Menge. Dann ist H genau dann Trigermenge
einer Untergruppe von (G, -g), wenn H C G, 1 € H,Va,b€ H :a-gb€ HundVa € H:a ' € H.

In diesem Fall gibt es genau eine Abbildung -5 : H x H — H derart, dass (H, -y ) eine Untergruppe von
(G,-q) ist. Es gilt dann 15 = 1g, Va,b€ H:a-gb=a-gbund a=! =a~! (je in G und H gebildet).

Beweis: Klar oder vergleiche [— LA § 2]. O

1.1.8 Bemerkung

(a) Ist (H,-m) Untergruppe von (G,-g), so schreibt man meist - statt -z. Oft erwéhnt man g gar
nicht mehr und schreibt einfach ,,H ist Untergruppe von G* oder H < G.

(b) Untergruppen abelscher Gruppen sind abelsch.



1.1.9 Beispiel

(a) Firn € Ngist A, := {0 € S, | sgno = 1} eine Untergruppe von S,,, die man alternierende Gruppe
nennt. [— LA § 9.1]

(b) Sei R ein kommutativer Ring und n € Ny. Die Mengen

SL,(R) := {A€ R |det(4) =1}

N, (R) = {Ae€GL,(R)| A obere Dreiecksmatrix}

h,(R) := {4¢€GL,(R)| A untere Dreiecksmatrix}

Np(R) = € R"™™ ™ 3 unipotente obere Dreiecksmatrix
0 1
1 0

Np(R) = © | € R™*™ 5 unipotente untere Dreiecksmatrix
* 1

bilden allesamt Untergruppen von GL,(R), die wie im folgenden Hasse-Diagramm halbgeordnet
sind:

GLn(R)

(R A (R) SLn(R)

{In}

Dies ist alles leicht einzusehen, aufser der Tatsache, dass N, (R), N, (R), N, (R) und N\, (R) unter
Inversenbildung abgeschlossen sind.

(c) Sei n € Ny. Dann nennt man die Untergruppe O, := {4 € R"™" | ATA = I,} von GL,(R)
orthogonale Gruppe [— LA § 11.2]. Man sieht leicht [— LA 11.2.27]:

SOy = {( zi)sz _cf);r:f ) pE R} (,Drehungen®)
. cosp  singp . «
Oy =S50, U {( sing  —cosy ) ‘ RS R} (,Drehspiegelungen®)
J(k
(d) Sein € Ny und P, := {( Z?;((g;?:)) > ’ ke{0,..,n— 1}} die Ecken eines reguléren n-Ecks.
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Cn:={A €80, |Vz € P, : Az € P,} ist die zyklische Gruppe der Ordnung n (,Drehungen des
reguldren n-Ecks®).

Sein >3. D, :={A €Oy |VzeP,: Az € P,} ist die Diedergruppe der Ordnung 2n (,,Drehspie-
gelungen des reguliren n-Ecks).

ARG 1
Os |V € P : Az € P} ist die Kleinsche Vierergruppe. V hat die Ordnung 4.

(e) Setze P := {(2)7 (_2)7 (:2)7 (31)} C R? (Ecken eines nicht quadratischen Rechtecks). V := {4 €

1.1.10 Proposition Sei G eine Gruppe und M # () eine Menge von Untergruppen von G. Dann ist
auch (| M eine Untergruppe von G.

Beweis. Klar. 0

1.1.11 Korollar und Definition Sei G eine Gruppe und E C G. Dann gibt es eine eindeutig bestimm-
te kleinste Untergruppe H von G mit £ C H. Man nennt sie die von F (gemeinsam mit G) erzeugte
Untergruppe und notiert sie mit (E) oder (E)q.

Notation: {eq,...,en) := (F), falls E = {e1,...,en}.
1.1.12 Beispiel

(a) Sei n € Ny. Die Gruppe S, ist (in sich selbst) von den Transpositionen erzeugt, das heilt S, =
({mj |1 <i<j<n}). Weiter gilt: A, = ({17 |1 <i<j<n, 1<k<l<n}). |- LAS§9.1|

(b) Sei K ein Korper und n € Ny. Die Gruppe GL, (K) ist erzeugt von den Matrizen der folgenden
zwei Formen:

(1)

EK™™ i£j AeK



eK™V" e K*
0 1
Begriindung: Alle diese Matrizen liegen offensichtlich in GL,(K). Sei A € GL,(K). Zu zeigen:
A liegt in der von den fraglichen Matrizen erzeugten Untergruppe H. Nach [— LA § 5.2] kénnen

wir A durch elementare Zeilenoperationen in reduzierte Stufenform B € K™*" {iberfithren. Wegen
ker(B) = ker(A) = {0}, muss B = I,, sein. Die Zeilenoperationen

Zi — Az; ()\EKX)

entsprechen der Multiplikation mit (1) oder (2) von links. Daher gibt es C' € H mit CA = B = I,,.
Es folgt A=C"! € H.
cos Z&  —sin 2%
C"_<( sin2Z  cos 2% )>

D — cos %’T —sin 2% R
n sin 22 cos 2& ’ ’
n n

wobei R € D,, \ C,, beliebig gewihlt ist, zum Beispiel
1 0
(o ).

(e) Jedes Element aus V'\ {1} erzeugt eine Untergruppe der Ordnung 2. Je zwei Elemente aus V '\ {1}
erzeugen schon V.

(¢) Sein € N. Dann

(d) Sein € N, n > 3. Dann

die Spiegelung an der z-Achse.

§ 1.2 Gruppenhomomorphismen [- LA § 2.2]

1.2.1 Definition Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heift (Gruppen-)homomorphismus
von G nach H, wenn f(ab) = f(a)f(b) fur alle a,b € G.

1.2.2 Proposition und Definition Seien G und H Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus.
Dann:
(a) f(1) =1und f(a=t) = (f(a))~! fiir alle a € G.
(b) Der Kern ker(f) := f~1({1}) = {a € G | f(a) = 1} ist eine Untergruppe von G.
(¢) Das Bild im(f) := f(G) = {f(a) | a € G} ist eine Untergruppe von H.
(d) f injektiv < ker(f) = {1}.
)

(e) f surjektiv <= im(f) = H.

1.2.3 Definition Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H heifit (Gruppen-)Mono-/Epi-/Isomorphismus,
wenn f injektiv/surjektiv/bijektiv ist, in Zeichen: f : G — H / G —» H | G —» H. Statt (Gruppen-)-
Monomorphismus sagt man auch Finbettung.



1.2.4 Proposition Hintereinanderschaltung von Gruppenhomomorphismen sind wieder Gruppenho-
momorphismen, Umkehrfunktionen von Gruppenisomorphismen sind wieder Gruppenisomorphismen.

Beweis. Klar. 0

1.2.5 Definition Zwei Gruppen G und H heifen isomorph, wenn es einen Isomorphismus f: G — H
gibt, in Zeichen G = H.

1.2.6 Bemerkung Ein Gruppenisomorphismus fiihrt die Multiplikationstabelle der einen Gruppe in
eine Multiplikationstabelle der anderen iiber.

Er tauscht die Elemente aus, ohne die ,,Gruppenstruktur (d.h. die in der Multiplikation geregelten Bezie-
hungen der Elemente untereinander) zu veréindern. Alle strukturellen (d.h. nur auf die Rolle des Elements
in der Gruppe bezogenen) Eigenschaften einer Gruppe iibertragen sich daher unter Isomorphismen.

1.2.7 Definition und Satz Sei I eine Menge und sei fiir jedes i € I eine Gruppe G; gegeben. Dann
wird

[[c: = {f:I%U{G,;\ieI} ’Vie]:f(i)eGi}

i€l
durch

gh = (i g(i)h(i)) <g, he HQ)
il
wieder eine Gruppe, genannt das direkte Produkt der G; (i € I). Fiir g € Hie[ G;und i € I gilt 1(2) = 1¢,
und g~'(i) = g(i)~'. Sind alle G; (i € I) abelsch, so auch [],.; G;.

1.2.8 Korollar Seien Gy, ...,G, Gruppen. Dann wird H:.l:l G; =Gy X ... x G, durch
(al, . an)(bl, ey bn) = (albl, ey G,nbn), a;, b; € Gi,

wieder eine Gruppe mit 1 = (1g,,...,1g,) und (ay,...,a,)"' = (a;’,..,a;") fiir alle (ay,...,a,) €
G X ... x Gp. Sind G4, ...G,, abelsch, so auch G x ... x G,,.

Beweis. Nehme I = {1,...,n} im Satz 1.2.7. O

1.2.9 Beispiel

1

(a) Ist ¢ : M — N bijektiv, so Spr = Sy, denn ¢ : Spy — Sy, 0 — poooe ! ist ein Isomorphismus.

v —"u

poo=1(c)op

¥ ¥ also W(o) = pog oo

1

N—— N
¥(o)

(b) Firn € N,n > 3:

Dy, — Sy,
{1,...,n} — {1,..,n}
A _ . cos(£2m) \ _ [ cos(L2m) o
i~ 7, falls A< sin( L 2r) ) = ( sin(f2r) ) 1,7 €41,...,n}

Diese Abbildung ist surjektiv genau dann, wenn n = 3. Insbesondere D3 = Ss.

10



(c) sgn: S, = {-1,1} = Z* ist ein Gruppenhomomorphismus [ LA 9.1.4] mit Kern A,.

(d) Sei R ein kommutativer Ring. Die Gruppe \,,(R) N\, (R) der invertierbaren Diagonalmatrizen
ist isomorph zur Gruppe (R*)™ := R* x ... x R* und daher abelsch. Weiter gilt \,,(R) 2 N, (R),
denn

[ G(R) = Ky (R), (@ij)i<ij<n = (Gn+1—iGnti—j)1<ij<n

ist ein Isomorphismus. Klar ist, dass f bijektiv ist. Um zu zeigen, dass f ein Homomorphismus ist,
seien

A = (aij)i<ij<n, B = (bjr)1<jk<n € Gi(R).

Dann

FAB) = f | [ D aizbi
j=1

1<i,k<n

n
= Z Ont1—i,j0jn+1—k
J=1 1<i,k<n
n

= Ean+l—i,n+1—jbn+l—j,n+l—k
J=1

= f(A)f(B)
Dies zeigt N, (R) =2 &, (R) und analog N,,(R) 2N, (R).

1<i,k<n

e) Sei n € Ng. Wir haben f : S, — O, 0+ (e5(1)---€5(n))- Seien o, 7 € S,,. Dann:
1) (n)

f(o7) = (e(or)1)--Clor)(n)) = (f(O)er)--f(O)ern)) = o) f(T)

Injektivitdat von f ist klar. Das Bild von f besteht gerade aus den Permutationsmatrizen. Fiir alle
o € Sy, gilt sgn(o) = det f(o) [ LA § 9.1]. Daher f|a, : 4, < SO,,.

(f) Zur Kleinschen Vierergruppe:

f V= SQ,
A 1, falls A fixiert Kanten links und rechts,
T12, falls A vertauscht Kanten links und rechts.

und

g:V — 5s,

A 1, falls A fixiert Kanten oben und unten,
T12, falls A vertauscht Kanten oben und unten.

sind Homomorphismen. Daher ist h: V — S2 x Sa, A — (f(A), g(A)) auch ein Homomorphismus.
Es ist h sogar ein Isomorphismus und daher V = S5 x Sy = Cy x Cs. Insbesondere ist V' abelsch.

1.2.10 Proposition (Satz von Cayley) Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer
Untergruppe von S,,.

Beweis. Sei G eine Gruppe mit n := #G € N. Zu zeigen 3f : G — S,,. Wegen S,, = Sg, geniigt, zu
zeigen 3f : G — Sg. Definiere

f:G—>Sg,g»—>Lg::<G_>G>.

h — gh

Co . . S . . . 4) @ (V)
Dies ist wohldefiniert, denn L, ist bijektiv mit Umkehrfunktion Ly-1: Lyo Ly-1 = Ly = L1 =
idG (g) Ll (2 Lg—lg (é) Lg—l o Lg.
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[ ist homomorph, denn fiir g, h, a € G gilt: f(gh)(a) = (gh)(a) = g(ha) = g(f(h)(a)) = (f(9)) (f(R)(a)) =
((f(9)) o (F(hD)(a) = (£(9) f (M) ().
f ist injektiv, denn ist g € G mit f(g) =1 =1idg,s0 g=g¢-1 = (f(g))(1) =idg(1) = 1. O

§ 1.3 Quotientengruppen

1.3.1 Definition Sei G eine Gruppe. Eine Kongruenzrelation auf G ist eine Aquivalenzrelation = auf
G, fiir die gilt:

Va,d,bt e G:((a=d ANb=b) = ab=ad'l) (%)

Fiir « € G nennt man a := @ := {b € G | a = b} statt Aquivalenzklasse auch Kongruenzklasse von a
beziiglich =. Diese Definition wurde gerade so gemacht, dass

- a,be G

"{G/EXG/E - G/=
' (a,b) — ab

wohldefiniert ist.

1.3.2 Satz und Definition Ist G eine Gruppe und = eine Kongruenzrelation auf G, so wird die

Quotientenmenge G /= = {a | a € G} mittels ab := ab, (a,b € G) zu einer Gruppe (Quotientengruppe,
. - —1 T e .

Faktorgruppe) inder 1 =1 und a = = a~! fiir a € G gilt.

Beweis. Einfach, siehe auch [+ LA § 2.3]. O

1.3.3 Bemerkung Sei = eine Kongruenzrelation auf der Gruppe G. Dann 1 < G und

VabeG:a=b < ablel «— albel.

1.3.4 Definition Sei G eine Gruppe. Zu jedem H < G definieren wir Aquivalenzrelationen g~ und
~pg auf G durch

ag~b <= ab ' cH (a,b € G)
a~pgb < a'be H (a,b € Q)
Die Aquivalenzklassen

"a={becGlag~by={beG|ab e H} ={ha|hec H} = Ha
a"={beGla~pgby={beG|a'beH} ={ah|he H} = aH

nennt man Rechts- bzw. Linksnebenklassen von H nach a (a € G).

1.3.5 Bemerkung Ist = eine Kongruenzrelation auf G, so gilt nach 1.3.3 fiir H := 1 die Gleichheit

=) =(a~) = (~n)

1.3.6 Definition Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N von G heifst Normalteiler von G, in Zeichen
N <G, wenn g~ = ~yp.

12



1.3.7 Proposition Sei G eine Gruppe und H < G. Dann sind dquivalent:

a) H« G

b

H™ =~H

¢c)Vae G:Ha=aH

)
)
)
d) Va€ G:aHa ' :={aha™' |hc Hy = H
e) Vac€ G:aHa ' CH
)
)
)

f) @~ ist eine Kongruenzrelation.

g) ~p ist eine Kongruenzrelation.

h) H ist der Kern eines Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Ubung. O

1.3.8 Notation und Proposition Sei G eine Gruppe und N < G. Dann schreiben wir:

=n) = (v~) = (~n)
G/N :=G/=ny ={Na|a € G} ={aN |a € G}

Weiter bezeichnen wir die Kongruenzklasse a = Na = aN von a € G als Nebenklasse von N nach a.

1.3.9 Satz Sei G eine Gruppe. Die Zuordnungen

=1
EN<—|N

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf G und der Menge der Nor-
malteiler von G.

Beweis. Ubung. O

1.3.10 Definition und Proposition Sei G eine Gruppe. Ein Isomorphismus G — G heiflt Automor-
phismus von G. Beziiglich der Hintereinanderschaltung bilden die Automorphismen von G eine Gruppe,
die sogenannte Automorphismengruppe Aut(G) von G. Die Konjugationen ¢, : G — G, b+ aba™' mit
a € G sind offensichtlich Automorphismen von G, die sogenannten inneren Automorphismen von G. Sie
bilden den Normalteiler Inn(G) := {¢, | a € G} von Aut(G).

Eine Untergruppe N < G ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn f(N) = N fiir alle f € Inn(G) gilt.
Man nennt N < G eine charakteristische Untergruppe von G, wenn f(N) = N sogar fiir alle f € Aut(G)
gilt.

Bewets. Zu zeigen:
a) Ya € G : ¢, € Aut(G)
b) Inn(G) < Aut(G)

Zu (a): Ubung.
Zu (b): Sei a € G und f € Aut(G). Zu zeigen: fe,f~' € Inn(G). Ist b € G, so (feof1)(b) =
f(af~t(b)a™") = f(a)bf(a)~'. Daher fcof ' = cpo) € Inn(G). O

13



1.3.11 Beispiel

a) Nicht jeder Normalteiler ist eine charakteristische Untergruppe. Ist zum Beispiel G # {1} eine
Gruppe, so ist G x {1} <« G x G, aber G x {1} ist keine charakteristische Untergruppe von G, denn
GxG— GxG, (g,h)— (h,g) ist ein Automorphismus von G x G.

b) Sein € N, n > 3. Dann gilt C,, < D,,. In der Tat: Sei A € D,, und B € C,,. Zu zeigen: ABA~! € C,,.
Dies ist klar, falls A € C,,, denn C,, ist abelsch. Sei nun A € D, \C,,. Dann éndert die Spiegelung
den Drehsinn und somit ABA™! = B~ € C,,.

c¢) Als Kern des Gruppenhomomorphismus sgn : S,, — {—1,1} ist A,, ein Normalteiler von S,,.
d) Sei R ein kommutativer Ring. Als Kern von det : GL,,(R) — R* ist SL,(R) <« GL,,(R).
e) Ebenso SO,, < O,.

1.3.12 Bemerkung Wird eine Untergruppe einer Gruppe in einer Weise definiert, die offensichtlich
nur auf die Gruppenstruktur Bezug nimmt, so ist nach 1.2.6 klar, dass diese Untergruppe charakteristisch
und insbesondere ein Normalteiler ist.

1.3.13 Definition Sei G eine Gruppe. Dann heift
Z(G)={acG|YbeG:ab=ba} <G

das Zentrum von G.

1.3.14 Bemerkung Mit 1.2.6 ist klar, dass Z(G) sogar eine charakteristische Untergruppe der Grup-
pe G ist. Insbesondere ist Z(G) < G. Letzteres folgt auch mit 1.3.7(h), denn Z(G) ist der Kern des
Gruppenhomomorphismus G — Aut(G), a +— ¢,, dessen Bild tbrigens Inn(G) ist.

1.3.15 Homomorphiesatz fiir Gruppen [— LA § 2.3] Seien G und H Gruppen, N < G und
f: G — H ein Homomorphismus mit N C ker f. Dann gibt es genau eine Abbildung f : G/N — H mit

f (EN) = f(a) fiir alle a € G. Die Abbildung f ist ein Homomorphismus. Weiter gilt:

f injektiv <= N =ker f
f surjektiv <= H =im f

Beweis. Die Eindeutigkeit von f ist klar.

Zur Existenz (Wohldefiniertheit) von f: Seien a,b € G mit = BN, das heifit a =5 b. Zu zeigen:
f(a) = f(b). Wegen ab~! € N C ker f folgt f(ab™') =1, also f(a)f (b™') = f(a)f(b)~' = 1. Es folgt
fa) = f(b).
f ist ein Homomorphismus, denn: Seien a,b € G. Zu zeigen: 7(5N5N) = f(EN)?@N). Es gilt
— (—N7N\ 1.3.2 5 (—N — (—N\ < [N
F(a"8") 227 (ab") = flab) = f(@)f ) = 7 (a") 7 (27).
f injektiv <= ker f = {1} <= {EN | fla) =1} ={1} < Va ckerf a =1V
< kerfCN < kerf=N
f surjektiv. <= H=imf <= H=imf
O

1.3.16 Isomorphiesatz fiir Gruppen Seien G und H Gruppen und f : G — H ein Homomorphismus.
Dann ist N := ker(f) < G und f : G/N — im(f) definiert durch ?(EN) = f(a) fir a € G ein
Isomorphismus. Insbesondere G/ ker(f) = im(f).

Beweis. Direkte Folgerung aus dem Homomorphiesatz. O
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1.3.17 Bemerkung Der Isomorphiesatz kldrt uns {iber die Natur von Homomorphismen auf:

f Hom.
G —— H Drei Phasen:
e TS 0 a G - G/ker f vergrobern
N G/kerf — imf ,ambenennen*
G/ ker f — = Simf im f — H Lerweitern®

1.3.18 Beispiel

(a) D,/C, 2 Cy fiir n >3
Sn/Ap =2 Cy fiir n > 2
GL,(R)/SL,(R) = R* fiir n > 1, R kommutativer Ring
0,/80, =2C; firn>1

(b) Ist G eine Gruppe, so G/Z(G) = Inn(G) nach 1.3.14 und dem Isomorphiesatz.

1.3.19 Proposition und Definition Sei G ein Gruppe und H < G. Dann sind folgende Abbildungen
bijektiv:
H — Ha, h — ha fir alle a € G
H — aH, h +— ah fir alle a € G
G/gu~ — G/~g, Ha — a'H firalleacG

Man nennt [G : H] := #G/g~ = #G/~g € NU {oo} den Index von H in G. Ist G endlich, so gilt der
Satz von Lagrange:

[G: H|-#H =#G

Beweis. Sei a € G. Offensichtlich ist H — Ha, h +— ha surjektiv. Um zu zeigen, dass diese Abbildung
auch injektiv ist, seien h,h’ € H mit ha = h'a. Dann h = haa™' = haa™' = h'. Also ist H — Ha
bijektiv. Analog zeigt man H — aH bijektiv. Nach 1.3.4 gilt “a = Ha und a” = oH fiir a € G.

Esist f: G/g~ — G/~pg, Ha + a~'H wohldefiniert und injektiv, denn fiir a,b € G gilt Ha = Hb <=
bale H < ab"'€e H < a'H = b_lj."{. Der Rest folgt nun aus der Tatsache, dass G/p ~ eine
Zerlegung von G in [G : H] viele gleich groRe Aquivalenzklassen ist. O

1.3.20 Definition Sei G eine Gruppe und a € G. Es heifst
ord(a) :=inf{n e N|a" =1} e NU {0}

die Ordnung von a in G.

1.3.21 Proposition Sei G eine Gruppe und a € G mit ord(a) < co. Dann (a) = {1,q,...,a®4@~1}
und #(a) = ord(a). Ist G endlich, so ist die Ordnung von a ein Teiler der Ordnung von G.

Beweis.

2 ist klar.

,C folgt aus {1,a,...,a®" D~} < G. #{1,&,...,a°rd(“)_l} = ord(a), denn sonst a' = a’ fiir gewisse
i,7 € {0,...;ord(a) — 1} und 7 < j, was ¢ ~* = 1 und somit ord(a) < j — i < ord(a) nach sich zoge.

Also nach 1.3.19 [G : (a)] - ord(a) = #G, falls G endlich. O

1.3.22 Definition Eine Gruppe ist zyklisch, wenn es n € N mit G = C,, gibt oder wenn G 2 (Z, +).
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1.3.23 Proposition Eine Gruppe G ist zyklisch genau dann, wenn sie von einem Element erzeugt wird,
das heifst, wenn es ein a € G mit G = (a) gibt.

Beweis.
<" ist klar.

»==Ist ord(a) < 00, so (a) = Cyq(a) nach 1.3.21. Ist ord(a) = oo, so Z = {a), n+— a™.

§ 1.4 Semidirekte Produkte

1.4.1 Notation und Proposition Sei G eine Gruppe, N < G und H < G. Mit
NH :={ablae N, be H} und HN :={ba |b€ H, a € N}

gilt dann
NH=(NUH)=HN <G.

Beweis. Fir a,a’ € N und b, b’ € H gilt

o 17—1 /
(ab)(a'd") = (a(ba’db™))( D ) € NH (%)
EN €H
und
(ab)™' = (b ta'B)b™ € NH. (%)
eN
Zusammen mit 1 = 1-1 € NH zeigt dies NH < G. Somit HN = H"*N~! = (NH)~! = NH. SchlieRlich
(NUH)C NH,da NUH C NH <G und NH C (N U H). O

1.4.2 Definition Sei G eine Gruppe, N < G und H < G. Dann heifst die Gruppe G ein semidirektes
Produkt ihres Normalteilers N und ihrer Untergruppe H, in Zeichen G = N x H, wenn G = NH und
NNH={1}.
1.4.3 Beispiele

(a) Ist 7 € S, eine Transposition, so gilt S, = A, x (7).

(b) Sei R ein kommutativer Ring und n € Ny. Dann:

GL,(R) = SL,(R) x . a€R* ), fallsn>1

Beachte:
ai * by * a1b; *
0 an bn, 0 anby
fiir a;,b; € R, weswegen W, (R) = Y, (R) Nk, (R),
ai * a1 0
—
0 an 0 an

ein Homomorphismus mit Kern N, (R) ist.
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(d) D, =C, x {1,R} fiir alle R € D, \ C,,.

(e) V={1,A} x {1, B} fiir alle A,B € V mit #{1, 4, B} = 3, denn {1, A} « V, da V abelsch, siehe
1.2.9(e), und (1,A,B) =V,da [V : (1, A, B)] - #(1,A,B) =4

1.4.4 Bemerkung Ist G = N x H, so hat man den Homomorphismus [— 1.3.10 und 1.3.14]
v:H— Aut(N), b— |y : N = N.

Nach (%) aus 1.4.1 gilt dann (ab)(a’d’) = (ap(b)a’)(bb') fiir alle a,a’ € N und b, b’ € H.

1.4.5 Definition und Satz Seien N und H Gruppen und ¢ : H — Aut(N) ein Homomorphismus.
Dann wird die Menge N x H vermoge (a,b)(a’,b') := (ap(b)(a’),bV’) (a,a’ € N, b,b' € H) eine Gruppe
N %, H, die man das semidirekte Produkt der Gruppe N mit der Gruppe H beziiglich ¢ nennt.
Vermoge der Einbettung

N = Nx,H, a— (a,1)

und
H — Nx,H, b— (1,b)

fasst man N und H oft als Untergruppe vom N X, H auf.

Beweis. Nachweis der Gruppenaxiome:

(A) ((@,b)(@,¥))(a",b") = (ap(B)(a), BY) (", B") = (ap(b)) (@) (b0") (@), b, VD) =
(ap(8) @'V (a”) BUE") = (0, B) (a8 (@), V8" = (a, B)((a', ¥ " "),
wobei (50)(a") = p(B)p(b')(a") = ¢(b) (2 (b)) (a")) fiir alle (a,b), (a', ), (a”,b") € N x H.

(N) (1,1)(a,b) = (1¢(1)(a),1b) = (a,b) und (a,d)(1,1) = (ap(b)(1),bl) = (a,bd) fiir alle (a,b) € N x H.

(I) Wir zeigen (a,b)(p(b~1)(a™1),b71) = (1,1) = (b H(a™1),b71)(a,b) fiir alle (a,b) € N x H,
vergleiche (xx) in 1.4.1.

Sei also (a,b) € N x H. Dann: (a,b)(p(b~1)(a™1),b71) = (ago(b)(cp(b_l)(a_l)),bb‘l) =
(ale(b)e(b™ 1)) (@), 1) = (ap(bb~")(a ™), = (W(bb )( 1):1) = (1,1) und

(1) (@), 07" (a,b) = (p(b™) (@™ )p(d™H)(a™1),bb71) = (p(b7)(a " a), 1) = (1,1).

N — Nxu,H, a — (a,1) und H — Nx,H, b — (1,b) sind Einbettungen: (a,1)(d’,1) =

1,b)
(ap(1)(a'),1-1) = (ad’,1) und (1,b)(1,0") = (1p(b)(1),00") = (1,b¥’) fiir alle a,a’ € N und
b, € H und offensichtlich haben beide Abbildungen trivialen Kern ker = {1}.

O

1.4.6 Satz Sei G eine Gruppe N < G, H < G und ¢ : H — Aut(N) ein Homomorphismus. Dann sind
aquivalent:

(a) NaGund G=N x Hund Vb € H : ¢p(b) = cp|n-

(b) N x, H— G, (a,b) — ab ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Bezeichne f die Abbildung aus (b)
(a) = (b): Gelte (a). Fir (a,b), (a’,V') € N x, H gilt:

f((aa b)> (ala b/)) = f(a@(b)(a/)v bbl) = acp(b)(a/)bb’ = acb(a/)bb/
= aba’b bt = aba't' = f(a,b)f(a’, V).

Also ist f ein Homomorphismus. Wegen G = N H ist f surjektiv und wegen N N H = {1} ist f injektiv.
(b) = (a): Gelte (b). Esist N x {1} der Kern des Homomorphismus N %, H — H, (a,b) — b. Daher

Nx {1} «Nx, Hud N = f(N x {1}) ' 5" G.

Weiter ist G = NH wegen der Surjektivitdt und N N H = {1} wegen der Injektivitit von f. Also
G = N x H. Schlieflich

Iso

(p(B)(@),5) = (1Lb)(a, 1) = [ 0)f (@) T2 £ ba)
= 7 (b= b ) = (bab D),

EN cH

insbesondere (b)(a) = bab~—! = ¢(a) fiir alle a € N,b € H. Es folgt Vb € H : p(b) = cp|n-

1.4.7 Beispiel Sein € N,n > 3. Dann:

ide,,, falls b=1,

D, = Cyx,Cq, wobei ¢ : Cy — Aut(Cy,), b n "
X ,Co, wobei ¢ : Cy — Aut(Cy), b (C %C;>, falls b # 1.

cr Cc

Begriindung: Nach Beispiel 1.4.3(d) ist D,, = C, x {1, R} fiir ein beliebiges R € D, \ C,. Wie in
1.3.11(b):
cr(A) = RAR™' = RAR = A™! fiir alle A€ C,

Nach 1.4.6 also Cp,xy{1, R} — D,,, (A, B) — AB mit

ide,,, falls B =1,

{1 Aut(C,), B n n
6 {LRY > Aut(C,). B (i %Ac_l)? s 51
—

Da die Konstruktion des semidirekten Produkts offenbar ,strukturell“ ist (die ,,Struktur® der resultierenden
Gruppe hingt von der ,Struktur® der Ausgangsgruppen und dem gegeben Homomorphismus ab, vergleiche
]26), gllt Cnx]gaCQ = Cnxw{l,R} = Dn

1.4.8 Korollar Sei G eine Gruppe H < G, I < G. Dann sind dquivalent:

(a) HI=Gund HNI={1} undVYac HVbe I:ab=ba
(b HI=Gund HNI={1} und H<Gund I <« G

(c) HxI =G, (a,b) — ab

Beweis.
(b) = (a): Gelte (b) und seien a € H, b € I. Zu zeigen ab = ba, das heifit aba=1b~1 = 1. Es gilt:

aba bt = (aba )b = a (baT'bH e HNI={1}
el el €H  cH

(a) = (c): Gelte (a). Nach Satz 1.4.6 angewandt auf ¢ : I — Aut(H), b+ idy ist zu zeigen:
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1. H«G

2. G=HI und HNI = {1}. Dies folgt direkt aus (a).

3. Vb e I:idy = c¢p. Dies ist dquivalent zu Va € H Vb € I : a = bab~! und folgt auch aus (a).
Noch zu zeigen: H < G. Sei h € H und g € G. Zu zeigen: ghg~! € H. Withle a € H und b € I mit g = ab.
Dann ghg~ = abhb~ta' ¥ aa=lbb~'h = h € H.

(¢) = (b): Gelte (¢). Da f: Hx I — G, (a,b) — ab surjektiv ist, gilt HI = G. Da f injektiv ist, gilt
HNI={1}. Wegen H x {1} < H x I und f Isomorphismus, ist H = f(H x{1}) < G. Analog N <G. O
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§ 2 Ringe - vas

§ 2.1 Definition und Beispiele

2.1.1 Definition Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -), wobei (R, +) eine abelsche Gruppe ist und - : RXR —
R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(D%) Va,b,c € R:a(b+c) = (ab) + (ac)

(D) Va,b,c € R: (a+b)c = (ac) + (bc)

(A) Va,b,c € R : (ab)c = a(be)
)

(N) 3e€ R:Ya€ R:ae=a=ea

Es gibt genau ein neutrales Element beziiglich ’-’; fiir das man oft nur ’1’ schreibt. Gilt zusétzlich

(K) Va,b€ R:ab= ba,

so heifst (R, +,-) kommutativ. (Nicht ,abelsch®.)

2.1.2 Bemerkung

(a) Manchmal fordert man (A) bzw. (N) nicht und bezeichnet dann einen Ring (R, +, ) mit (A) bzw.

(N) als assoziativen bzw. unitdren Ring mit Eins.
(b) Sprachgebrauch: ,Sei R ein Ring’, statt: ,Sei (R, +,-) ein Ring.“

(c) Wegen (A) und (A) kann man beim Addieren und Multiplizeren in einem Ring die Klammern
weglassen. Notation fiir n € Ng und ay,...,a, € R:

n 0
E a; =a1+ ...+ an, E a; =0
i=1 i=1

n 0
Hai:alm..-an, Haizl
i=1 i=1

(d) Konvention: ,,Punkt vor Strich.*

(e) (D7) besagt, dass fiir jedes a € R die Abbildung R — R, = — ax ein Gruppenhomomorphismus
von (R,+) nach (R,+) ist. Daher a -0 = 0 und a(—b) = —ab fiir alle a,b € R. Analog fiir (*D)
und die Multiplikation von rechts zeigt man 0-a = 0 und (—a)b = —ab fiir alle a,b € R.

(f) Sei R ein Ring, dann #R =1 <= 0=1€ R.
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2.1.3 Definition und Proposition Sei (R, +,-) ein Ring. Elemente von
R*:={a€eR|3FbER:ab=1=ab}

nennt man Finheiten oder invertierbare Elemente von R. Es ist (R*,-) mit R* x R* — R*, (a,b) — ab
eine Gruppe, die sogenannte Finheitengruppe oder multiplikative Gruppe von R.

Beweis. Einfach. Vergleiche [— LA § 4.1]. O

2.1.4 Beispiel

(a) Fiir jeden Vektorraum V ist die Menge End(V) = {f | f : V — V linear} der Endomorphismen
von V mit der punktweisen Addition und der Hintereinanderschaltung als Multiplikation ein Ring
mit Einheitengruppe End(V)* = Aut(V). [— LA § 7.1]

(b) Ist R ein kommutativer Ring, so ist R™"*" ein Ring mit (R"*")* = GL,(R).

2.1.5 Definition Seien (A,+4,-4) und (B, +5, 5) Ringe. Dann heiflt (A, 44, 4) ein Unterring von
(B,+B,B),wenn ACB, 1€ A,Va,be A:a+ab=a+pbundVa,bc A:a-asb=a-pb.

2.1.6 Proposition Sei (B,+,-) ein Ring und A eine Menge. Genau dann ist A Trégermenge eines
Uunterrings von (B, +,-), wenn —1 € AC B,Va,b€e A:a+be€ AundVa,be A:a-be A.

2.1.7 Beispiel

(a) Sei R ein kommutativer Ring und n € Ny. Dann sind

" ={A € R"*" | A obere Dreiecksmatrix},
A" ={A e R"" | A untere Dreiecksmatrix},
AN = {4 e R™" | A Diagonalmatrix}

Unterringe von R™*™ mit Einheitengruppen

(NE) =(R),
N =K (R),
INET NN =, (R) N (R).

(b) {0} ist kein Unterring von Z, denn —1 ¢ {0}. {0} ist aber ein Ring.

2.1.8 Definition Seien A und B Ringe. Dann heift f : A — B ein (Ring-)Homomorphismus von A
nach B, wenn f ein Gruppenhomomorphismus von A nach B ist, f(1) =1 und

Va,b e A: f(ab) = f(a)f (D)

gilt. Ein Ringhomomorphismus heifst

(Ring-) (Einbettung oder) Mono- / Epi- / Isomorphismus,
wenn | injektiv / surjektiv / bijektiv ist,
in Zeichen f:A<— B /f:A—B | f:A—=B.

2.1.9 Bemerkung Ist f: A — B ein Ringhomomorphismus, so ist im f ein Unterring von B, jedoch
ist ker f in aller Regel kein Unterring von A. [Denn 1 € ker f <= f(1)=0in B <= 1=01in B|]

2.1.10 Bemerkung Analog zu 1.2.7 und 1.2.8 fithrt man das direkte Produkt von Ringen durch punkt-
weise Addition und Multiplikation ein.
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2.1.11 Definition und Proposition [— § 1.3], [— LA § 3.3] Sei R ein Ring. Eine Kongruenzrelation
auf R ist eine Kongruenzrelation = auf der additiven Gruppe von R [— 1.3.1], fir die zusétzlich gilt:

Va,a',b,b' € A: ((a=d & b=V) = ab=d'b)

Ist = ein Kongruenzrelation auf R, so wird R/ = vermége a +b =a+b und a-b = ab (a,b € A) zu
einem Ring ( ,Quotientenring® ,Faktorring®, ,,Restklassenring® ).

2.1.12 Definition Sei R ein Ring. Eine Untergruppe I der additiven Gruppe von R heift (beidseitiges)
Ideal von R, wenn Ya € R Vb e I : {ab,ba} C I.

2.1.13 Satz [— 1.3.9] [ LA § 3.3] Sei R ein Ring. Die Zuordnungen

=0
E]HI

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf R und der Menge der Ideale
von R.

Beweis. Wenn wir zeigen, dass beide Abbildungen wohldefiniert sind, dann folgt mit 1.3.9, dass sie auch
invers zueinander sind. Also zu zeigen:

(a) = ist Kongruenzrelation auf R == 0 ist Ideal von R
(b) I ist Ideal von R = = ist Kongruenzrelation auf R

Zu (a): Sei = eine Kongruenzrelation auf R. Aus 1.3.9 wissen wir schon, dass 0 eine Untergruppe von R
ist. Noch zu zeigen: Va € A Vb € 0 : {ab,ba} C 0. Sei also a € R und b € 0. Dann

= 2.1.2(e
ab "= a0 E( )

also ab € 0 und ba = 0a = 0, also ba € 0.

Zu (b): Sei I eine Ideal von R. Aus 1.3.9 wissen wir schon, dass =; eine Kongruenzrelation der additiven

Gruppe von R ist. Noch zu zeigen: Va,a’,b,0' € A: ((a =d & b=V) = ab = a'l). Seien also
a,a’,b,t/ € Rmit a =7 a und b=; V. Dann ab—a'b/ =a(b—V')+b (a —d') € I, also ab =7 't/. O
—— ——

el el
2.1.14 Notation und Sprechweise Sei I ein Ideal des Ringes R. Schreibe:
R/I:=R/=;:={a+1|a€R}

Man bezeichnet die Kongruenzklasse d=a + I von a € R auch als Restklasse von a modulo I.

2.1.15 Bemerkung

(a) Sei I ein Ideal des Ringes R. Dann ist die Abbildung R — R/I,a — @' nach Definition 2.1.11 ein
Ringhomomorphismus, genannt kanonischer Epimorphismus.

(b) Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist ker f ein Ideal von A, aber im f im Allgemeinen
kein Ideal von B. (Betrachte zum Beispiel Z — Q, a — a.)
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2.1.16 Homomorphiesatz fiir Ringe Seien A, B Ringe, I ein Ideal von A und ¢ : A — B ein

Homomorphismus mit I C ker ¢. Dann gibt es genau eine Abbildung
2:A/I =B mit pa)=ela)
fiir alle a € A. Diese Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus. Weiter gelten:
@ injektiv <= I =ker

@ surjektiv. <= B =im¢

Beweis. Mit 1.3.15 ist nur noch ¢(1) = 1 und E(EIEI) = Q(EI)Q(BI) fiir alle a,b € A zu zeigen:

p()=p1)=p(1)=1

und
2(@'8) = 5(ab') = p(ab) = p(a)p(d) = p(a (")

fiir alle a,b € A.

O

2.1.17 Isomorphiesatz fiir Ringe Seien A, B Ringe und ¢ : A — B ein Homomorphismus. Dann ist

ker ¢ ein Ideal von A und

p:A/kerp — imp mit &(?{ew) = p(a)

fiir a € A ein Isomorphismus. Insbesondere gilt A/ ker ¢ = im ¢.

Beweis. Direkt aus 2.1.16.

§ 2.2 Polynomringe [ LA § 3.2]

2.2.1 Notation Sei R ein kommutativer Ring, n € Ny, a = (a1, ...,a,) € R" und o = (o, ..., o) € Njj.

Schreibe dann |a| = aq + ... + @, und a® :=af* + ... + a2n.

2.2.2 Definition und Satz Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B.

(a) Sein € Ng und b = (by,...,b,) € B™.

A[b] i= Aby, .oy bp] =4 > aab® | d € No,aq € A

n
aeNy,
|a|<d

ist der kleinste Unterring C' von B mit AU {b1,...,b,} C C.

(b) Sei E C B. A[E] = J{A[b] | n € Ng,b € E} ist der kleinste Unterring C' von B mit AUE C C.

Beweis. Dass die angegeben Mengen jeweils in jedem solchen Unterring C' enthalten sind, ist klar. Zu

zeigen ist dann nur noch, dass sie jeweils einen Unterring bilden. Dies ist einfach und wir zeigen exem-

plarisch nur, dass A[b] aus (a) unter Multiplikation abgeschlossen ist. Seien also d,d’ € Ny, a, € A fiir

alle @ € N mit o] < d und a, € A fiir alle « € N§j mit |a| < d'. Dann:

Z anb® Z anb® | = Z Z and”® | b7 € Alb),

lo|<d lo|<d’ [y|<d+d’ \a+B=y

wobel man a, := 0 fiir d < |a| < d+d und a/, :=0 fir d’ < |a| < d+ d setzt.
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2.2.3 Definition Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B.

(a) Sei n € Ng und b = (b1, ...,b,) € B™. Es heifen by, ..., b, algebraisch unabhingig iiber A (in B),
wenn fiir alle d € Ny und alle a, € A (o € N, |a| < d) gilt:

E aob® =0 = Va e Ny : (Ja| <d = a,=0)
aeN(’},
la|<d

Es heift B Polynomring iber A in by,...,b,, wenn B = Alby,...,b,] und by,...,b, algebraisch
unabhéngig iber A sind.

(b) Sei E C B. Es heifst E algebraisch unabhdngig iiber A (in B), wenn fiir alle n € Ny alle paarweise
verschiedenen Elemente by, ..., b, € E algebraisch unabhéngig iiber A sind.

Es heifst B Polynomring iiber A in E, wenn B = A[E] und F algebraisch unabhéngig tiber A ist.

2.2.4 Beispiel
(a) Jeder kommutative Ring A ist ein Polynomring iiber sich selbst in . (,Konstante Polynome®)

(b) Der Nullring {0} ist ein Polynomring iiber sich selbst in 0.

2.2.5 Satz Sei A ein kommutativer Ring mit 0 # 1. Sei F eine Menge mit AN E = ). Dann gibt es
einen Polynomring {iber A in E.

Beweis. In der Vorlesung, jedoch nicht im Skript. O

2.2.6 Proposition Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes C' und E C C mit C = A[E]. Sei B
ein weiterer Ring und seien ¢, : C' — B Homomorphismen mit ¢|aug = ¥|aug. Dann ¢ = 1.

Beweis. D :={a € C | p(a) =1(a)} ist ein Unterring von C, der AU E enthélt. Also D = C. O

2.2.7 Satz Sei A ein kommutativer Ring und A[E] ein Polynomring iiber E. Sei B ein weiterer kom-
mutativer Ring, ¢ : A — B ein Homomorphismus und f : £ — B eine Abbildung. Dann gibt es genau
einen Homomorphismus ¢ : A[E] — B mit ¢|4 = ¢ und ¢|g = f.

Beweis. Da A[E] ein Polynomring ist, ist
¥ A[E] — B,
> aaX > p(an) f(X1)™ L f (X))

n n
aeNg aeNg
le|<d |l <d

(n,d € No, X1, ..., Xy, € E paarweise verschieden, X = (X1,...,X,,), aq € A fir o € NJ mit |a| < d)
als Abbildung wohldefiniert. Man rechnet stur nach, dass 1 ein Homomorphismus ist. Die Eindeutigkeit
folgt aus 2.2.6.

2.2.8 Korollar Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, A[E] ein Polynomring iiber A in
E und f : E — B eine Abbildung. Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : A[E] — B mit
Y|a =ida und V| = f.

2.2.9 Korollar Seien A[E] und A[F] Polynomringe tiber A in E bzw. F'. Sei f : E — F eine Bijektion.
Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : A[E] — A[F] mit ¢|4 = id4 und ¥|g = f.

Beweis. Eindeutigkeit ist klar mit 2.2.6. Nach 2.2.8 gibt es einen Homomorphismus ¢ : A[E] — A[F] und
: A[F] — A[E] mit @|a = |4 = ida, ¢|g = f und ¥|p = f~1. Dann ist 9o ein Endomorphismus von
A[E] mit (¢ o p)|a =1ida und (¢ 0 0)|p = idg. Mit 2.2.6 folgt ¥ 0 ¢ = id 4[] und analog ¢ 0 ¢ = id 4.
Daher sind ¢ und v bijektiv.
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2.2.10 Notation und Definition Sei A ein kommutativer Ring mit 0 # 1. Schreibt man A[X1, ..., X,],
so meint man dabei in aller Regel den (nach 2.2.8 im Wesentlichen eindeutig bestimmten und nach 2.2.5
existierenden) Polynomring iiber A in paarweise verschiedenen X7, ..., X,,. (Allgemeiner A[X; | i € I] fiir
den Polynomring iiber A in {X; | ¢ € I'} mit paarweise verschiedenen X; (i € I).) Man nennt dann die
X; Unbestimmte oder Variablen und die Elemente von A[Xq, ..., X,,] Polynome.

Jedes Polynom p € A[X}, ..., X,,] \ {0} hat eine eindeutige Darstellung der Form

d

p= Z Z an X (*)

k=0 aeng
o=k

mit X := (Xy,..., X,,) derart, dass Z|a\:d aaX® # 0. Es heifst dann d der Grad von p, in Zeichen deg(p)
und Z|a|:d o, X* die Leitform von p. Man setzt deg(0) := —oo.
Ist A ein Unterring des kommutativen Ringes B und by, ..., b, € B und bezeichnet ¢ : A[X;,...,X,,] — B
den nach 2.2.8 eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ mit 1|4 = id4 und ¢(X;) = b; firi € {1,...,n}
(,,Einsetzungshomomorphismus®), so schreibt man meist p(b1, ..., b,), statt 1(p), denn es gilt mit (x) und
bi= (b1 bn): P(b1, b)) = Yoh_g O o=k Gab®. Ahnlich fiir A[X; | i€ I].

2.2.11 Proposition Sei A ein kommutativer Ring mit 0 # 1. Dann A[X;]...[X,,] = A[X;, ..., X,].

Beweis. Durch n-maliges Anwenden von 2.2.7 erhélt man einen Homomorphpismus ¢ : A[X4]...[X,] —
AlXy, ..., Xp] mit p(X;) = X; fir ¢ € {1,...,n}. Durch Anwenden von 2.2.8 erhilt man einen Ho-
momorphismus 9 : A[Xq,..., X,] = A[X1]..[X,] mit ¢(X;) = X; fir ¢ € {1,...,n}. Nach 2.2.6 gilt
pot =idyx,,.. x, und ¥ o =idy[x,]..[x,], vgl. Beweis von 2.2.9. Daher sind ¢ und ¢ isomorph.

2.2.12 Bemerkung, Erinnerung und Definition Sei R ein kommutativer Ring. Die Teilerrelation
auf R ist gegeben durch:

alb: <= JceR:ac=b (a,b€ R)
Fiir alle a € R gilt a|0, denn a-0 = 0. Daher sagt man nur dann, dass a € R ein Nullteiler in R ist, wenn
es ein ¢ € R\ {0} gibt, mit ac = 0. Ist 0 # 1 in R, so ist 0 ein Nullteiler in R. Man sagt daher, dass
R nullteilerfrei ist, wenn kein a € R\ {0} ein Nullteiler ist. Man nennt R einen Integritdtsring, wenn R
nullteilerfrei ist und 0 # 1 in R gilt.

Man nennt R einen Korper, wenn R* = R\ {0}. [ LA 4.1.4] Jeder Unterring eines Korper ist ein
Integritatsring.

2.2.13 Proposition Ist A ein Integritétsring, so auch jeder Polynomring iiber A.

Beweis. Da in jedem Polynom nur endlich viele Variablen vorkommen, reicht es, A[X1,..., X,,] zu be-
trachten. Dort ist es durch Betrachten der Leitkoeflizienten klar. O

2.2.14 Korollar Sei R ein Integritétsring und p,q € R[X1, ..., X,] \ {0}. Dann ist die Leitform von pq
gleich dem Produkt der Leitformen von p und g. Insbesondere gilt deg(pg) = deg(p) + deg(q).
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§ 2.3 Ringe von Briichen

2.3.1 Definition Sei R ein kommutativer Ring. Eine Menge S C R heifit multiplikativ, wenn 1 € S
und Vs,t € S :steS.

2.3.2 Beispiel Sei R ein kommutativer Ring.
(a) Ist a € R, so ist {a™ | n € Ny} multiplikativ.
(b) {0,1} C R ist multiplikativ.

(c) Die Nichtnullteiler von R (d.h. die Elemente von R, die keine Nullteiler von R sind) bilden eine
multiplikative Menge in R.

(d) DieR=Zund p e P:={2,3,5,7,11, ...}, so ist {n € Z | p fn} multiplikativ. [ LA 4.1.8]

2.3.3 Notation Ist R ein kommutativer Ring, a € R und s € R*, so ¢ := s~ la.

S

2.3.4 Definition und Proposition Sei A ein Unterring des kommutativen Rings B und S C AN B*

multiplikativ. Dann ist

S_lA::{g‘aeA, sES}

ein Unterring von B. Man nennt S~! A den Ring der Briiche mit Zihlern aus A und Nennern aus S (oder
Lokalisierung von A nach S) in B.

Beweis. Offenbar reicht es, zu zeigen, dass S~'A unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist.
Seien hierzu a,b € A, s,t € S. Dann $ + % = at%tbs € S7'A, denn st (% + %) =at +bs und ¢ - % = %,
denn St%% = ab. O

2.3.5 Bemerkung Eine Einheit in einem kommutativen Ring ist niemals Nullteiler in diesem Ring
(und damit auch in keinem Unterring). [Beachte: Im Nullring ist 0 eine Einheit, aber kein Nullteiler.] In
der Situation von 2.3.4 enthélt also S keine Nullteiler von B (und damit auch keine Nullteiler von A).

2.3.6 Satz Sei A ein kommutativer Ring und S C A eine multiplikative Menge, die keine Nullteiler von
A enthilt. Dann gibt es einen kommutativen Oberring B von A mit $ C BX und B = S~'A.

Beweis. Durch (a,s) ~ (b,t) : <= at = bs (a,b € A,s,t € S) wird eine Aquivalenzrelation ~ auf
A x S definiert. |[Reflexiv und symmetrisch ist klar, transitiv: Seien a,b,c € A und s,t,u € S mit
(a,s) ~ (b,t) ~ (c,u). Dann at = bs und bu = ct, also atu = bsu = bus = cts, das heift t(au —cs) =0
und daher au = ¢s, da t € S kein Nullteiler ist.] Der Leser zeigt als Ubung, dass + und - durch

m,/\_s/) + (/b\,_ﬂ := (at + bs, st) und

—_—~  —~—

(a,s) - (b,t) := (ab, st)

wohldefiniert sind und (A x S)/~ zu einem kommutativen Ring mit 0 = (/OT/I), 1= (1,/_\1/) machen.

Wegen A = A := {@L,AT) | a € A} C (A x §)/~ reicht es, zu zeigen, dass S := {(s,Al/) | s € S} C
((Ax S)/~)" und (A x S)/~ = S~'A. Sei hierzu a € A, s € S. Dann (s,1)(1,s) = (s,5) = (1,1) = 1,
—_——1 —_— — —_ 1 ——

also (s,1) = (1,s) und (a,s) = (s,1) (a,1) € S~1A. O
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2.3.7 Satz Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, S C AN B* multiplikativ und B = S~ A.
Sei C ein weiterer Ring und ¢ : A — C' ein Homomorphismus. Genau dann gibt es einen Homomorphis-
mus ¢ : STtA — C mit ¢ = |4, wenn ¢(S) C C*. In diesem Fall ist 1) eindeutig bestimmt, denn es

gilt ¢ (2) = Z’}EZ; firae A,seS.

Beweis. Ubung. O

2.3.8 Satz Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, S C AN B multiplikativ und B = S~ A.
Dasselbe gelte mit C statt B. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : B — C mit ¥|4 = ida.

Beweis. Wende 2.3.7 mit ¢ : A — C,a — a an, um zu sehen, dass id eine eindeutige Fotsetzung zu
einem Homomorphismus ¢ : B — C hat. Zu zeigen ist nur noch, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Mit 2.3.7
bekommt man aber auch einen Homomorphismus ¢ : C — B mit ¢|4 = id4. Nun ist p o) : C — C ein
Homomorphismus mit (¢ 0 9)|4 = id4 und daher ¢ o ¢ = id¢ nach 2.3.7. Ebenso ¢ o ¢ = idg. Daher
sind ¢ und ¥ bijektiv. O

2.3.9 Definition Sei A ein kommutativer Ring und S C A eine multiplikative Menge, die keine Nulltei-
ler von A enthilt. Den (nach 2.3.6 existierenden und nach 2.3.8 im Wesentlichen eindeutigen) Oberring
B von A mit S C B* und B = S~'A nennt man Ring der Briiche mit Zihlern aus A und Nennern aus
S (oder Lokalisierung von A nach S).

Ist speziell S die Menge aller Nichtnullteiler von A, vgl. 2.3.2(c), so nennt man Q(A) = S~1A den totalen
Quotientenring von A. Offenbar gilt: Q(A) ist Kérper <= A ist Integrititsring. Ist A ein Integrititsring,
so nennt man den Kérper qf(A) := Q(A) = (A \ {0}) A daher auch den Quotientenkirper von A.

2.3.10 Bemerkung Es folgt nun, dass Integritétsringe genau die Unterringe von Kérpern sind.

2.3.11 Definition und Satz (Koérperadjunktion, vgl. Ringadjunktion 2.2.2)

(a) Ist K ein Unterring eines Korpers L und K ein Kérper, so nennt man

— K einen Unterkorper von L,
— L einen Oberkérper von K und

— L|K (,iber) eine Kdrpererweiterung.
(b) Sei L|K eine Korpererweiterung. Sind by, ...,b, € L, so ist
K(b1,....,b,) := (K[by, ..., bp] \ {0}) T K[b1, ..., bn] = qf (K [by, ..., b,]) C L

der kleinste Unterkorper F' von L mit K U {by,...,b,} C F.

Ist E C L, so ist
K(E) == (K[E]\ {0}) "' K[E] = qf(K[E]) € L

der kleinste Unterkérper F von L mit K UE C F.

Beweis. Trivial. O

2.3.12 Definition [— 2.2.3] Sei L|K eine Korpererweiterung.

(a) Sein € Ny und by, ...,b, € L. Es heifst L ein Kdrper der rationalen Funktionen iiber K in by, ..., by,
wenn L = K|by,...,b,] und by, ..., b, algebraisch unabhéngig iiber K sind.

(b) Sei E C L. Es heifst L ein Korper von rationalen Funktionen iber K in E, wenn L = K[E] und E
algebraisch unabhéngig iiber K ist.
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2.3.13 Proposition [— 2.2.6] Sei L|K eine Korpererweiterung und E C L mit L = K[E]. Sei R ein
Ring und seien @, : L — R Homomorphismen mit ¢|xur = ¥|kur. Dann ¢ = .

Beweis. F:={a € L | y(a) =1(a)} ist ein Unterkorper von L, der K U E enthélt. Also F' = L. O

2.3.14 Definition und Proposition Seien K und F Korper.

(a) K besitzt nur die trivialen Ideale K und {0}.

(b) Ist ¢ : K — F ein Ringhomomorphismus, so nennt man ¢ auch einen Koérperhomomorphismus. In
diesem Fall: Da (1) =1 # 0 in F, liegt 1 nicht im Ideal ker ¢ von K, womit ker ¢ = {0} nach (a).

Es ist daher ¢ : K < F eine Einbettung und ¢ : K 5 im ¢ ein Isomorphismus. Insbesondere ist
das Bild von ¢ nicht nur ein Unterring, sondern sogar ein Unterkérper von F'. Beachte auch, dass
1

gelten muss ¢ (1) = S(o fiir alle a € K.

2.3.15 Satz (vgl. 2.2.9) Seien K (F) und K (F) Korper von rationalen Funktionen tiber K in E bzw. F.
Sei f : E — F eine Bijektion. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : K(F) — K(F) mit ¢|x = idg
und ¢|p = f.

Beweis. Zur Existenz: Nach 2.2.9 gibt es einen Isomorphismus ¢ : K[E] — K[F] mit ¢|x = idg
und ¢ = f. Da ¢ injektiv ist, gilt (K[E] \ {0}) C K[F]\ {0} € K(F)* und 2.3.7 liefert einen
Homomorphismus ¢ : K(E) — K(F) mit ¢|gz = ¢. Da ¢ ein Kérperhomomorphismus ist, ist
injektiv und im1) ist ein Unterkorper von K (F'). Es gilt aber K U F C img¢ C imt, weswegen
surjektiv ist.

Die Eindeutigkeit folgt aus 2.3.13. O

2.3.16 Notation und Sprechweise (vgl. 2.2.10) Sei K ein Korper. Schreibt man K(X,...X,,), so
meint man dabei den (nach 2.3.15 im Wesentlichen eindeutig bestimmen und nach 2.3.5 und 2.3.9 exis-
tierenden) Korper der rationalen Funktionen in paarweise verschiedenen ,unbestimmten Xj, ..., X,,.

2.3.17 Definition und Proposition Sei A ein kommutativer Ring und S C A eine multiplikative
Menge. Wenn S Nullteiler enthélt (das heifft, wenn es s € S und a € A gibt mit sa = 0), dann konnen
wir keinen Oberring S~ A wie in 2.3.6 konstruieren, siche 2.3.5.

In diesem Fall (und allgemein) setzen wir Is := {a € A | 3s € S: sa = 0}. Es ist I ein Ideal von A, da
S multiplikativ ist. Es ist dann S := {s | s € S} C A := A/Ig multiplikativ und ohne Nullteiler. Man

nennt dann den Oberring S ' Avon 4 = A/Ig die Lokalisierung von A nach S, in Zeichen Ag := A
Man hat einen Homomorphismus s : A — Ag, a +— a mit 15(S) C AZ und kervg = Ig. Oft schreibt
man schlampig wieder S™'A und ¢ (a € A, s € S) statt S 4 und 2 (a€A,sel).

2.3.18 Satz Sei A ein kommutativer Ring und S C A multiplikativ. Sei B ein weiterer kommutativer
Ring und ¢ : A — B ein Homomorphismus mit ¢(S) C B*. Dann gibt es genau einen Homomorphismus
Y :Ag — B mit o =1 oug.

Beweis. Ubung. O
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§ 2.4 Primideale und maximale Ideale

2.4.1 Wiederholung Sei R ein kommutativer Ring. Ist £ C R, so ist

das kleinste Ideal von R, welches E enthélt. Man nennt es das von E (in R) erzeugte Ideal [+ LA 3.3.9],
[— LA 3.3.10]. Fiir by, ..., b, € R schreibt man auch:
a; € R}

(b1y s bp) == (b1, ooy by) = {Zab
=1

Ideale der Form (b) mit b € R nennt man auch Hauptideale [ LA 3.3.11]. Es heifst R ein Hauptidealring,
wenn R ein Integritdtsring ist, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist. Z und K[X] (K ein Korper, X eine
Unbekannte) sind Hauptidealringe [— LA 3.3.13|, [+ LA 10.2.2] oder [1, § 2.2, § 2.4].

Ist p € R, so heift p irreduzibel (in R), wenn

neN, a; € R, szE}

pg€R* & Va,beR:(p=ab = (a € R* oder b € R*))
und prim (in R), wenn
pg R* & Va,be R:(plab = (p|a oder p|b)).

In einem Integritétsring ist jedes Primelement # 0 irreduzibel.

Die Aquivalenzrelation = (,,Assoziiertheit”) auf R ist definiert durch
a=b:<= (a|b & bla) < (a) = (b)
(a,b € R). Setze a := a fiir o € R. Fixiere P C R mit Pr — {a € R| a prim, a # 0}/=, p — D bijektiv.

(Zum Beispiel P, = P = {2,3,5,7,11,13,...} fir R = Z.) Bezeichne NéPR) die Menge der Funktionen
a : Pr — Ny mit endlichem Triger supp(«) := {p € Pr | a(p) # 0}.

Pp= [ 2.
pEsupp(a)

Fiir jedes a € NIgR setze

Man nennt (¢, ) € R X NSPR) eine Primfaktorzerlegung von a € R, wenn a = clP%. In Integritdtsringen
sind Primfaktorzerlegungen eindeutig. Es heiftt R ein faktorieller Ring, wenn er ein Integritétsring ist,
in dem jedes a € R\ {0} eine Primfaktorzerlegung besitzt. Jeder Hauptidealring ist faktoriell. In einem
faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element prim, siehe [1, § 2.4].

2.4.2 Definition Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal p von R heifst Primideal von R, wenn

1¢p & Va,beR:(abep = (a€poderdcp)).

Ein Ideal I von R heift echt, wenn 1 & I (oder Aquivalent I # R). Ein Ideal m von R heilt mazimales
Ideal von R, wenn m ein maximales Element der durch Inklusion halbgeordneten Menge aller echten
Ideale von R ist.

2.4.3 Bemerkung Sei R ein kommutativer Ring. Die in 2.4.1 wiederholte Definition eines Primelements
p € R kann man offensichtlich wie folgt lesen:

1¢(p) & Va,beR: (abe (p)= (a € (p)oderbe (p)))

Es folgt fiir p € R: p Primelement <= (p) ist Primideal.
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2.4.4 Satz Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes R. Dann gelten:
(a) I Primideal <= R/I Integritétsring
(b) I maximales Ideal <= R/I Korper

Beweis. Ubung. O

2.4.5 Korrolar Jedes maximale Ideal eines kommutativen Rings ist ein Primideal.

Beweis. Jeder Korper ist ein Integritatsring. O

2.4.6 Korrolar Seien A, B kommutative Ringe und ¢ : A — B ein Homomorphismus. Sei q ein
Primideal von B. Dann ist p := ¢~ !(q) ein Primideal von A.

Beweis. ¢ : A — B/q, a go(a)q ist Hintereinanderschaltung der Homomorphismen

749
A2 B"2% B/q
und daher ein Homomorphismus. Nach Isomorphiesatz 2.1.17 ist A/ ker ) = im . Es ist im ¢ ein Unter-
ring des Integritétsrings B/q und daher auch ein Integrititsring. Somit ist auch A/ ker v ein Integritéts-

ring, das heifst ker ¢ ein Primideal von A. Es gilt:

kerg = {a€ 4| v(a) =0} = {acA|p@) =0} ={aeA|p(a) cal = (a) =

O

2.4.7 Beispiel Sei K ein Korper. Im Polynomring K[X, Y] ist (X) ein Primideal, denn K[X,Y]/(X) =
K[Y] ist ein Integrititsring. (Betrachte den Einsetzungshomomorphismus K[X,Y] — K[Y], p — p(0,Y)
und wende den Isomorphiesatz 2.1.17 an.)

Es ist (X) kein maximales Ideal, denn K[X,Y]/(X) = K[Y] ist kein Korper.

Dagegen ist (X,Y) ein maximales Ideal von K[X,Y], denn K[X,Y]/(X,Y) & K ist ein Korper. (Be-
trachte K[X,Y] — K,p — (0,0).)

2.4.8 Satz In einem Hauptidealring ist jedes Primideal # {0} ein maximales Ideal.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring und p # {0} ein Primideal in R. Sei I ein Ideal von R mit p C I.
Zu zeigen: I = p oder I = R. Wihle p,a € R mit p = (p) und I = (a). Die Bedingung p C I
bedeutet (p) C (a), d. h. p € (a). Wéhle b € R mit p = ab. Da p geméf 2.4.3 prim ist und R ein
Integrititsring ist, ist p irreduzibel in R. Also gilt a € R* oder b € R*, also I = (a) = R oder
I=(a)=(b"tp)C(p)=pCI. Also I =R oder I =p, wie gewiinscht.

2.4.9 Korollar Sei R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel. Dann ist R/(p) ein Korper.

¢gR* ¢R>
. A /\ . . . . . . . . .

Beweis. Wegen 0 = 0 0 ist O nicht irreduzibel in R. Es ist (p) # {0} ein Primideal von R nach
2.4.1 und 2.4.3. Nach 2.4.8 ist also (p) ein maximales Ideal von R, also R/(p) ein Korper nach 2.4.4. O

2.4.10 Beispiel

(a) Ist p € P, so ist Z/(p) ein Korper. [ LA 4.1.7]

(b) Ist K ein Korper und p € K[X] irreduzibel, so ist K[X]/(p) ein Korper.

31



2.4.11 Satz Seien A und B kommutative Ringe und ¢ : A — B ein Epimorphismus. Die Zuordnungen
I— o)
o M) = J

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Ideale / Primideale / maximalen Ideale I von A mit
ker(¢) C I und der Menge der Ideale / Primideale / maximalen Ideale von B.

Beweis. Ubung. O

2.4.12 Satz Sei A ein kommutativer Ring und S C A multiplikativ. Die Zuordnungen

pHS”%@%={a

S

aep,seS}

-1

ts () <q

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Primideale p von A mit p NS = () und der Menge der
Primideale von Ag [— 2.3.17].

Beweis. Ubung. O

2.4.13 Satz Jeder kommutative Ring aufler dem Nullring bestitzt ein maximales Ideal.

Beweis. Wir benutzen das Lemma von Zorn, welches besagt, dass halbgeordnete Mengen, in der jede
Kette eine obere Schranke besitzt, mindestens ein maximales Element besitzt. Genauer benutzen wir
folgendes Korollar: Sei M eine durch Inklusion halbgeordnete nichtleere Menge von Mengen derart, dass
fiir jede nichtleere Kette C C M gilt: | JC € M. Dann besitzt M ein maximales Element. Noch genauer:
Sei A ein kommutativer Ring und M := {I | I Ideal von A, 1 ¢ I}. O

2.4.14 Korollar Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Sei I ein Ideal von R mit 1 ¢ I. Dann gibt es ein maximales Ideal m von R mit I C m.

(b) Sei S C R multiplikativ mit 0 ¢ S. Dann gibt es ein Primideal p von R mit pN .S = ).

Beweis.

(a) Wegen R/I # {0} gibt es ein max. Ideal J von R/I. Dann ist nach 2.4.11 m := {a € R | a e J}
ein maximales Ideal von R. Offensichtlich gilt 7 C m.

(b) Wegen 0 ¢ S'ist Is :={a € A|3s € S :sa =0} [— 23.17] echt, also R/Is # {0} und damit
Rs # {0}. Es besitzt Rg also ein maximales Ideal m. Dann ist nach 2.4.12 p := 1 *(m) ein Primideal
von R mit pNS = 0. O

2.4.15 Definition Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes R. Dann heifst das Ideal

VI = ﬂ{p | p Primideal von R, I C p}

das Radikal von I.

2.4.16 Beispiel /(X?) = (X) in R[X], denn (X) ist ein Primideal von R[X], vergleiche 2.4.7 und
jedes Primideal von R[X], welches (X?) enthélt, enthilt auch (X).

Genauso /(3) = 1/(9) = /(27) = (3) in Z.
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2.4.17 Satz Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes R. Dann T = {a € R|3n € Ny :a™ € I}.

Beweis. Nach 2.4.11 entsprechen die Primideale von R, die I enthalten, den Primidealen von P/I. Indem
man R und [ durch R/I und {0} austauscht, reicht es daher zu zeigen, dass fiir jeden kommutativen
Ring R gilt:

ﬂ{p|pPrimidealvonR}:{a6R\EInENO:anzO}

2 ist einfach.

,C* Wir zeigen: Ist a € R mit Vn € N : a™ # 0, so gibt es ein Primideal p von R mit a ¢ p. Sei hierzu
S:={a" | n € No} und es gelte 0 ¢ S. Es ist S C R multiplikativ [— 2.3.2(a)]. Nach 2.4.14(b) gibt es
ein Primideal p von R mit pNS = 0. O

§ 2.5 Der Satz von Gaufs

2.5.1 Definition Sei K ein Korper. Dann heifst eine Funktion v : K — ZU{oo} eine diskrete Bewertung
auf K, wenn v(0) = 0o, v|gx ein Gruppenhomomorphismus von (K*,-) nach (Z,+) ist und v(a + b) >
min{v(a),v(b)} fir alle a,b € K (oder dquivalent fiir alle a,b € K* mit a + b # 0).

2.5.2 Beispiel Sei K ein Korper. Dann ist die Gradbewertung v : K(X) — Z U {oco} durch

. <f) _ ) falls f = 0 und g € K[X]\ {0},
T \g/) " | (deg(g)) — (deg(f)), falls f,g € K[X]\ {0},

wohldefiniert und eine diskrete Bewertung auf K[X].

Begriindung: Benutze 2.2.14 fir die Wohldefiniertheit. Dass voo(0) = oo ist klar nach Definition und
Vool (x)x + K(X)* — Z ein Homomorphismus ist klar. Sind f,g,h € K[X]\ {0} mit f + g # 0, so:

Voo <‘£+Z) = Voo <f;il-g> =degh — deg(f +g)

> deg h — max{deg f,deg g} = min{deg h — deg f,deg h — deg g}

ol () - )

2.5.3 Notation, Proposition, Definition Sei R ein faktorieller Ring, K := qf(R). Bezeichne ZFr)
die Menge der Funktionen « : Pg — Z, mit endlichem Trager supp(a) := {p € Pr | a(p) # 0}.
Fiir jedes o € ZFr) setze P% = HPESupp(a) p*P) ¢ K*. Dann gibt es zu jedem a € K* genau ein

(Ca,ta) € R* X Z®r) mit a = ¢ P%. Fiir jedes p € Pg ist die Abbildung

00, falls a = 0,

K —7ZU , a—
Up {oc}, a {aa(p), falls a # 0,

eine Bewertung auf K, genannt die p-Bewertung auf K.

Beweis. Ubung. O

w

w

2.5.4 Beispiel In Q = gf(Z) gilt v3 (—132) = vs ((—1) 27) =3-2=1
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2.5.5 Proposition und Definition Sei K ein Korper und v eine diskrete Bewertung auf K. Dann
ist 0, == {a € K | v(a) > 0} ein Unterring von K, genannt der Bewertungsring von v. Es gilt
0y ={a € K | v(a) = 0} und 0, hat genau ein maximales Ideal, ndmlich m, := {a € K | v(a) > 0}.
Man nennt m, das mazimale Ideal von v und &, /m, den Restklassenkérper von v.

Beweis. Dass 0, ein Unterring von K ist und m, ein echtes Ideal ist, ist klar.
Zu zeigen: 0 = {a € K | v(a) = 0}

N

Sei a € 0. Wihle b € 0, mit ab = 1. Dann sind a,b € K\{0} und daher 0 = v(1) = v(ab) =
v(a) + v(b). Wegen v(a) > 0 und v(b) > 0 folgt v(a) = v(b) = 0.

D Seia € K mit v(a) = 0. Dann ist a € K* und v(%) = —v(a) = 0, also a, 1 € &, und somit a € 6.

Zu zeigen: m, ist das grofite echte Ideal von 0,. Sei I ein echtes Ideal von &,. Zu zeigen: I C m,,. Dies
ist aber klar, da I C O,\0) = m,,. O

2.5.6 Beispiel Sei p € P. Betrachte die p-Bewertung v := v, auf Q = qf(Z). Dann ist 0, = {2 | a €
Z,seN,pts}=5"1Zmit S:={seN|pfs} |- 232(d)]. Weiter ist m, = {2 |a € Z, s € N, pts}.
Wir behaupten 0, /m, = Z/(p). Betrachte hierzu den Homomorphismus

0:ZL— Oy/my,n—>n:=14+---+1

Wegen p € ker ¢ liefert der Homomorphiesatz 2.1.16 den Homomorphismus

b :Z)(p) = Oy, 0P 50 (neZ)

Fiir alle s € N mit pt s gilt

™= s = (") € p((Z/(9)) € (O,)my)*

und daher

O - -2 () ems

fiir alle a € Z. Es folgt im 1) = €, /m,,. Es ist also 1 ein surjektiver Kérperhomomorphismus [— 2.3.14(b)]
und daher ein Isomorphismus.

2.5.7 Satz und Definition Sei K ein Korper und v eine diskrete Bewertung auf K. Dann gibt es
genau eine diskrete Bewertung w auf K(X) mit

d
w <Z al-Xi> =min{v(a;) | i € {0,...,d}}

fiir alle d € Ny und ay, ...,aq € K. Es gilt w|x = v und man nennt w die (klassische) Gauf-Fortsetzung
von v.
Beweis. Ubung. O

2.5.8 Notation und Definition Sei R ein faktorieller Ring und K = qf(R). Fiir jedes p € Pg
bezeichne w), : K(X) — Z U {c0} die Gauk-Fortsetzung der p-Bewertung auf K. Dann heift f € R[X]
primativ, wenn wy(f) = 0 fiir alle p € Pg. [Oder &quivalent: Wenn 1 der grofite gemeinsame Teiler aller
Koeffizienten von f ist.]
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2.5.9 Lemma von Gaufl Sei R ein faktorieller Ring und K := qf(R).

(a)

(b)

()

Seien f,h € K[X] und g € R[X] primitiv mit f = gh. Dann gelten:

f € RIX] < h € R[X]
f primitiv in R[X] <= h primitiv in R[X]

Sei f € R[X] mit deg f > 1. Dann gilt:

f irreduzibel in R[X] = f irreduzibel in K[X]

{p | prim in R[X]} = {p | prim in R} U {p | p prim in K[X] und primitiv in R[X]}

Beweis.

(a)

(b)

()

f€R[X] < VpePr:w,(f) >0 < h e R[X],
f € R[X] primitiv <= Vp € Pg: w,(f) =0 <= h € R[X] primitiv

Sei f irreduzibel in R[X] und g,h € K[X]| mit f = gh. Zu zeigen: g € K> oder h € K*
(Eg € R[X] primitiv (beachte f # 0). Dann ist h € R[X] nach (a). Somit ist g € R[X]* = R* C K*
oder h € R[X]* = R* C K*.

Fir alle p € R gilt R[X]|/(p)rix; = (R/(p)r)[X], denn der Homomorphismus ¢ : R[X] —
(R/(p))[X] mit p(a) = a fir a € R und ¢(X) = X aus 2.2.7 ist surjektiv und hat den Kern
(p)rix], Wie man leicht sieht. Mit 2.4.4(a) folgt

Vp € R: (p prim in R[X]| <= p prim in R) (%)

Ist p prim in K [X] und primitiv in R[X], so hat der Homomorphismus ¢ : R[X] — K[X]/(p), f — f
den Kern (p)g(x], denn sind f € R[X] und g € K[X] mit f = gp, so ist g € R[X] nach (a). Damit
ist wegen (%) schon ,,0% gezeigt.

Um ,,C* zu zeigen, geniigt es wegen (%), ein p € R[X]\R zu betrachten, welches prim in R[X] ist.
Da R[X] Integritatsring ist, ist p irreduzibel in R[X]. Nach (b) ist p irreduzibel in K[X]. Da K[X]
faktoriell ist (K ist ein Korper und daher ist K[X] sogar ein Hauptidealring), ist p daher prim in
K[X]. Wére p nicht primitiv in R[X], so gébe es a € Pr und ¢ € R[X] mit p = aq und es folgte
a € R[X]* = R* oder ¢ € R[X]* = R*, was absurd ist.

2.5.10 Satz von Gaufd Ist R ein faktorieller Ring, so auch jeder Polynomring iiber R.

Bewets. Nach 2.2.13 ist nur noch zu zeigen, dass jedes Element ungleich 0 des Polynomringes eine
Primfaktorzerlegung besitzt. Da in jedem Polynom nur endlich viele Variablen vorkommen, reicht es zu
R[X1,...,Xy] zu betrachten, vgl. Anfang des Beweises von 2.5.9(c).

Nach 2.2.11 gilt aber R[X1, ..., X,] & R[X1][X2]...[X,] und per Induktion reicht es R[X] zu betrachten.
Setze K := qf(R) und sei f € R[X]|\{0}. Da K[X] als Hauptidealring faktoriell ist, gibt es a € K*,
n € Ngund ¢1,...,9, € K[X] prim mit f =agy - gn. ®g1,..., g, primitiv und a € R nach 2.5.9(a).

Nach 2.5.9(c) sind nun g4, ..., g, prim in R[X], was zu einer Primfaktorzerlegung von f in R[X] fiihrt,
wenn man a in R (und nach 2.5.9(c) damit in R[X]) in Primfaktoren zerlegt. O
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§ 2.6 Irreduzibilitatskriterien

2.6.1 Satz (Reduktionskriterium) Sei R ein faktorieller Ring, p € R irreduzibel und f € R[X] ein
Polynom mit deg f > 1, dessen Leitkoeffizient nicht von p geteilt wird. Bezeichne ¢ : R[X] — (R/(p))[X]
den Homomorphismus mit ¢(a) = a fiir a € R und ¢(X) = X. Dann gilt: Ist ¢(f) irreduzibel in
(R/(p))[X], so ist f irreduzibel in qf(R)[X].

Ist f zusétzlich primitiv in R[X], so ist f irreduzibel in R[X].

Beweis. Beachte, dass R/(p) nach 2.4.1, 2.4.3 und 2.4.4(a) ein Integritdtsring ist. Sei ab nun ¢(f) irre-
duzibel in (R/(p))[X]. Wegen der Voraussetzung deg f > 1 ist f natiirlich keine Einheit in gf (R)[X] und
schon gar nicht in R[X].

Sei nun zunéchst f zusétzlich als primitiv in R[X] vorausgesetzt. Um zu zeigen, dass f irreduzibel in
R[X] ist, selen g,h € R[X]| mit f = gh. Zu zeigen: g € R[X]* = R* oder h € R[X]* = R*. Es gilt
o(f) = ¢(g)p(h). Wegen der Voraussetzung an den Leitkoeffizienten von f gilt deg p(f) = deg f und
folglich degp(g) = degg und deg(o(h)) = degh. Aus der Irreduzibilitit von ¢(f) erhalten wir aber
E p(g9) € (R/(p)[X]* = (R/(p))*, also degg = degp(g) = 0. Somit g € R und daher g € R* wegen
der Primitivitdt von f.

Im allgemeinen Fall schreiben wir f = ¢fp mit ¢ € R und fy € R[X] primitiv. Es teilt p weder ¢ noch den
Leitkoeffizienten von fo. Daher ¢(c) € (R/(p))*, denn ¢(f) = ¢(c)p(fo) ist irreduzibel in (R/(p))[X],
aber ¢(fo) & (R/(p))[X]*, denn degp(fo) = deg¢(f) = deg f = 1. Deswegen ist mit (f) auch ¢(fo)
irreduzibel. Dann ist aber fy nach dem schon Bewiesenen irreduzibel in R[X]. Wegen deg fy = deg f > 1
ist nach dem Lemma von Gauk 2.5.9(b) fo irreduzibel in (qf(R))[X]. Wegen ¢ € (qf(R))* ist somit f
irreduzibel in (qf(R))[X]. O

2.6.2 Beispiel Es ist f = 20X? + 6X2 — 8X — 20 irreduzibel in Q[X]. Reduziert man némlich die
Koeffizienten modulo 3, geniigt es zu zeigen, dass das Polynom 2X3 + X + 1 in F3[X] irreduzibel ist,
wobei F3 = Z/(3). Da dieses Polynom Grad 3 hat und F3 ein Korper ist, miisste es aber eine Nullstelle
in F3 haben, wenn es in F3 reduzibel wire, was man durch Einsetzen sofort ausschliefst.

In Z[X] ist f dagegen reduzibel, denn f = 2g mit g := 10X3 +3X? —4X — 10 € Z[X]. Da g primitiv ist,
zeigt man wieder mit Reduktion der Koeffizienten modulo 3 (der Leitkoeffizient darf nicht verschwinden),
dass g sowohl in Q[X], als auch in Z[X] irreduzibel ist.

2.6.3 Satz (Kriterium von Eisenstein) Essei R ein faktorieller Ring und f := a, X" +...4+ag € R[X]
primitiv, a; € R. Weiter sei p € R prim und ein gemeinsamer Teiler von aq, ..., a,_1, aber p? kein Teiler
von ag. Dann ist f irreduzibel in R[X] und in (qf(R))[X].

Beweis. Beachte zuniichst, dass p # 0 ist (wegen 0 = 0?) und p nicht a,, teilt (insbesondere deg f > 1),
denn sonst wére f nicht primitiv.

Wieder ist R/(p) ein Integritétsring und wir bezeichnen mit ¢ : R[X] — (R/(p))[X] den Homomorphis-
mus gegeben durch ¢(a) = a fiir @ € R und ¢(X) = X. Nach dem Lemma von GauR 2.5.9(b) reicht es
zu zeigen, dass f irreduzibel in R[X] ist. Wegen deg f > 1 ist natiirlich f keine Einheit von R[X]. Seien
also g, h € R[X] mit f = gh. Zu zeigen ist nur noch, dass g € R[X]* = R* oder h € R[X]|* = R* ist.
Wegen der Primitivitdt von f in R[X] reicht es aber g € R oder h € R zu zeigen.

Es gilt wieder ¢(f) = ¢(g)p(h) und wegen der Eigenschaft des Leitkoeffizienten von f hat man wieder
deg o(f) = deg f und folglich deg ¢(g) = deg g und deg w(h) = deg h. Somit reicht es p(g) € R/(p) oder
o(h) € R/(p) zu zeigen.

Betrachte den Quotientenkdrper K := qf(R/(p)). Es ist K[X] faktoriell (sogar ein Hauptidealring), wes-
wegen aus X"=¢(g)p(h) in K[X] nun die Existenz eines k € {0,...,n} mit p(g)=X* und p(h)=X""F
in K[X] folgt. Ist k& € {0,n}, so sind wir fertig. Andernfalls wire aber ¢(g)(0) = 0 und ¢(h)(0) = 0, also
ist p ein Teiler sowohl von g(0) als auch von h(0). Dann wire aber p? ein Teiler von g(0)h(0) = f(0) = ag
im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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2.6.4 Beispiel

(a) Sei K ein Korper und n € N. Dann ist X™ — Y irreduzibel in K (Y)[X]. Es ist ndmlich Y prim im
faktoriellen Ring K[Y], X™ — Y primitiv in K[Y][X] und man kann das Kriterium von Eisenstein
anwenden.

(b) Sei p € P. Dann ist das p-te Kreisteilungspolynom: ®, := X?~! + ... 4 1 irreduzibel in Z[X] und
Q[x].

§ 2.7 Hilbertscher Basissatz

< <... -
2.7.1 Sprechweise Sei (M, <) eine halbgeordnete Menge. Man sagt a=a2 = ist eine auf
ai > as = ... ab-

=
steigende Kette in M und meint damit eine Folge (ay,)nen in M mit Vn € N : @n 2 nt1 L
Ap, t Ap+41
Beachte: {a, | n € N} ist dann eine Kette, also eine halbgeordnete Teilmenge von M.

Man sagt: Eine auf- oder absteigende Kette (an,)nen in M wird stationdr, wenn es ein k € N gibt mit
VneN: (k<n= a, =agn)

2.7.2 Proposition Sei (M, <) eine halbgeordnete Menge. Dann sind dquivalent:

(a) Jede aufsteigende Kette in M wird stationir.

(b) Jede nichtleere Teilmenge von M besitzt ein maximales Element.

2.7.3 Erinnerung Sei A ein Integritétsring. Dann ist A faktoriell genau dann, wenn in A jedes irre-
duzible Element prim ist und jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in A stationér wird.

2.7.4 Definition Sei A ein kommutativer Ring. Dann heiftt A noethersch, wenn in ihm jede aufsteigende
Kette von Idealen stationdr wird. Ein Ideal I von A heift endlich erzeugt (e.e.), wenn es n € Ny und
ai,...,an € A gibt mit I = (ay,...,a,). [— 2.4.1]

2.7.5 Proposition Sei A ein kommutativer Ring. Dann ist A noethersch genau dann, wenn in A jedes
Ideal endlich erzeugt ist.

Beweis.

»=" zeigen wir durch Kontraposition: Es gebe in A ein Ideal I, welches nicht endlich erzeugt ist. Zu
zeigen: Es gibt eine aufsteigende nicht stationire Kette I; C Iy C I3 C --- von Idealen in A. Setze
Iy := (0) C I. Da I nicht endlich erzeugt ist, gilt Iy C I, das heift, dass es ein a; € I\Iy gibt. Setze
I := (a1) C I. Wieder gilt I; C I. Wahle as € I\I; und setze Iy := (ai,a2) C I. Setzt man diesen
Prozess fort, so erhdlt man I, = (a1,...,ax) CIund [y C 1 Cl, C....

,<=" Sei in A jedes Ideal endlich erzeugt und I; C I C ... eine Kette von Idealen von A. Zu zeigen:

Diese aufsteigende Kette wird stationédr. Betrachte hierzu I := |J{I; | ¥ € N} von A, weswegen es
aiy...,am € Amit I = (ay,...,am,) gibt. Wihle N € N mit ay,...,a, € Iy. Dann folgt

VYneN:(n>N = I=(a1,...,an) CIyC I, C1I),

und daher Vn e N: (n > N = [, =1). O

2.7.6 Beispiel Jeder Hauptidealring ist noethersch.
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2.7.7 Proposition Sei A ein noetherscher kommutativer Ring.

a) Ist T C A ein Ideal, so ist A/I noethersch.

b) Ist S C A multiplikativ, so ist Ag noethersch.

Beweis: Ubung. O

2.7.8 Hilbertscher Basissatz Sei A ein kommutativer Ring mit 0 # 1. Dann gilt: A noethersch —-
A[X] noethersch.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition: Sei also A[X] nicht noethersch. Zu zeigen: A ist nicht noethersch.
Wiéhle ein Ideal J von A[X], welches nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es eine Folge (f,;)nen mit
fo € I\(f1,..., fu—1) und deg(f,) = min{deg(g) | g € J\(f1,--., fn—1)} fiir alle n € N. Fiir jedes n € N
bezeichne a,, den Leitkoeffizienten von f,,. Wir behaupten, dass I := ({a,, | n € N}) nicht endlich erzeugt
in A ist. Andernfalls gébe es ein N € N mit I = (ay,...,an), insbesondere ay+1 = bray + ... + byan
fiir gewisse by, ...,b, € A. Setzte man dann h := by f1 X% + - + by fN XN € (f1,..., fn) mit

!
dn = deg fn1 — deg fn > 0 fiirn € {1,..., N},

so stimmten die Grade und die Leitkoeffizienten von fxyy; und h iiberein. Daher hétte g := fyy1 —h €
J\(f1,..., fn) einen kleineren Grad als fyi1 im Widerspruch zur Wahl von fn41. O

2.7.9 Korollar Sei A ein noetherscher Unterring eines kommutativen Ringes B und by, ...,b, € B mit
B = Alby,...,by,]. Dann ist B noethersch.

Beweis. Ist 0 = 1 in A, so auch in B und B = A und es ist nichts zu zeigen. Also 0 # 1 in A. Dann
existiert der Polynomring A[X,..., X,] und ¢ : A[Xy,..., X,] — Alb1,...,bs], f — f(b1,...,b,) ist
ein Epimorphismus. Nach dem Isomorphiesatz gilt A[by,...,b,] = A[X1,...,X,]/I mit I = ker . Nach
2.7.7(a) reicht es daher zu zeigen, dass A[Xy,...,X,] = A[X1][X2]...[X,] noethersch ist. Dies folgt
durch Induktion aus dem Hilbertschen Basissatz 2.7.8. O

2.7.10 Beispiel R[X; | ¢ € N] ist nicht noethersch, denn ({X; | 7 € N}) ist nicht endlich erzeugt.

§ 2.8 Der Chinesische Restsatz

2.8.1 Definition und Proposition Sei A ein kommutativer Ring, n € Ny und I3, ..., I, Ideale von
A. Dann nennt man die Ideale

Zlk =hL+-+I,={a1+-+a,|ar €h,...,a, € I} und
k=1

HI"’ =0 L,:={a1-an|a €,...,a, € I,})

k=1

m
Y Qi1 G
i=1

ailefl,...,amefn}, falls >1,
A, falls n = 0,

die Summe bzw. das Produkt der Ideale I, ..., 1I,.
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2.8.2 Beispiel Sei A ein kommutativer Ring.
(a) Ist n € Ng und sind aq,...,a, € A, soist (a1) + -+ + (an) = (a1,...,a,) und (a1)---(an) =
(al . an).
(b) Ist n € N und sind Iy,..., I, Ideale von A, so ist Iy---I, C I N---NI,, aber im Allgemeinen
herrscht hier nicht Gleichheit. (Zum Beispiel (2)(2) = (4) C (2) = (2) N (2) in Z.)

2.8.3 Definition Sei A ein kommutativer Ring. Zwei Ideale I und J von A heifsen koprim, wenn
lel+J.

2.8.4 Lemma Sein € Ny und Iy, ..., I, paarweise koprime Ideale des kommutativen Ringes A. Dann
sind I, und [] I; fiir alle k € {1,...,n} koprim.
J#k

Beweis. Sei k € {1,...,n}. Wihle fiir alle j € {1,...,n}\{k} ein a; € I}, und b; € I; mit 1 = a; + b;.

Dann ist:
1=1""=]J(+b) e L+ [ L
J#k J#k
]

2.8.5 Chinesischer Restsatz Seien n € N und [y, ..., I, paarweise koprime Ideale des kommutativen
Ringes A. Dann ist der Ringhomomorphismus

k=1

avs (@, a™m

surjektiv mit Kern Iy --- I, = I; N--- N I,,. Insbesondere A/(I; ---I,,) 2 A/I} x --- x A/I,.

Beweis. Per Induktion nach n € N:
n = 1: Trivial.

n = 2: Seien I und J koprime Ideale von A. Zu zeigen:
(a) Vo,ce Adac A:(a=1bNa=yc)
(by IJ=INnJ

Wahlei e I und j € J mit 1 =4+ 5.

(a) Seien b,c € A. Setze a := bj + ci. Dann ist a = bj + ci iéllo bund a = bj + ci Z;{]O c.
=1 7=0

(b) ,C“ ist klar.

,2%SeiaeINJ. Damnista=la=(i+jla= i a + j a €1J.
eleJ eJGI

n—1—n (n > 3): Seien Iy, ..., I, paarweise koprime Ideale von A. Dann sind I := I; und J := [[;_, Iy
nach Lemma 2.8.4 koprim. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt: J = Iy --- I, = I N---N I, und nach
dem Fall n =2 gilt IJ = 1N J, woraus sich ergibt: Iy --- I, =IJ=1INJ=1LNILN---NI,.

Es ist klar, dass Iy N ---N 1, = I ---I,, der Kern von A — [[;_; A/}, a — (E“, . 751"') ist. Zu zeigen
ist noch Surjektivitdt, das heift Vby,...,b, € A : Ja € A : (a =, b1 A ... Aa =1, b,). Seien also
b1,...,b, € A. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein b € A mit b =, ba A... Ab =y, b,. Nach dem
Fall n = 2 gibt es @ € A mit a =y, by und a =5 b. Wegen J C I}, folgt a =y, b fir k € {2,...,n} und
daher a =5, b=y, by fiir k€ {2,...,n}. O
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2.8.6 Korollar Seienn € Ny und py, ..., p, paarweise nicht assoziierte irreduzible Elemente des Haupt-
idealringes A und aj, . ..«a, € Ny. Dann ist

A= TT A7)
k=1

a (E(pl ) a(pi"))

geeey

surjektiv mit Kern (pf* - - p%m). Insbesondere ist A/(p{* - poin) =2 A/(pT*) x -+ x A/(pSn).

Beweis. Mit dem Beispiel 2.8.2(a) und dem Chinesischen Restsatz 2.8.5 reicht es zu zeigen, dass die (pp.*)
paarweise koprim sind. Da A ein Hauptidealring ist, gibt es ein a € A mit (pp*)+ (p;") = (a). Dann ist a
ein Teiler sowohl von pp* als auch von p;"'. Wegen pj, # 0 gilt a # 0, weswegen a eine Primfaktorzerlegung

besitzt, in der dann jeder Primfaktor sowohl zu py als auch p; assoziiert ist, womit es wegen pr#£p; gar
keinen Primfaktor von a gibt. Daher ist a € A* und (pp*) + (p;"*) = (a) = A. O

2.8.7 Korollar Seien n € Ny, p1,...,p, € P C Z paarweise verschieden und a;, ..., o, € Ny. Dann ist

> [e3
Cpll X X Cp”n = Cpll,

an

“Pn

und
(Z/(P71)" x - < (Z/(ppm))* = (Z/(pT - PR™)) ™
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§ 3 Strukturtheorie von Gruppen

§ 3.

1 Wirkungen

3.1.1 Definition Eine Wirkung (auch Operation oder Aktion genannt) einer Gruppe G auf einer Menge
M ist eine (meist infix oder gar nicht notierte) Abbildung - : G x M — M mit 1 -z = z fiir alle x € M
und (gh)z = g(hz) fir alle g,h € G und z € M.

Gilt zusétzlich Vx,y € M : dg € G : gr = y, so heilst diese Wirkung transitiv.
Gilt Vge G:Vx € M : (9x =z = g = 1), so heifit sie frei.
Gilt Vg € G((Vx € M : gv = x) = g = 1), so heift sie treu.

3.1.2 Sprechweise ,,G wirkt auf M (durch ...)%, heifit etwa: ,Sei - : Gx M — M eine Wirkung (definiert
durch ...)* und so weiter.

3.1.3 Beispiel

(a)

(b)

()

Sei n € Ny. Dann wirkt S, in natiirlicher Weise (d.h. durch o - k := o(k) fir k € {1,...,n})
transitiv und treu auf {1,...,n}. Nur fiir n < 2 ist diese Wirkung frei.

Sei n € Ng. Die Gruppen O,, und SO,, wirken in natiirlicher Weise treu auf R™. Nur fiir n = 0 sind
die Wirkungen transitiv bzw. frei. Diese beiden Gruppen wirken aber auch auf der Einheitssphére
des R™. Dort wirken sie transitiv.

P, :{( gfrjg;};;; ) \ke{o,...,n_l}}.

n

Sein > 3 und

Dann wirken C,, und D,, transitiv und treu auf P,,. Sie wirken auch treu auf dem Einheitskreis
St C R2, aber nicht transitiv. C,, wirkt frei auf P, und auf S, D,, nicht.

Jede Gruppe G wirkt auf ihre Tragermenge durch Linkstranslation, das heifit: Gx G — G, (g, ) —
gx ist eine Wirkung. Diese Wirkung ist treu, frei und transitiv. Ebenso fiir die Wirkung durch
Rechtstranslation: G x G — G, (g,x) — xg~! ist eine Wirkung. (Diese Wirkung ist treu, frei und
transitiv.)

Jede Gruppe G wirkt auf G’ durch Konjugation, d.h. G x G — G, (g,z) — grg~ ! ist eine Wirkung.

3.1.4 Satz Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Die Zuordnungen

G—)SM

( )
[
T = g-x

(GxM - M ><_'
(g.2) = (p(9))(@) 4
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vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Wirkungen von G auf M und der Menge der Grup-
penhomomorphismen von G nach Sy. [— 1.1.4(a)]

Beweis. Ubung. O

3.1.5 Beispiel Eine Gruppenwirkung von G auf M ist treu genau dann, wenn sie aufgefasst als Ho-
momorphismus G — Sy injektiv ist.

3.1.6 Definition Die Gruppe G wirke auf der Menge M. Wir definierten dann eine Aquivalenzrelation
~ auf M durch

T~y JgeG:gx=y (z,y € M)
Die Aquivalenzklassen
T={yeM|3geG:gz=y}t={gx| g€ G} =Gz

nennt man die Bahn (auch Orbit) von x € M. Schreibe auch M/G statt M/~.
3.1.7 Beispiel R"/O,, = {{z e R" | ||z|| =7} |r € R>o} = R"/SO,, fiir n > 2.

3.1.8 Definition G wirke auf M und es sei x € M. Dann heift G, == {g € G | gx = z} < G
Stabilisator von x.

3.1.9 Bahnengleichung Wirkt G auf der endlichen Menge M, so ist #M = 5. #B.
BEM/G

3.1.10 Bahnenformel Wirkt G auf M und ist x € M, so ist

G/~q, ={9Gs | g € G} — Gx
9Gz = g

wohldefiniert und bijektiv [— 1.3.4]. Ist zusétzlich G endlich, so folgt die Bahnenformel
(#Gz)(#G2) = #G,
insbesondere #Gx | #G fiir alle x € M [— 1.3.19].

Beweis. Seien g,h € G. Dann ist ¢G, = hG, B GG = hGr —= ¢ ~g, h <= g 'heG, <
g hlx=2 < ¢g "(hx) =2 <= hx =gxr < gx = hx. ,,—" 1st die Wohldefiniertheit und ,,<—=
) Lh h h “ ist die Wohldefinierthei d «

die Injektivitat. O

3.1.11 Definition Wirkt G auf M, so nennt man die Elemente von M¢ := {x € M |Vg € G : gx = z}
die Fizpunkte dieser Wirkung (oder die G-invarianten Elemente von M).

3.1.12 Beispiel R"™" =R"*"" = {0} fiir n > 2 [~ 3.1.7).

3.1.13 Fixpunktformel Die Gruppe G wirke auf der endlichen Menge M und es seien Gz1,...,Gzy,
(x; € M) genau diejenigen paarweise verschiedenen Bahnen, die nicht einelementig sind. Dann:

#M = #M%+Y G G,

i=1

Beweis. Dies ist klar mit der Bahnengleichung und der Bahnenformel. O
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3.1.14 Definition Sei p € P. Eine endliche Gruppe G heifst p-Gruppe, wenn es ein e € Ny gibt mit
#G = p°.

3.1.15 Fixpunktsatz Wirkt eine p-Gruppe G (p € P) auf der endlichen Menge M, so gilt #M =,
#ME . Insbesondere besitzt M einen Fixpunkt, wenn p kein Teiler von #M ist.

Beweis. In der Fixpunktformel gilt G, # G (da sonst Gz; einelementig ist) und nach dem Satz von
Lagrange 1.3.19 [G : G,] - #G,, = #G folgt, dass es e; € N gibt mit [G : G,,] = p® firi e {1,...,m},
denn Z ist faktoriell. O

3.1.16 Beispiel Klassengleichung Wie in 3.1.3(e) wirke G auf sich selber durch Konjugation. Der nach
3.1.4 dementsprechende Homomorphismus G — S¢ ist

G — Inn(G) < Aut(G) C S, a — ¢,

aus 1.3.14 (vgl. auch 1.3.10). Die Bahn {gzg™' | g € G} von z € G wird Konjugationsklasse von x in
G genannt. Die Fixpunkte sind genau die Elemente des Zentrums Z(G) [— 1.3.13]. Der Stabilisator von
x € G ist in diesem Fall der sogenannte Zentralisator Zg(z) := {a € G | ax = za} von z in G. Die
Fixpunktformel 3.1.13 wird zur sogenannten Klassengleichung.

3.1.17 Klassengleichung Sei G eine endliche Gruppe und seien Ki,..., K, deren verschiedene Kon-
jugationsklassen mit mindestens zwei Elementen sowie a; € K; fir ¢ € {1,...,r}. Dann ist:

#G = #2Z(G +ZG Zc(as)]

=1

3.1.18 Korollar Ist G eine p-Gruppe (p € P), so gilt #Z(G) > 1.

Beweis. Wire #Z(G) = 1, so wire #G =,y 1. Widerspruch! O

§ 3.2 Der Satz von Sylow

3.2.1 Definition [— 1.3.4] Sei G eine Gruppe. Zu H < G und I < G definieren wir eine Aquivalenz-
relation g ~; auf G durch

apg~rbi<= JheHJiel:a=hb (a,b€G)

[Fiir g~ und ~; aus 1.3.4 gilt also (g~) = (#~1y) und (~7) = ({13~,).| Die Aquivalenzklassen
"a' ={hai|h e H, i € I} =: Hal nennt man Doppelnebenklassen von H und I nach a (a € G).

3.2.2 Lemma Seien G eine endliche Gruppe, H,I < Gund Hg1 1, ..., Hg,I (9; € G) die verschiedenen
Doppelnebenklassen von H und I. Dann gilt:

~  (#H)(#])
#e= ; #(HNgilg; "))

Beweis. Die Doppelnebenklassen sind gerade die Bahnen der Wirkung von H x I auf G, die durch
(h,i)g := hgi~! ((h,i) € H x I, g € G) gegeben ist |[— 3.1.3(d),(e)]. Fiir den Stabilisator (H x I)g von
g € G gilt

(H x I)g={(h,i) € H x I | hgi* = g}
={(h,i) € HxI|h=gig '},
also #((H x I)g) = #(H N glg~'). Nun folgt alles aus der Bahnengleichung und Bahnenformel. O
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3.2.3 Definition Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G, die eine p-Gruppe ist (p € P) nennt
man eine p-Untergruppe von G. Ist G endlich mit #G =p°q (p € P, e €Ny, ¢ €N, p{¢) und P < G
mit #P = p°, so heift P eine p-Sylowgruppe (oder p-Sylowuntergruppe) von G. Mit Syl,(G) bezeichnen
wir die Menge der p-Sylowgruppen von G (p € P).

3.2.4 Beispiel Sei p € P. Betrachte den Korper F), :== Z/(p). Es gilt

#GL,(Fp) = (" = D" —p)(p" —p*) -+ (p" —p"")

und daher ist

-1
das heift # GL, (F,) = p™ = qmit g €N, p1q.
Die Untergruppen
1 *
wE={| o Jemel
0
0
B (Fp) = eF " [— 1.1.9(b)]
* 1

n(n—1)

sind also wegen #N,,(F,) =p~ = = #N,(F,) p-Sylowgruppen von GL,,(F,).

3.2.5 Lemma Sei G eine endliche Gruppe, H < GG und P eine p-Sylowgruppe von G. Dann gibt es ein
g€ Gmit HNgPg~! € Syl,,(H).

Beweis. Seien Hg P, ..., Hgm P (g; € G) die verschiedenen Doppelnebenklassen von H und P. Nach
Lemma 3.2.2 gilt

m

pt[G:P|=> [H:(g:;Pg;' NH),
=1

also p { [H : (H N g;Pg;")] fiir ein i € {1,...,m}. Wegen c,, € Aut(G) ist g;Pg; ' € Syl,(G) und
HNg;Pg;* < g;Pg; " eine p-Gruppe. Somit H N g;Pg; ' € Syl,(H). O

3.2.6 Satz von Sylow Sei i eine endliche Gruppe, p € P und n,, := # Syl (G).

(a) Ist H eine p-Untergruppe von G (z.B. H = {1}), so gibt es P € Syl (G) mit H < P.
(b) VP,Q € Syl,(G) : g€ G: P =gQqg~!

(¢) p| (np—1) und n, | #G.
Beweis.

(a) Setze n := #G. Nach dem Satz von Cayley 1.2.10 ist G isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Nun ist aber S, analog zu 1.2.9(d) isomorph zu einer Untergruppe von GL, (F,). Insgesamt sei
EG < GL,(Fp).
Nun ist aber N, (F,) € Syl,(GL,(FF,)) nach Beispiel 3.2.4 und nach Lemma 3.2.5 gibt es A €
GL,(Fp) mit Q := G N AN, (F,)A™" € Syl (G). Sei jetzt H < G eine p-Untergruppe. Wieder
mit Lemma 3.2.5 gibt es g € G mit H N gQg~" € Syl,(H). Da H eine p-Gruppe ist, folgt fiir
P:=gQg ', dass HNP=H,dh H<P.
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(b) Sei P,Q € Syl,(G). Wihle mit 3.2.5 ein g € G mit PNgQg~" € Syl (P). Da P eine p-Gruppe ist,
folgt PN gQg~! = P, also gQg~* 2 P. Wegen #(gQg~!) = #Q = #P folgt gQg~' = P.

(c) Nach (b) wirkt G durch Konjugation transitiv auf Syl,(G). Nach (a) gilt Syl,(G) # 0.
Wihle P € Syl,(G). Nach der Bahnenformel aus 3.1.10 gilt: n, := # Syl,(G) = [G : H], wobei
H :={g € G| P = gPg'} der Stabilisator von P ist. Mit dem Satz von Lagrange 1.3.19 folgt
also n, =[G : H] | #G.
Seien Hg1 P, ..., HgnP (g; € G,¢91 = 1) die verschiedenen Doppelnebenklassen von H und P. Nach
Lemma 3.2.2 gilt:

n,=[G:H]= Z

~ #(HNg;Pg; ")

Als p-Gruppe ist HNg; Pg; ! nach (a) in einer p-Sylowgruppe von H enthalten. Nach der Definition
von H ist wegen (b) aber P die einzige p-Sylowgruppe von H, also ist H ﬁgZ-Pg;1 C P. und daher
H ﬁginfl =P ﬂginfl. Es folgt:

m #P m .
ny = —————— =1+ ) [P:PnNg;Pyg; ]
g Z-Z:; #(PNgiPg; ) ;

Aber fir ¢ € {2,...,m} ist p ein Teiler von [P : PN ginfl], denn P ist eine p-Gruppe und
gin;1 # P. (Sonst ist g; € H und Hg;P = HP = Hg, P. Widerspruch!)

O

3.2.7 Bemerkung Sei G eine endliche Gruppe und p € P.

(a) Da die Konjugation ¢, : G — G, b + aba™! fiir jedes a € G ein Automorphismus von G ist
[— 1.3.10], ist fiir jedes P € Syl (G) auch aPa™! = ¢,(P) € Syl (G). Daher wirkt G auf Syl (G)
durch Konjugation, d.h. G x Syl (G) — Syl,(G), (g9,P) — gPg~" ist eine Wirkung. Teil (b) des
Satzes von Sylow besagt, dass diese Wirkung transitiv ist.

(b) VP € Syl,(G): (P9 G «— #Syl (G)=1)

(c) Schreibe #G = p°q mit e € Ng, ¢ € N, p { g. Aus 3.2.6(c) folgt dann fiir n, := # Syl,(G) sogar
p|(np—1)und n, | g, denn p € P und p { n,.

§ 3.3 Auflosbare Gruppen

3.3.1 Definition Sei G eine Gruppe. Fiir a,b € G nennt man [a, b] := aba~'b~! den Kommutator von
a und b. Man nennt G’ := {{[a,b] | a,b € G}) < G die Kommutatorgruppe von G. Weiter definiert man
fiir jedes n € Ny die n-te Kommutatorgruppe G von G rekursiv durch G(9 := G und GV .= (G
fir n € Ny.

3.3.2 Bemerkung Sei G eine Gruppe.
(a) Va,be G: ([a,b] =1 <= ab=ba)

(b) G = {[ahbl] s [am,bm] ‘ m € No, ai,bi € G}
[,2* ist klar. ,C* Beachte [a,b]"* = (aba=b=1)~1 = bab—'a~! = [b, a] fiir a,b € G|

=

(¢) G’ ist der kleinste Normalteiler N von G mit G/N abelsch.
[G' ist nach 1.3.12 eine charakteristische Untergruppe und daher ein Normalteiler von G. Ist N <« G

mit G/N abelsch, so [a,b]N —aba b ' =aa T 51" =1 und daher [a,b] € N fiir alle a,b € G,
woraus G C N folgt.|
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3.3.3 Definition Sei n € Ny. Eine Permutation der Form

{1,..,n} = {1,....,n}

A
N A
Ly Z2

(1, ., Tp) == 1 1
. 3

. o N
T4

x>z firx € {1,..,n}\ {x1,...,z¢}

mit £ € {2,...,n} und paarweise verschiedenen z1,...,2¢ € {1,...,n} nennt man einen ¢-Zykel in S,.
Man nennt 2-Zykel auch Transpositionen [— LA 9.1.3].

3.3.4 Proposition [— 1.1.12] Sei n € Ny. Danu:
A, ={o1 - om|meNy, o1,...,0m 3-Zykel in S, }

Beweis.

,2% Selen wx1,xz9,x3 € {l,...,n} paarweise verschieden. Zu zeigen: (x1 zy x3) € A,. Dies folgt aus
(.Tl T2 Z3) = ((EQ 1’3)(%1 QC3).

,C* Sind 1, 29, 23,24 € {1,...,n} paarweise verschieden, so (x1 z2)(z3 x4) = (x1 x3 x2)(x1 23 x4). Sind
x1,T2,x3 € {1,...,n} paarweise verschieden, so (z1 z2)(z2 x3) = (21 z2 x3). Sind z1,22 € {1,...,n}
mit 1 # xa, S0 (1 x2)(z1 z2) = 1. O

3.3.5 Proposition Sei n € Ny. Dann S/, = A4,, und

{1} falls n < 3,
Al =<V =1{1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} =2V fallsn =4,
A, falls n > 5.

2 1

Ej [~ 1.1.9(e)]

3 4

Beweis.

S! C A,: Nach 3.3.2(c) geniigt es zu zeigen, dass S, /A, abelsch ist. Dies ist klar, da S, /A4, = Cy fiir
n>21.3.18 und S, /A4, = C; fir n € {0,1}.

A, C S!: Nach 3.3.4 geniigt es zu zeigen, dass jeder 3-Zykel in S/, liegt. Seien hierzu x1, 25, x3 paarweise
verschieden. Dann:

(71 @y 23) = (21 23) (22 23) (21 23) " (w2 w3) " = [(21 23), (22 73)] € 5],
Al = {1} fir n < 3: Fiir n < 3 ist A, = A, /{1} abelsch, da #A4,, < #4; = #J3 =3 =3,
A =Vy:
»C“ Wegen #A4 = & = 4.3 =12 gilt #(A4/V,) = 3 und A4/Vj ist abelsch.

2
2% Ist {x1, 29, 23,24} = {1,2, 3,4}, so nach 3.3.4:

(71 22)(w3 T4) = (21 T2 T3)(T1 T2 T4) (1 T2 T3) " (21 T2ms) "

= [(z1 x5 w3), (21 x2 23)] € A)

€A, €Ay
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Al = A, falls n > 5: Sei n > 5. Zu zeigen: A,, C A/ Seien 21,9, 23 € {1,...,n} paarweise verschieden.
Zu zeigen: (x1 xo x3) € Al Wihle x4, 25 € {1,...,n} \ {21, 22,23} mit x4 # 5. Dann:

(21 22 23) = (T1 2 24)(T1 23 T5)(T1 T2 T4) " (21 23 T5) " = [(21 B2 24), (21 T3 75)] € A,

O

3.3.6 Definition Sei G eine Gruppe. Es heikt (Go, ..., Gy,) eine Normalreihe von G, wenn G = Gg >
G1 > ...> G, = {1}. In diesem Fall heifen die Gruppen G/G41 (k € {0,..n — 1}) die Faktoren dieser
Normalreihe. Es heilt G auflosbar, wenn G eine Normalreihe mit (lauter) abelschen Faktoren besitzt.

3.3.7 Satz Sei G eine Gruppe. Dann
G auflssbar <= In € Ny : G™ = {1}.

Beweis.
L<="TIst n € Ny mit G = {1}, so ist (G(O)7 e G(")) eine Normalreihe von GG mit abelschen Faktoren.
, = “ Sei (Go,...,G,) eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren. Wir zeigen durch Induktion
nach k € {0,...,n}, dass G*®) C Gy
k=0:GY =G =Gy

Gr/Gri1

abelsch

v
k—k+1 (ke€{0,..,n—1}) GFY=(@G®Y C G C Gpu O
Gk CGy,

3.3.8 Satz S, ist auflésbar fiir n < 4, nicht aber fiir n > 5.

Beweis. Nach Proposition 3.3.5 gilt S\? = A/, = {1} fiir n < 3,

ViV 20y X Cy
51(13) — Aff) =V abelsch (1)

und S = 5P = = A, # {1} fiirn > 5. O

3.3.9 Proposition Sei G eine Gruppe.

(a) Ist G auflésbar und H < G, so ist auch H auflésbar.

(b) Ist N <« G, so
G auflosbar <= (N auflosbar & G/N auflsbar).

Beweis.

(a) Klar, da man durch Induktion H™ C G fiir alle n € Ny zeigt.
(b) Gelte N < G. Durch Induktion zeigt man (G/N)™ = (G N)/N fiir alle n € Ny 1.4.1:
n=0: G/N=(GN)/N
——

=G
n—n+1(neNy):

(G/N)™ D = ((G/N)™Y E (GWN)/NY
Z o @ ] [ ] | m € No, aiya) € G™, nyynl € N}
= {la1,d}]- - [am,a;n}N | m € No, a,d, € G™}

;‘P {EN | ge G(nJrl)} _ {gan | ge G(nJrl)’ ne N} _ (G(nJrl)N)/N
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» = “Ist n € Nmit G™ = {1}, so (G/N)™ = (G N)/N = N/N = {1}.

ye=“TIst n € Nmit N® = {1} und (G/N)™ = {1}, so (G N)/N = N/N, also G™ C N und
G2 c N = {1}.

3.3.10 Satz Sei p € P. Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach e € Ny, dass alle Gruppen G mit #G = p° auflésbar sind.
e=0:v

0,..,e—1—e (e€N): Sei G eine Gruppe mit #G = p°. Nach 3.1.18 gilt #Z(G) > 1. Nach dem
Satz von Lagrange 1.3.19 gibt es also d € {0, ...,e — 1} mit #(G/Z(G)) = p? (siehe auch 1.3.14). Nach

Induktionsvoraussetzung ist G/Z(G) auflosbar. Da Z(G) abelsch und daher auch auflosbar ist, folgt mit
3.3.9(b), dass auch G auflésbar ist. O

3.3.11 Proposition Sei G eine Gruppe und N < G. Bezeichne 7 : G — G/N, a — 2" den kanonischen
Epimorphismus. Dann wird durch die Zuordnungen

I n(l)=1/N
7 J) = J

eine Bijektion zwischen der Menge der Untergruppen (Normalteiler) I von G mit N C I und der Menge
der Untergruppen (Normalteiler) von G/N definiert.

Beweis. Ubung. O

3.3.12 Satz Sei G eine endliche Gruppe und (G, ..., G, ) eine Normalreihe von G mit abelschen Fakto-
ren. Dann gibt es eine Normalreihe (Hy, ..., H,) von G mit {Go, ..., G} C {Hy, ..., H,}, deren Faktoren
Hy,/Hy1 alle zyklisch von Primzahlordnung sind.

Beweis. Ohne Einschrinkung
G=Gop Gy >...> G, ={1}.
0 1 {1}

Sei k € {0,...,m — 1} mit #(Gk/Gr+1) € P. Dann gibt es sicher J mit

{1} < J < Gi/Gr41

echt echt

(z.B. wegen 3.2.6(a) oder indem man J einfach als geeignete zyklische Untergruppe von G /Gj.+1 wahlt).
Da Gj41/Gy abelsch ist, gilt
{1} ;1 J i Gk/Gk-H-

Fiir I := 7~ (J) mit 7 : Gy — G}1/Grs1 kanonisch gilt nach 3.3.11 dann
G I > Gryy.
ARRASS
Esist I der Kern von G — G /Gri+1 — (Gr/Gr+1)/J und daher G /I = (G /Gr+1)/J abelsch. Weiter
———

abelsch

abelsch
ist I/Gr+1 < Gi/Gp41 auch abelsch. Mache nun so weiter... O
—_———

abelsch
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§ 4 Korper .iasq

§ 4.1 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

4.1.1 Definition Sei L|K eine Korpererweiterung [— 2.3.11]. Die Dimension [L : K] := dimg L €
N U {0} des K-Vektorraums L [— LA § 6.1] nennt man den Kdérpergrad oder Grad von L iiber K.
(Nicht zu verwechseln mit dem Index aus 1.3.19!)

Ist [L: K] < oo ([L : K] = 00), so nennt man L endlich (unendlich) iber K und L|K eine endliche
(unendliche) Korpererweiterung.

4.1.2 Beispiel
(a) [K: K] =1 fiir jeden Korper K.
(b) [K(X): K] = oo fiir jeden Korper K.
(c) [C:R]=2
4.1.3 Proposition Sei L|K eine Korpererweiterung von V ein L-Vektorraum (und damit auch ein K-

Vektorraum). Sei A eine Basis des K-Vektorraums L und B eine Basis des L-Vektorraums V. Dann ist
Ax B — AB :={ab|a € Ab € B}, (a,b) — ab bijektiv und AB eine Basis des K-Vektorraums V.

Beweis. Zu zeigen:
(a) spang AB=V
(b) Fiir paarweise verschiedene ay, ..., a,;, € A und paarweise verschiedene by, ..., b, € B sind
a1b1, .0y @10y, oy A b1, oony A by,
linear unabhéngig.

Zu (a): Fiir jedes A € L und b € B gilt A € spang A und daher A\b € spany Ab C spanyg AB. Daraus
folgt V =span; B C spany, AB C V.

Zu (b): Seien \j; € K (1 <i<m,1<j <n)mit 337%, 370 ) Ajjaib; = 0. Dann 37 (3570 Nijai) by =
0 und daher er;l Aija; = 0 fiir alle j, also A;; = 0 fiir alle 4, 7. O

4.1.4 Sprechweise Ein Zwischenkorper einer Korpererweiterung L|K ist ein Unterkorper von L, der
K enthélt.

4.1.5 Korollar Sei F' ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L|K. Dann ist L|K endlich genau
dann, wenn L|F und F|K beide endlich sind, und in diesem Fall gilt die sogenannte Gradformel:

[L:K]=|[L:F|[F:K]
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4.1.6 Definition Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann heifst a € L algebraisch iiber K, wenn es f €
K[X]\ {0} gibt mit f(a) = 0. (Das heift, wenn a nicht algebraisch unabhéngig iiber K ist, [— 2.2.3(a)].)
Es heilt L|K algebraisch, wenn jedes Element von L algebraisch {iber K ist.

4.1.7 Beispiel

(a) V2 ist algebraisch iiber Q, denn (\/5)2 -2=0.
(b) # und i + 1 sind algebraisch iiber Q, denn 2 +1 =0 und (i +1)2 —2(i+ 1) + 2 = 0.

(¢) X € K(X) ist nicht algebraisch iiber K. (K ein Korper.)

4.1.8 Definition Sei L|K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch {iber K. Dann ist der Kern
von K[X]| — L, f — f(a) ein Ideal von K[X], welches von einem eindeutig bestimmten normierten
Polynom erzeugt wird [+ LA 10.2.4], dem sogenannten Minimalpolynom irrk(a) € K[X].

4.1.9 Proposition Sei L|K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann sind fiir
f € K[X] aquivalent:

= irrg(a)

(a
(

) [
b) f ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit f(a) = 0.
(¢) f ist normiert und irreduzibel in K[X] und es gilt f(a) =

)

(d) f ist das Minimalpolynom des K-Vektorraumendomorphismus A, : L — L, b+ ab.

Beweis.

(a) = (b): Klar

(b) = (c): Gelte (b). Zu zeigen ist f irreduzibel. Es gilt f € K[X]|* = K*, da f(a) = 0. Seien
g,h € K[X] mit f = gh. Zu zeigen ist g € K* oder h € K*. Wegen g(a)h(a) = (gh)(a) = f(a) =0
gilt g(a) = 0 oder h(a) = 0. Dann gilt aber degg > deg f oder degh > deg f und daher h € K* oder
ge K*.

(¢) = (a): Gelte (c). Wegen f(a) = 0 gilt dann f € (irrx(a)), das heift, es gibt ¢ € K[X] mit
f =girrg(a). Da f irreduzibel ist, gilt a € K* oder irrg (a) € K*. Letzteres ist unmoglich, also g € K*
und sogar ¢ = 1, da f und irrg (a) beide normiert sind.

(a) < (d): Es reicht zu zeigen, dass fiir alle g € K[X] gilt: g(a) =0 <= g¢g(\,) =0 [ LA 10.2.18].
Dies folgt aus (g(As))(b) = (g9(a))b fiir alle b € L. O

4.1.10 Proposition Sei L|K eine Korpererweiterung und sei a € L algebraisch iiber K. Dann ist
K[X]/(irrg (a)) ein Kérper und K[X]/(irrx (a)) — Kla], f+ f(a) ein Isomorphismus. Insbesondere ist
K[a] = K (a) auch ein Korper und degirrg(a) = [K(a) : K]

Beweis. Nach dem Isomorphiesatz fiir Ringe und fiir K-Vektorrdume liefert der Einsetzungshomomor-
phismus K[X] — KJa], f+ f(a) den Ring- und K-Vektorraumisomorphismus

K[X]/(irrk (a)) — Klal, [+ f(a).

Da irrg (a) irreduzibel im Hauptidealring K[X] ist, ist K[X]/(irrx(a)) nach 2.4.9, siche auch 2.4.10(b),
ein Korper. Daher ist auch der dazu isomorphe Ring K [a] ein Korper, das heifit K[a] = K(a) [— 2.3.11(b)].

Setzt man nun d := degirrg (a), so bilden 1, X, ...,Y[Fl offensichtlich eine Basis des K-Vektorraumes
K[X]/(irrk (a)) und daher deren Bilder 1,a, ...,a?"! eine Basis des K-Vektorraums K[a] = K (a). Insbe-
sondere ist d = [K(a) : K]. O
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4.1.11 Beispiel irrg(v/2) = X2 -2, Q(v/2) = Q[v2] = Q[X]/(X? — 2) und 1,v/2 bilden eine Q-Basis
von Q(v2).

4.1.12 Satz Sei L|K eine Kérpererweiterung und a € L. Dann sind dquivalent:

(a) a ist algebraisch tiber K
(b) K(a)|K ist endlich

Beweis.

(a) = (b): Nach 4.1.10.

(b) = (a): Ist d := [K(a) : K] < o0, so sind 1, a, ..., a? linear abhingig im K-Vektorraum K (a)
(a) = (c): Nach 4.1.10

(¢) = (a): Ist @ nicht algebraisch iiber K, das heifit a algebraisch unabhingig tiber K, so ist K[a] ein
Polynomring iiber K und daher K[a]* = K* # K|a] \ {0}. Insbesondere ist dann K [a] kein K6rper und
daher Kla] # K(a). O

4.1.13 Korollar Jede endliche Koérpererweiterung ist algebraisch.

4.1.14 Proposition  Sei L|K eine Korpererweiterung und aq,...,a, € L algebraisch iiber K mit
L =K(ay,...,a,). Dann gilt L = Klay,...,a,] und L|K ist endlich.

Beweis. Fiir jedes i € {1,...,n} ist a; insbesondere algebraisch iiber K(ay, ..., a;—1) und daher nach 4.1.12
auch K(ay,...,a;) Uiber K(aq,...,a;—1) endlich. Es folgt mit 4.1.5, dass L|K endlich ist und mit 4.1.12,
dass L = K(a1) -+ (a,) = K[a1] - - - [an] = K[a1, ..., an]. O

4.1.15 Definition Eine Korpererweiterung L|K heifst endlich erzeugt, wenn es n € Ny und ay, ..., a, €
L gibt mit L = K(aq, ..., an).

4.1.16 Korollar Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann ist L| K endlich genau dann, wenn L|K endlich
erzeugt und algebraisch ist.

4.1.17 Satz (, Transitivitit der Algebraizitat®) Sei F ein Zwischenkorper von L|K und F|K algebraisch.
Ist a € L algebraisch iiber F', so ist a auch algebraisch iiber K.

Beweis. Bezeichne die Koeffizienten von irrp(a) € F[X] mit a4, ...,a, € F. Dann ist a sogar algebraisch
iber K(ay,...,a,). Da die Kérpererweiterung K (a1, ..., a,)| K endlich erzeugt und algebraisch ist, ist sie
auch endlich. Da K(ay,...,a,)(a)|K (a1, ..., an) auch endlich ist, ist nach 4.1.5 K(aq, ..., an,a)|K endlich
und damit algebraisch. Insbesondere ist a algebraisch iiber K. O

4.1.18 Korollar Sei F ein Zwischenkérper von L|K. Dann ist L|K algebraisch genau dann, wenn L|F
und F|K beide algebraisch sind [— vgl. 4.1.5].

4.1.19 Definition und Satz Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann ist K := {a € L | a algebraisch iiber K}
ein Zwischenkorper von L| K, genannt der (relative) algebraische Abschluss von K iiber L.

Beweis. Zu zeigen sind:
(a) L C KF
(b) Va,be KX :a+b,a-be K-
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(c) Vae KF\{0}:1 e KT

Zu (a): Ist klar.

u (b): Sind a,b € K| so ist K(a,b)|K endlich nach 4.1.14 und damit algebraisch und daher a+b,a-b €
(a7 b) algebraisch iiber K.
u (¢):

c): Zeigt man genauso. O

4.1.20 Beispiel Den Korper Q€ (QF) nennt man den Kérper der algebraischen (reellen algebraischen,)
Zahlen.

§ 4.2 Der algebraische Abschluss

4.2.1 Satz von Kronecker Sei K ein Korper und f € K[X] irreduzibel und normiert. Dann gibt es
eine endliche Korpererweiterung L|K und ein a € L mit L = K(a) und irrg(a) = f.

Beweis. [Nach 4.1.10 ist klar, dass der gesuchte Korper, falls er existiert, isomorph zu K[X]/(f) sein
muss.| Esist L := K[X]/(f) nach 2.4.9 ein Kérper. K’ := {b | b € K} ist ein zu K isomorpher Unterkorper

von L,da K < L, b bund f':= o(f) € K'[X] mit ¢ : K[X] > K'[X], b—b (b€ K), X — X.
Es reicht, die Behauptung fiir (K', f') statt (K, f) zu zeigen. Setzt man a := X € L, soist f' € K'[X]
1rredu21bel mit f'(a) = f/(X) = f = 0 und daher f’ = irrg(a) nach 4.1.9. O

4.2.2 Korollar Sei K ein Korper und f € K[X]\ K. Dann gibt es ein L|K und ein ¢ € L mit
[L: K] <degf und f(a) =

Beweis. Wiahle g € K[X] irreduzibel mit g|f. Wende 4.2.1 auf g an. O

4.2.3 Beispiel [~ LA § 4.2] Sei K ein Korper, in dem es kein @ € K gibt mit a®> = —1. Dann ist X2 +1
irreduzibel in K[X] und es gibt L|K und i € L mit L = K (i) und irrg (i) = X% + 1.

4.2.4 Definition Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus K[X]\ K
eine Nullstelle in K hat.

4.2.5 Bemerkung Der noch zu beweisende Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass C algebraisch
abgeschlossen ist [— LA 4.2.12].

4.2.6 Proposition Sei K ein Kérper. Dann sind dquivalent:

K ist algebraisch abgeschlossen.

(a
(b) Jedes Polynom aus K[X]\ {0} zerfillt. [ LA 10.1.13]

d

)
)

(¢) Jedes irreduzible Polynom aus K[X] hat den Grad 1.

(d) K ist der einzige iiber K algebraische Oberkérper von K.
)

(e) K ist der einzige iiber K endliche Oberkorper von K.

Beweis.
(a) = (b): Durch sukzessives Abspalten von Nullstellen. [— LA 4.2.10]
(b) = (c¢): Klar.
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(¢) = (d): Gelte (c). Sei L|K algebraisch. Zu zeigen ist L = K. Sei a € L. Zu zeigen ist a € K. Nach
(c) gilt irrg (@) = X — ¢ fiir ein ¢ € K. Dann aber a —c =0, alsoa =c € K.
(d) = (e): Klar nach 4.1.13.

e) = (a): Gelte (e) und sei f € K[X]\ K. Nach 4.2.2 gibt es eine endliche Erweiterung L von K und
ein ¢ € L mit f(a) =0. Nach (e) gilt L = K und daher ¢ € K. O

4.2.7 Lemma Sei K ein Korper. Dann gibt es eine algebraische Korpererweiterung L|K derart, dass
jedes Polynom aus K[X]\ K in L eine Nullstelle hat.

Beweis. Wir treiben die Beweisidee des Satzes von Kronecker 4.2.1 bis zum Exzess. Definiere [— 2.2.10]
Ii=({f(Xg) | f e K[X]\K}) C KXy | f e KIX]\K]=:A

Wir zeigen 1 ¢ I und nehmen hierzu an 1 € I. Wihle fi, ..., f, € K[X]\ K und ¢1, ..., g, € A mit

1= g:./i(Xy), (*)

i=1

alle f; (und damit X ,) paarweise verschieden. Durch n-faches Anwenden von 4.2.2 erhélt man sukzessive
LIK und a4, ...,a, € L mit f;(a;) =0 firi € {1, ...,n}. Durch Einsetzen von a; fiir X, und zum Beispiel
0 fiir die tibrigen Unbestimmten in (x), folgt 1 = 0.

Wegen 1 ¢ I gibt es nach 2.4.14(a) ein maximales Ideal m von A mit / C m. Dann ist L := A/m nach
2.4.4(b) ein Korper. Definiere K’ :={b | b€ K} = K C L. Es reicht zu zeigen:

(a) LIK’ ist algebraisch.
(b) Jedes Polynom aus K’[X]\ K’ hat in L eine Nullstelle.

Zu (a): L=K'[X;| f€ K[z]\ K| C K'", denn fiir alle f € K[X]\ K ist X algebraisch iiber K’. In

der Tat: Definiert man f’ € K'[X]\ K’ wie im Beweis von 4.2.1, so gilt f/(X;) = f(X;) = 0.
Zu (b): Dies zeigt auch (b). O

4.2.8 Bemerkung Man kann zeigen, dass in der Situation von 4.2.6 der Kérper L automatisch alge-
braisch abgeschlossen ist [1, A 3.7.11] [4, A 8.8]. Dies ist fiir uns aber noch zu schwierig, weshalb wir
den Trick anwenden werden, das Lemma zu iterieren, um die Existenz eines algebraischen Abschlusses
im folgenden Sinn zu zeigen:

4.2.9 Definition [— 4.1.19] Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung und L algebraisch abge-
schlossen. Dann heifst L ein algebraischer Abschluss von K.

4.2.10 Satz von Steinitz Jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluss.

Beweis. Sei K ein Korper. Nach 4.2.6 gibt es eine Folge (K,,)nen von Korpern derart, dass Ko = K
und fiir jedes n € Ny K,,11|K,, eine algebraische Korpererweiterung ist mit der Eigenschaft, dass jedes
Polynom aus K, [X]|K,, in K, eine Nullstelle hat. Definiere einen Kérper L durch L := |J{K,, | n € N}
und A+ b=a+k, bsowiea - b=a- g, bfir alle a,b € L und n € N mit a,b € K,,.

Es ist L offensichtlich ein algebraischer Oberkorper von K (denn jedes K, ist es nach 4.1.18). Schlieflich
ist L algebraisch abgeschlossen. Ist ndmlich f € L[X]\ L, so gibt es n € Ny mit f € K,[X]\ K,, und f
hat in K, 11 C L eine Nullstelle. ]

4.2.11 Beispiel Falls C algebraisch abgeschlossen ist (was wir spiter beweisen werden), so ist C ein
algebraischer Abschluss von R und Q® [— 4.1.10] ein algebraischer Abschluss von Q.
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4.2.12 Lemma Seien L|K und L'|K’ eine Korpererweiterung, ¢ : K — K’ ein Isomorphismus, a € L
und b € L'. Bezeichne ¢ : K[X] — K'[X] den Isomorphismus mit ¢|x = ¢ und ¢(X) = X. Dann sind
dquivalent:

(a) Es gibt einen Isomorphismus ¢ : K(a) — K'(b) mit |k = ¢ und ¥(a) = b.

(b) FEntweder ist sowohl a algebraisch iiber K als auch b iiber K’ mit ¢(irri (a)) = irrg/(b) oder weder
a ist algebraisch iiber K noch b iiber K’.

Beweis.

(a) = (b) Ist einfach.

(b) = (a) Seien zunichst weder a algebraisch iiber K noch b iiber K'. Dann ist K[a] (bzw. K'[b]) ein
Polynomring {iber K (bzw. K’) in der Unabhingigen a (bzw. b). Daher findet man einen Isomorphismus

Yo : Kla] = K'[b] mit ¥o|x = ¢ und ¥g(a) = b. Mit 2.3.7 kann man 1y zu einem Isomorphismus
1 : K[a] — K'(b) erweitern.

Seien nun sowohl a algebraisch tiber K als auch b tiber K’ und es gelte ¢(irrg (a)) = irrg- (b). Wahle nun
1) so, dass das folgende Diagramm kommutiert.

= A
K 7 K
N N
K[X] — K'[X]
p, X - X

K[X]/(irr (a))

K'[X]/(irrg (b))

@ aus 2.1.17

2l — 4110 — 1%

4.2.13 Definition Secien L|K und L'|K Korpererweiterungen. Ein K-Homomorphismus (oder Homo-
morphismus tiber K) von L nach L’ ist ein Homomorphismus ¢ :— L' mit |x = idg.

Ein K-Isomorphismus (oder Isomorphismus iber K) ist ein surjektiver (und damit bijektiver, siehe
2.3.14(b)) K-Homomorphismus. Man nennt L und L' K-isomorph (oder isomorph iber K), in Zeichen
L =k L', wenn es einen K-Isomorphismus L — L’ gibt.

4.2.14 Proposition Seien L|K und L'|K Korpererweiterungen und ¢ : L — L' ein Kérperhomomor-
phismus. Dann ist ¢ ein K-Homomorphismus genau dann, wenn ¢ ein K-Vektorraumhomomorphismus
ist.
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Beweis. Es gilt:

p|K =idy <= Vae K :p(a)=a
< Vae K:Vbe L: p(a)p(b) = ap(b)
< VYae€ K:Vbe L: p(ab) = ap(b)

O

4.2.15 Korollar Seien L|K und L'|K Korpererweiterungen, a € L und b € L’. Dann sind dquivalent:
(a) Es gibt einen K-Isomorphismus ¢ : K(a) — K (b) mit ¥(a) = b.

(b) Entweder sind a und b beide algebraisch {iber K mit demselben Minimalpolynom oder weder a
noch b sind algebraisch iiber K.

4.2.16 Satz Sei L|K eine Korpererweiterung, C ein algebraisch abgeschlossener Korper und ¢ : K — C
ein Homomorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus ¢ : L — C mit ¥|x = .

Beweis. Auf M := {(F,«) | F Zwischenkorper von L|K, « : F — C Homomorphismus} definieren wir
eine Halbordnung =< durch (F,«a) =2 (F',d/) : <= (F C F' & d'|p = ). Sei K eine Kette in M. Ist
K =0, so ist (K, ¢) eine obere Schranke von K in (M, =<). Ist K # (), so sicht man leicht, dass (G, 8),
definiert durch G :=J{F |3 a: (F,a) € K} und 8: G — C, a+ afa) fir (F,a) € K mit a € F, eine
obere Schranke (G, 8) von K in (M, <) definiert.

Inesgesamt beseitzt also in (M, <) jede Kette eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn besitzt
(M, <) ein maximales Element (H,~). Es giinugt, H = L zu zeigen. Sei hierzu a € L. Zu zeigen, dass
a € H. Bezeichne 4 : H[X] — (v(H))[X] den Homomorphismus mir 4|y = v und %(X) = X. Da ¥ eine
Isomorphismus ist, ist mit p := irrg(a) auch q := Y(irrx (a)) € (y(H))[X] irreduzibel und normiert. Da
L algebraisch abgeschlossen ist, kénnen wir b € C' mit ¢(b) = 0 wéhlen.

Nach 4.2.12 gibt es also einen Homomorphimus ¢ : H(a) — C mit §|g = v und §(a) = b. Insbeson-
dere (H(a),d) € M und (H,v) < (H(a),d). Aus der Maximalitidt von (H,~) folgt (H,v) = (H(a),?),
inesbesondere H = H(a), das heifst a € H, wie gewiinscht. O

4.2.17 Korollar Seien L|K und C|K Korpererweiterungen. Sei L|K algebraisch und C algebraisch
abgeschlossen. Dann gibt es einen K-Homomorphismus ¢ : L — C, das heifst, L ist K-isomorph zu
einem Zwischenkorper von L|K.

4.2.18 Satz von Steinitz Je zwei algebraische Abschliisse eines Korper K sind zueinander K-isomorph.

Beweis. Seien L und L’ algebraische Abschliisse von K. Dann ist L K-isomorph zu einem Zwischenkorper
F von L'|K nach 4.2.17. Mit L ist auch F algebraisch abgeschlossen. Da L’|F' algebraisch ist, folgt also
aus 4.2.6(d), dass L' = F'. O
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4.2.19 Sprechweise und Notation Sei K ein Koérper. Da nach 4.2.10 der algebraische Abschluss von
K existiert und er nach 4.2.18 bis auf K-Isomorphie eindeutig ist, spricht man auch von dem algebraischen
Abschluss K von K. Die algebraischen Overkorper von K sind bis auf K-Isomorphie nach 4.2.17 genau
die Zwischenkérper von K|K.

§ 4.3 Zerfallungskorper

4.3.1 Sprechweise Sei K ein kommutativer Ring mit 0 # 1, zum Beispiel ein Kérper. Man sagt dann
oft ,iiber K, statt ,in K[X]“ Beispiele: ,Sei f ein Polynom iiber K* statt: ,Sei f € K[X].* —,,f zerfallt
iber K statt: ,,f zerfallt in K[X].“ —,f ist irreduzibel iiber K*, statt: ,,f ist irreduzibel in K[X].“

4.3.2 Definition Sei L|K eine Korpererweiterung und A C K[X]\ {0}. Dann heift L ein Zerfillungs-
kérper von A iiber K, wenn jedes Polynom aus A iiber L zerfillt und

L=K({acL|3feA:fla)=0}).

4.3.3 Bemerkung Ist L|K eine Korpererweiterung und E C K", so:

K(E) 2| J{K (a1, yan) | n € No, a; € B}
4'1:'14U{K[a1, ey 0] | m €Ny, a; € E}
= KI[E]

Insbesondere kann man in 4.3.2 Ring-, statt Koérperadjunktion verwenden.

4.3.4 Definition und Proposition Sei L|K eine Korpererweiterung und f € K[X]\{0}. Dann heifit L
ein Zerfallungskérper von f iiber K, falls L ein Zerfallungskorper von { f} iiber K ist. Genau dann ist also
L ein Zerféllungskorper von f iiber K, wenn es ¢ € K*, n € Ny und ay, ..., a,, gibt, mit f = ¢ (X —a;)
und L = K(ay,...,a,) (oder L = Klay, ..., an]).

4.3.5 Beispiel

(a) C ist ein Zerfillungskérper von X2 + 1 iiber R.
(b) Q(v/2) ist ein Zerfillungskorper von X2 — 2 iiber Q.

(¢) Q(e’") ist ein Zerfillungskérper von X6 — 1 iiber Q.

(d) Q (\?/i, ezgi) ist ein Zerfillungskérper von X3 — 2, denn

Xt 2= (X -¥2) (X = V2 ) (X = V2-6F)

und Q(\e/ﬁ, \S/?ezgi, \3/?64?) :Q(\g/i,e%ﬁ).

4.3.6 Bemerkung Sei L|K eine Korpererweiterung und A C K[X] \ {0}.

(a) Jeder Zerféllungskorper L von A iiber K ist offensichtlich algebraisch {iber K, denn er entsteht
aus K durch Ajunktion von iiber K algebraischen Elementen und ist damit nach 4.1.19 ist K L
enthalten und damit gleich K. Ist zusitzlich A endlich, ist ist nach 4.1.16 L|K sogar endlich.

(b) Zerfallt jedes Polynom aus A iiber L, so gibt es offensichtlich genau einen Zwischenkorper F' von
LK, der ein Zerfallungskorper von A iiber K ist, namlich F = K({a€ L |3 f € A: f(a) =0}).
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4.3.7 Satz Sei K ein Korper und A C K[X]\ {0}. Dann gibt es bis aus K-Isomorphie geanu einen
Zerfallungskorper von A iiber K.

Beweis.

Eristenz: Nehme K ({a € K |3 f € A: f(a) = 0}) im nach 4.2.10 existierenden algebraischen Abschluss
K von K.

Eindeutigkeit: Seien L und L’ Zerfallungskorper von A iiber K. Zu zeigen ist L =g L’. Da L und L’
iiber K algebraisch sind, sind L und T’ nach 4.1.17 algebraische Abschliisse von K und daher nach 4.2.18
K-isomorph. Wihle einen K-Isomorphismus ¢ : L — T'. Dann sind ©(L) und L’ beides Zwischenkdrper

von ZI|K, die ein Zerfallungskorper von A iiber K sind. Nach 4.3.6(b) gilt ¢(L) = L’, weshalb ¢ einen
K-Isomorphismus L — L’ induziert. O

4.3.8 Definition Sei L|K eine Korpererweiterung. Ein Automorphismus von L|K (oder ein K -Automor-
phismus von L {iber K) ist ein K-Isomorphismus von L nach L. [— 4.2.13]

Es bezeichne
Auwt(L|K) := {¢ | ¢ ist Automorphismus von L|K}

die Gruppe aller Automorphismen von L|K.

4.3.9 Definition Sei K ein Korper. Betrachte die natiirliche Wirkung von Aut(K|K) auf K und die
dazugehdrige Aquivaleﬁnzrelation ~p auf K, definiert durch a ~x b: <= J ¢ € Awt(K|K) : ¢(a) = b
(a,b € K). Fiir a,b € K nennt man a und b {iber K zueinander konjugiert, wenn a ~ b.

4.3.10 Proposition Sei L|K eine algebraische Koérpererweiterung und ¢ : L — L ein K-Homomorphis-
mus. Dann ist ¢ € Aut(L|K).

Beweis. Nach 2.3.14(b) ist ¢ injektiv. Also ist noch zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei b € L und zeige also

Ja € L:p(a)=>b. Wahle p € K[X]\ {0} mit p(b) = 0. Fiir die endliche Menge A := {a € L | p(a) = 0}
gilt dann ¢(A) C A und daher p(A) = A. Wegen b € A gibt es also a € A C L mit ¢(a) =b. O

4.3.11 Proposition Sei K ein Kérper und a,b € K. Dann gilt a ~ b <= irrg(a) = irrg (b).

Beweis.
»=—" Klar.

»<=" Nach 4.2.15 gibt es einen K-Homomorphismus ¢ : K(a) — K mit ¢(a) = b, den wir nach 4.2.16
fortsetzen zu einem K-Homomorphismus ¢ : K — K. Nach 4.3.10 gilt ¢ € Aut(L|K).

1%
se K(a)
-l

O

4.3.12 Definition Eine Korpererweiterung L|K heifit normal, wenn L ein Zerfallungskorper einer Men-
ge A C K[X]\ {0} iber K ist.

4.3.13 Beispiel Jede Korpererweiterung L|K vom Grad 2 ist normal. Wahlt man némlich ¢ € L\ K,
so ist L = K(a) und L der Zerfallungskorper von irrg (a) iiber K, denn degirrg (a) = 2.
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4.3.14 Satz Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(
(

a) L|K ist normal.

b) Jedes irreduzible Polynom aus K[X] mit einer Nullstelle in L zerfillt {iber L.

)
)

(¢) L ist Vereinigung von Aquivalenzklassen von ~ .

(d) Fiir jeden K-Homomorphismus ¢ : L — L gilt ¢(L) = L.
)

(e) Vo€ Aut(L|K): (L) =L

Beweis.

(a) = (d) Sei L Zerfillungskorper von A C K[X]\ {0} und ¢ : L — L. ein K-Homomorphismus.
Mit L ist auch der dazu K-isomorphe Korper ©(L) ein Zerfallungskorper von A tiber K. Da beide
Zwischenkorper von L|K sind, folgt aber dann ¢(L) = L nach 4.3.6(b).

(d) = (e) Klar.
(e) = (c) Gelte (e). Wir zeigen L = {EK lac L, a“NL+# (Z)}.

,C% Seiae L. Dannist a € a“ NL,also a" NL#Pund a € a”.

L% Seia e L mit a“NL # (. Zu zeigen ist a” C L. Sei ohne Einschridnkung a € L. Sei b € a”. Zu
zeigen ist b € L. Wegen a ~g b gibt es ¢ € Aut(L|K) mit b = ¢(a) € p(L) = L.

(¢) = (b) Gelte (c) und sei p € K[X] irreduzibel mit einer Nullstelle in L. Da nach 4.3.11 alle
Nullstellen von p in L zueinander konjugiert sind, liegen diese alle in L wegen (c).

(b) = (a) Gelte (b) und setze A := {p € K[X] | p irreduzibel, 3 a € L : p(a) = 0}. Nach (b) zerfallt
jedoch jedes Polynom aus A iiber L. Da L|K algebraisch ist, gilt E:={a€ L|3Ipe A:pla) =0} =1L,
denn jedes Element von L ist Nullstelle eines Minimalpolynoms tiber K und daher natiirlich L = K(F).

4.3.15 Beispiel

(a) Nach dem Kriterium von Eisenstein 2.6.3 sind X* —2 und X2 — 2 irreduzibel in Q[X] und in Z[X].
Daraus folgt irrg(v/2) = X4 —2 und irrg(v/2) = X2 -2, also [Q(+/2) : Q] = 4 und [Q(v/2) : Q] = 2.
Somit sind Q(v/2)|Q(v/2) und Q(v/2)|Q beides Korpererweiterungen vom Grad 2 und daher normal
nach 4.3.13.

Aber Q(+/2)|Q ist nicht normal, da das irreduzible Polynom X* — 2 € Q[X] iiber Q(+/2) nicht
zerfallt, obwohl es eine Nullstelle hat. In der Tat: 7v/2 ist eine Nullstelle dieses Polynoms, welche
nicht in Q(v/2), ja nicht einmal in R liegt.

(b) Fiir jeden Koérper K ist K iiber K normal.
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§ 4.4 Endliche Korper

4.4.1 Definition Ist R ein Ring, so heiflt die eindeutig bestimmte Zahl n € Ny, welche den Kern des
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus’ Z — R, n — n -1 als Ideal erzeugt, die Charakterisitk von
R, in Zeichen char R.

4.4.2 Bemerkung

(a) Ist R ein Ring, so gibt es genau einen Homomorphismus Z/(char R) — R. Dieser ist eine Einbettung
und sein Bild ist der kleinste Unterring von R.

(b) ist R ein Integrititsring, so gilt char R € {0} UP.

(¢) Ist K ein Korper und p := char K, so hat man im Fall p = 0 (p € P) genau einen Homomorphismus
Q— K [~ 23.7] (F, =Z/(p) — K). Dessen Bild ist der kleinste Unterkérper von K, welchen man
auch Primkérper von K nennt. Jeder Korper enthélt also einen zu Q oder F,, (p € P) isomorphen
Unterkorper.

4.4.3 Proposition Sei R ein kommutativer Ring mit p := char R € P. Dann ist der Frobenius-
Endomorphismus & : R — R, a — a” ein Endomorphismus.

Beweis. Strittig konnte nur sein, ob (a + b)P = a? + bP fiir alle a,b € R gilt. Durch Ausmultiplizieren
und Zusammenfassen der linken Seite erhalt man

P
(a +b)P Z() akpPF,
k=

wobei () das Bild des Binomialkoeffizienten (¥) = k,( 7y unter Z — R bezeichnet. Fiir k € {1,...,p—1}
ist p kein Teiler von k!(p — k)!, aber k!(p — k)! ein Teiler von p! und damit von (p — 1)!. Es folgt, dass

py_ (-1
(k> =P < W
und daher (g) =0in R fir k € {1,...,p — 1}. O

4.4.4 Definition Sei K ein Korper, f € K[X] und a € K. Dann heifst
wla, f) :=sup{n € Ng | (X —a)” teilt f in K[X]} € NoU {oo}

die Vielfachheit von a in f.

4.4.5 Bemerkung Sei K ein Korper, f € K[X] und a € K.
(a) pla, f)=o00 <= f=0
(b) ula,f) =21 <= f(a)=0

(c) Die Definition stimmt {iberein mit der in [— LA 10.1.13] gegebenen Definition der Vielfachheit
einer Nullstelle a € K eines Polynoms f € K[X]\ {0}.

(d) pla, f) = vx—a(f), wobei vx_, die in 2.5.3 definierte (X — a)-Bewertung auf K(X) = qf (K[X])
bezeichne.
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4.4.6 Konvention Ist R ein Ring und n € Z, so schreibt man oft n und meint damit das Bild von n
unter dem eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus Z — R.

4.4.7 Definition Sei K ein Kérper. Dan durch 1/ = 0 und (X")" = nX""! fiir n € N gegebenen
K-Vektorraumhomomorphismus K[X] — K[X], f — f' nennt man formale Ableitung [— LA 6.3.2(f)].

4.4.8 Proposition Sei K ein Korper. Fiir alle f, g € K[X] gilt:

(a) (f9) = f'g+ fg" (,Produktregel”)

(b) (f(9) = (f'(9))g" (Kettenregel)

Beweis.
zu (a): Die Abbildung b : K[X] — K[X], (f,9) — (fg)' — f'g— fg’ ist bilinear. Daher reicht es zu zeigen,

dass b(X™, X™) = 0 fiir alle m,n € N. Dies ist klar fiir m = 0 oder n = 0. Seien also m,n € N. Dann ist
b(X™, X™) = (m+n)XmTn—l —mXm-lxn — XmpXn—1 =0,

zu(b): Es reicht fiir n € N zu zeigen, dass fiir alle ¢ € K[X] gilt: (¢") = (ng"')g’, was wir durch
Induktion nach n € N machen: n = 1 ist klar, also n = n+1 (n € N): Sei g € K[X]. Dann:

n+1)/ 1

(g =(99") =9d'9"+9(¢g") =g 9" +gng" g = (n+1)g"¢

4.4.9 Proposition Sei K ein Korper, p := char K, f € K[X]\ {0} und a € K. Dann gilt:

p*/‘(avf) = :U'(aaf/) ::u(aaf,) ::u(a’f)il
plua, f) = pla, f') = pla, f') > u(a, f)

[Beachte, dass fiir p = 0 gilt

und

]

Beweis. Setze n := p(a, f) und schreibe f = (X — a)"g mit g € K[X]. Dann gilt g(a) # 0. Ist n = 0, so
p | n und es ist nichts zu zeigen. Sei also n > 0. Dann:

ptula, f) <= pla, f) > 1 <= f(a) =

0
plua f) < pa, f) =0 < f(a) #0

flf=X-a)" +n(X -a)"lg=(X-a)"' (X - a)g +ng)

=:h
Gilt p|n,so h=(X —a)¢ und f' = (X —a)"¢'. Gilt p{n, so h(a) = ng(a) # 0. O

4.4.10 Definition Sei K ein Korper, f € K[X] und a € K. Dann heiflt a eine mehrfache Nullstelle
von f, wenn pu(a, f) > 2.

4.4.11 Proposition Sei K ein Korper, f € K[X] und a € K. Dann ist a eine mehrfache Nullstelle von
f genau dann, wenn f(a) = f'(a) = 0.

Beweis. Gilt u(a, f) > 2, so u(a, f') > 1 nach 4.4.9. Gilt umgekehrt f(a) = f’(a) = 0, so ist natiirlich

w(a, f) > 1. Ware u(a, f) = 1, so char K { u(a, f) und daher p(a, f') = 0 nach 4.4.9 im Widerspruch zu
f(a) = 0. O

4.4.12 Beispiel Seip € Pund n € N. Das Polynom X?" — X € F,[X] hat keine mehrfachen Nullstellen
im algebraischen Abschluss F, von F,, denn (XP' - X) =pnXP' -l —1=—1.
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4.4.13 Bemerkung Sei K ein endlicher Korper. Dann gilt p := char K € P und K ist ein endlich-
dimensionaler Vektorraum iiber seinem zu I, isomorphen Primkérper. Es folgt # K = p" fiir ein n € N>;.

4.4.14 Satz Sei p € P, K|, eine Kérpererweiterung und n € N. Dann sind dquivalent:

(a) #K =p"

(b) K ist Zerfillungskorper von X?" — X iiber F,,.

Beweis.

(a) = (b): Gelte #K = p". Dann #K* = p” — 1 und daher a?" ~! = 1 fiir alle a € K* nach 1.3.21.
Es folgt a?” = a fiir alle a € K. Es folgt X?" — X = [[oex (X —a). Wegen K =F,(K) folgt (b).

(b) = (a): Gelte (b). Setzt man F := {a € K | a?" — a = 0}, so besteht I’ genau aus den Nullstellen
von X?" — X in K, woraus mit (b) und 4.4.12 folgt #F = p". Andererseits ist F' = {a € K | ®%(a) = a}

ein Zwischenkorper von K|F,, denn ®x und damit ®} ist ein F,-Endomorphismus von K. Es folgt
K=F,(F)=F. O

4.4.15 Korollar

(a) Ist m € N, so gibt es genau dann einen Koérper K mit #K = m, wenn es p € P und n € N mit
m = p" gibt.

(b) Sind K und L endliche Kérper, so K 2 [ < #K = #L.

Beweis.
zu (a): Benutze 4.4.13 und die Existenz von Zerfallungskorpern aus 4.3.7.

zu (b): Seien K und L endliche Korper mit #K = #L. Zu zeigen K = L. Nach 4.4.13 gibt es p € P und
n € Nmit #K = #L = p"”. Aus dem Satz von Lagrange 1.3.19 folgt dann, dass K und L jeweils einen
zu [F), isomorphen Primkérper besitzen.

Ohne Einschrankung sei F, sogar gleich dem Primkoérper sowohl von K also auch von L. Nach 4.4.14
sind K und L dann beide ein Zerfallungskorper von X?" — X iiber F,. Mit 4.3.7 folgt K = L.

4.4.16 Notation Sei p € P. Fixiere einen algebraischen Abschluss F, von F,. Fiir jedes n € N be-
zeichne Fp,» den nach 4.3.6(b) und 4.4.14 eindeutig bestimmten Zwischenkdrper von F,|F, mit genau p”
Elementen.

4.4.17 Proposition

(a) Fp = U{Fp» | n € N}

(b) Vm,neN: (Fpm CFpn <= m|n)

Beweis.
zu (a): Sei a € F,, und setze n := [F,(a) : F,] < co. Dann ist #F,(a) = p™ und daher a € F,(a) = Fpn.
zu (b): Seien m,n € N. Gilt Fym C Fyn, so ist Fyn ein F,m-Vektorraum der Dimension k := [Fpn : Fpym]

und daher p" = (p™), das heilt n = mk. Gilt umgekehrt m | n, das heift p" = (p™)* fiir ein k € N, so
ist jede Nullstelle von X?" — X auch eine Nullstelle von X?" — X.

4.4.18 Lemma Sei G eine endliche Gruppe und a,b € G. Gelte ab = ba und 1 € (ord a,ord b). Dann
ord(ab) = ord(a) ord(d).
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Beweis. Setze m := orda und n := ord b. Zu zeigen ist ord(ab) = mn. Wahle s,t € Z mit 1 = sm + tn.
Ist k € Z mit (ab)* =1, so gilt

1= ((ab)k)sm _ (am)ks(bsm)k _ (bl—tn)k — bk

und analog 1 = a*, woraus m | k und n | k folgt, das heift k& € (m) N (n) &5 (m)(n) 252 (mn).
Schliefslich (ab)™ = (a™)™(b™)™ = 1. Somit ord(ab) = mn. O

4.4.19 Satz Endliche Untergruppen der multiplikativen Gruppe eines Korper sind zyklisch.

Beweis. Sei K ein Korper, G < K* mit d := #G < oo und schreibe d = pi* ---p&» mit n € Ny,
D1, ..., Pn € P paarweise verschieden und ayq,...,a, € N. Sei ¢ € {1,...,n}.

D
Da das Polynom X #. — 1 hochstens g < d Nullstellen hat, gibt es a; € G mit a;* # 1. Setze b; :=

d

ari' € G. Wegen bf?i =al =1,daorda; | #G = d, gilt ordb; | p. Setzt man schlieRlich b := by, ..., by,
so folgt mit 4.4.18, dass ord(b) = pi* ---p%™ = d, also (b) = G. O

4.4.20 Korollar Multiplikative Gruppen endlicher Korper sind zyklisch.

4.4.21 Satz Seip € P und n € N. Dann gibt es ein irreduzibles Polynom vom Grad n in F,[X] und fiir
jedes solche Polynom f gilt F,n = F,[X]/(f).

Beweis. Wéhle geméah 4.4.19 ein a € F), mit (a) = F,.. Dann gilt insbesondere F,(a) = Fpn. Dann
ist f := irrp,(a) € Fp[X] irreduzibel vom Grad [F,» : Fp] = n. Sei nun f € F,[X]/(f) nach 2.4.9 ein
Kérper. Da 1, Y,...,Yn_l eine Basis des F,-Vektorraumes F,[X]/(f) ist, gilt #F,[X]/(f) = p" und
daher F,[X]/(f) = Fp» nach 4.4.15(b). O

§ 4.5 Separable Korpererweiterungen

4.5.1 Definition Sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn f im algebraischen
Abschluss K von K keine mehrfachen Nullstellen hat.

4.5.2 Warnung Sei K ein Korper. Viele Autoren nennen ein Polynom f € K[X] auch dann separabel
iiber K, wenn jeder irreduzible Teiler von f in K[X] in unserem Sinne separabel ist.

4.5.3 Proposition Sei K ein Korper und f € K[X]. Dann gilt:

[ separabel <= ged (f, f') =1 <= 1e (f,f)kx) < ged(f, f)=1
K[X] K[X]

Beweis. Klar mit 4.4.11.
4.5.4 Korollar Sei K ein Korper und f € K[X] irreduzibel. Dann gilt f separabel <= f’ # 0.

4.5.5 Korollar Sei K ein Korper der Charakteristik p € PU {0} und f € K[X] irreduzibel. Dann gilt:
(a) p=0 = [ separabel
(b) pe P = (f separabel <— [ ¢ K[X?])

(c) Es gibt ein irreduzibles separables g € K[X] und ein n € Ny mit f = g(X?"). Hierbei sind g und
n durch f eindeutig bestimmt und fiir alle a € K mit f(a) =0 gilt p(a, f) = p™.
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Beweis. (a) und (b) direkt aus 4.5.4.
(c) direkt aus (a), falls p = 0. Dann n = 0 und g = f. (c) durch iteriertes Anwenden von (b), falls p € P:

Ist g = Hle(X — a;) mit a; € K, so

wobei man b; € K wahlt mit b,’;n —a; = 0. O

4.5.6 Definition [— 4.1.6] Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann heifit a € L separabel iiber K, wenn
es ein separables f € K[X] gibt mit f(a) = 0. Es heifit L|K separabel, wenn jedes Element von L
separabel iiber K ist.

4.5.7 Proposition Sei L|K eine Korpererweiterung und a € L. Dann sind dquivalent:

(a) a ist separabel {iber K.

(b) a ist algebraisch iiber K mit separablem Minimalpolynom.

Beweis.
(a) = (b): Teiler von separablen Polynomen sind separabel.
(b) = (a): Trivial. O

4.5.8 Beispiel

(a) Seip € P. Nach dem Kriterium von Eisenstein 2.6.3 ist F' := X? — T irreduzibel in (F,(7"))[X] und
in (¢f (Fp[T)))[X] = (Fp(T))[X]. Nach 4.5.5(b) ist f nicht separabel tiber F,(T).
Wie in 4.5.5(c) gibt es aber ein irreduzibles, separables g € (F,(7))[X] und n € N mit f = g(X?"),
ndmlich g =X —T und n = 1.

Wiéhlt man a € Fy(T) mit o = T, so u(a, f) = p. Es gilt irrg, (1r)(a) = f. Nach 4.5.7 ist a also
nicht separabel iiber F,(T).

(b) Nach 4.5.5 und 4.5.7 ist jede algebraische Korpererweiterung in Charakteristik 0 separabel.

4.5.9 Lemma Ein Vektorrraum V {iber einem Korper mit mindestens m Elementen (m € Np) ist nie-
mals Vereinigung von m Untervektorrdumen # V.

Beweis. SeiV ein K-Vektorraum, m € Ny, Uy, ..., U,, € V Untervektorrdume von V mit V- = U;U...UU,,.
Zu zeigen: #K <m — 1.

Gelte ohne Einschrankung U; € U U ... U U,,. Wihle n € U1\(U2 U ... UU,,). Wihle v € V\U;. Keines
der Elemente Au+v (A € K) ist in U; enthalten und es sind nicht zwei dieser Elemente in demselben U;
enthalten. Damit gibt es hochstens m — 1 dieser Elemente. Es folgt #K < m — 1. O

4.5.10 Korollar Ein Vektorraum iiber einem unendlichen Kérper ist niemals Vereinigung von endlich
vielen Untervektorrdumen # V.

4.5.11 Lemma Sei F ein Zwischenkérper der algebraischen Koérpererweiterung L|K und K ein alge-
braischer Abschluss von K. Seien ¢, : F' — KK -Homomorphismen. Dann gibt es eine Bijektion von
{¢ | ¢ : L - K-Homomorphismus , ¢|r = ¢} nach {¢) | v : L - K-Homomorphismus, ¢|r = ¥}.
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1

Beweis. Setze den Homomorphismus ¢ o =1 : ¢(F) — K mit 4.2.16 fort zu einem Homomorphismus

o: K — K. Nach 4.3.10 gilt 0 € Aut(K|K).

Wir behaupten, dass die Zuordnungen ¢ +— o o ¢ und 15 — o lo 1E eine wunschgemaésse Bijektion
vermitteln. Zu zeigen:

(a) Ist ¢ : L — K ein Homomorphismus mit @|r = ¢, s0 (c o P)|p =1 und 01 ocop =@
(b) Ist ¢ : L = K ein Homomorphismus mit z/~J|F =1,s0 (67 to 1/;)|F =pundoootoh =1,

Beides ist klar. O

4.5.12 Definition [~ 4.1.1] Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung und K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann heifst

[L:K]s:=#{¢|¢:L— K ist K-Homomorphismus} € NU {cc}

der Separabilititsgrad von L|K. [Beachte, dass [L : K]s nach 4.2.17 in der Tat > 1 ist und wegen 4.2.18
nicht von gewihltem K abhéngt.]

4.5.13 Proposition |[— 4.1.10] Sei L|K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann

[K(a): K]s =#{be€ K(a) | a ~x b}

= #{b € K(a) | (irrx(a))(b) = 0}

[— 4.3.9, 4.3.11]. Setzt man p := char(K), so gibt es n € Ny mit [K(a) : K]s - p" = [K(a) : K].
Insbesondere gilt[K (a) : K], = [K(a) : K], falls p = 0.

Beweis. Da K (a)|K algebraisch ist, ist K (a) ein algebraischer Abschluss von K. Wir zeigen zunéchst,
dass

{¢|¢:K(a) — K(a) ist K-Homomorphismus} — {b € K(a) | a ~; b}, ¢ — ¢(a)

wohldefiniert und bijektiv ist. Wohldefiniertheit und Surjektivitét folgen aus:

(beK(a):an~yb "E" {be K(a) | irrg(a) = irrg (b)}
R {b € K(a) | 3 K-Isomomorphismus 9 : K(a) — K(b) : ¢(a) =

b
= {be€ K(a) |3 K-Homomorphismus ¢ : K(a) — K(a) : ¢(a) = b}

Injektivitdt ist klar, da ein K-Homomorphismus ¢ : K(a) — K(a) durch seinen Wert auf a eindeutig

festgelegt ist.
Nun folgen

[K(a): K]s =#{be K(a) | a ~x b}

und

{beK(a)|a~xk b} ={beK(a)|irrg(a) = irr (b)} *=° {b € K(a) | (irrx (a))(b) = 0}.

Nach 4.5.5(c) gibt es n € Ny derart, dass fiir alle b € K(a) mit (irrg(a))(b) = 0 gilt u(b,irrg(a)) = p™,

woraus

#{b € K(a) | (irrxc(a))(b) = 0} - p" = deg(irg (a)) "= [K(a) : K]

folgt. O
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4.5.14 Lemma Sei L|K Korpererweiterung un a € L. Dann gilt:
a separabel iiber K <= [K(a): K]; = [K(a): K] < 0

Beweis.

,—" Sel a separabel iiber K und f :=irri(a). Dann ist nach 4.5.7 f separabel und

[K(a): K] "2 4{b € K(a) | f(b) = 0} =™ deg(f) “2'° [K(a) : K.

<= Gelte [K(a) : K|s = [K(a) : K] < co. Nach 4.1.13 ist a algebraisch iiber K. Wir zeigen, dass
f :=1irrk(a) separabel ist. Dies folgt aus:

7N 4.5.12

#{beK(a) | f(b) =0} “E? [K(a) : K, = [K(a) : K] "= deg(f)
O

4.5.15 Proposition [— 4.1.15] Sei F' ein Zwischenkorper der algebraischen Korpererweiterung L|K.
Dann gilt
[L:K],<oo <= ([L:K],<oound [F:K]; <o0)

und falls [L : K]s < o0, so
[L:K|s=[L:F|s-[F:Kls.

Beweis. Ist ¢ : F — K ein Homomorphismus, so gilt nach 4.5.11
#{p | ¢ : L - K Homomorphimus, @|r = ¢} = [L : F]s,

denn man kann ohne Einschrinkung K = F nehmen und dann gilt mit ¢ := idr : F — F, dass

#{W | v LK, §lp=v}=#{0|¢: L - F F-Homomorphismus} “ 2% [L : F),.

Daraus folgt alles. O

4.5.16 Satz Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(a) L|K ist endlich und separabel.

(b) [L:K]s=|L:K]<oo

(¢) Es gibt n € Ny und iiber K separabel aq,...,a,, € L mit L = K(aq,...,a,). [ 4.1.14]
)

(d) Es gibt ein iiber K separables a € L mit L = K(a). [Man nennt a in dieser Situation oft ein
primitives Element von L|K und ,,a = d* den Satz vom primitiven Element.|

Beweis.
(a) = (c) Trivial.
(¢) = (b) Durch Induktion nach n € Ny zeigen wir, dass fiir alle iiber K separablen a1, ..., a,, € L gilt:

[K(a1,...,an) : K]s = [K(a1,...,a,) : K] < 00

[K:Kl]s=1=[K:K]

n—1—n(neN)

K (a1, ....an) : Kls 27 [K(ay, ... an) : K(a1, oy an1)]s[K (a1, ... an—1) : K]s

4.5.14 4.15

= [K(a1,...;an) : K(a1,...;an—1)][K(a1,...,an_1) : K] =" [K(a1,...,an) : K] < 00
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(b) = (d) Gelte (b). Dann ist nach 4.5.14 jedes a € L mit L = K (a) automatisch separabel iiber K.
Ist K endlich, so auch L und es gibt ein solches a nach 4.4.20.

Sei also K unendlich. Bezeichnet man die n := [L : K]s = [L : K] verschiedenen K-Homomorphismen
L — K mit ¢1, ..., ¢, so kann man nach 4.5.10 ein a € L wahlen mit p;(a) # ¢;(a) fir i,j € {1,...,n}
mit ¢ # j, denn {a € L | ¢;(a) = ¢;(a)} ist ein echter K-Untervektorraum von L fir ¢ # j. Es folgt

n<[K(a):K]s < [K(a):K]<[L:K]=n,

also [K(a) : K] =n =[L: K] und daher L = K(a).
(d) = (a) Sei a € L separabel iiber K und gelte L = K (a). Sei b € L. Zu zeigen: b ist separabel {iber
K. Wire b nicht separabel iiber K, so [K(b) : K]s < [K(b) : K] und daher

[K(a) : K]s =" [K(a) : K(b)]s[K(b) : K]s < [K(a): K(b)][K(b) : K] =" [K(a) : K],

womit nach 4.5.14 auch a nicht separabel iber K wire. O

4.5.17 Satz (,Transitivitit der Separabilitit®) [— 4.1.17] Sei F' ein Zwischenkorper von L|K und F|K
separabel. Ist a € L separabel iiber F', so ist a auch separabel iiber K.

Beweis. Seia € L und f € F[X]\ 0 mit f(a) = 0. Bezeichne die Koeffizienten von f mit as, ..., a,. Dann
ist a sogar separabel tiber K(aq, ..., a,). Es folgt:

(K(ai,...,an,a) : K|s "2 [K(a1, ..., an, a) : K(ay, ..., an)]s[K (a1, ... an) : K]s
Y2 K (ay, s a) K (a, o an)|[K (ar, o an) : K] 20 [K(aq, .. an, a) : K] < 0o
Nach 4.5.16 ist also K (ay, ..., an,a)| K separabel. Insbesondere ist a separabel iiber K. O

4.5.18 Korollar [— 4.1.18] Sei F ein Zwischenkorper von L|K. Dann ist L|K separabel genau dann,
wenn L|F und F|K beide separabel sind.

4.5.19 Definition und Satz [— 4.1.9] Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann ist
K" .= {a € L | a separabel iiber K}

ein Zwischenkorper von L|K, genannt der (relative) separable Abschluss von K in L.

Beweis. Klar mit 4.5.16 (¢) = (a), vgl. Beweis von 4.1.19. O

4.5.20 Definition Ein Korper K heifst vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom in K[X] separabel
ist.

4.5.21 Satz Sei K ein Korper und p := char K. Dann sind dquivalent:

(a) K ist vollkommen.
(b) Jede algebraische Korpererweiterung L|K ist separabel.
(c¢) Jede endliche Korpererweiterung L|K ist separabel.
(d) K|K ist separabel.
)
)

(e) p=0oder (peP&Vac K:IeK:a=">H)
(

fy p=0oder (peP & g € Aut(K)) [— 4.4.3|
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Beweis. (a) = (b) = (¢) = (d) sind klar.

(d) = (e) Gelte (d) und p € P. Zu zeigen: Va € K : a = bP. Sei a € K. Wegen & € Aut(K) gibt
es genau ein b € K mit ” = a. Es folgt X? —a = (X — b)P. Setze f := irrg(b). Dann ist f ein Teiler
von X? —a in K[X] und damit auch in K[X]. Somit f = (X — b)* fiir ein k € {1,...,p}. Da b iiber K
separabel ist, ist aber f separabel, das heift k = 1. Daher X — b = f € K[X]| und daher b € K.

(e) = (f) Klar.

(f) = (a) Nach 4.5.5(a) ist nichts zu zeigen, falls p = 0. Sei also p € Pund ®x € Aut(K). Sei f € K[X]

irreduzibel. Zu zeigen: f separabel. Wihle a € K mit f(a) = 0. Dann f = irrg (a) nach 4.1.9. Nach 4.5.7
reicht es also zu zeigen, dass a sep. liber K ist. Nach 4.5.5(c) gibt es zumindest n € Ny derart, dass
(®7)"(a) = a?" separabel iiber K ist. Dann ist a = (P%) " ((®%)"(a)) = @%”(apn) separabel iiber
(P7)"(K) = (Px)"(K) = K. O

4.5.22 Beispiel Endliche Korper sind vollkommen, da Bedingung (f) aus 4.5.21 erfiillt ist.

4.5.23 Satz Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung. Dann [L : Klg = [FSL : K.

Beweis. Da K*"|K separabel ist, gilt [K*" : K] = [K*" : K]g. (Falls K*"|K endlich, direkt aus 4.5.16.
Sonst durch Betrachtung von {iber K endlichen Zwischenkérpern von FL\K .) Mit 4.5.15 reicht es daher
[L: FSL]S =1 zu zeigen.

Ist p := char K = 0, so ist K vollkommen und daher L = K", Sei p € P. Sei nun ¢ : L — L ein
K" Homomorphismus. Zu zeigen: ¢ = idy. Sei a € L. Zu zeigen: p(a) = a. Nach 4.5.5(c) gibt es n € Ny
mit a”" € K*". Dann (p(a))P" = p(aP") = aP", also (1)"(¢(a)) = (®7)"(a) und daher p(a) =a. O
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§ 5 GaIOiStheorie [Evariste Galois, geb. 1811, gest. 1832]

§ 5.1 Galoissche Korpererweiterungen

5.1.1 Definition Sei L ein Korper und G < Aut(L). Dann wirkt G in natiirlicher Weise auf L durch
wa = @(a) fiir alle ¢ € G und a € L. Die Menge LY = {a € L | V¢ € G : p(a) = a} der Fixpunkte dieser
Wirkung [— 3.1.11] ist dann offensichtlich ein Unterkorper von L, den wir den Fizkérper von G nennen.

Ist K ein Unterkdrper von L und G < Aut(L|K) [~ 4.3.8], so ist LE natiirlich ein Zwischenkdrper von
LK.

5.1.2 Lemma Sei L ein Kérper, G < Aut(L), K := L€ und a € L mit #Ga < oo [~ 3.1.6]. Dann ist
a algebraisch iiber K mit irrg(a) = [ycqq (X —0).

Beweis. Fiir jedes ¢ € G bezeichne ¢ den Automorphismus von L[X] mit ¢|;, = ¢ und $(X) = X. Fiir
[ = Tlheca(X —b) gilt dann G(f) = [[eqa (X —¢(b)) = f fiir alle ¢ € G und daher f € LY[X] = K[X].
Fiir alle ¢ € G ist aber mit a auch ¢(a) eine Nullstelle von irrg (a), womit f = irrg (a) folgt. O

5.1.3 Definition Eine Korpererweiterung L|K heift galoissch, wenn L|K normal und separabel ist.
Die Automorphismengruppe Aut(L|K) von L|K nennt man dann auch die Galoisgruppe von L|K. Eine
Galoiserweiterung ist eine galoissche Kérpererweiterung.

5.1.4 Satz Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(
(

a) L|K ist galoissch.

b) L ist ein Zerfallungskorper tiber K einer Menge von separablen Polynomen aus K [X].

(¢) L|K algebraisch und LAMEIK) = K
)

(d) Vae L\K: 2<#{p(a) | ¢ € Aut(L|K)} < o0

Beweis.

(b) = (a): Klar mit Satz 4.5.19 und Definition 4.3.12.

(a) = (c): Gelte (a). Dann ist L|K natiirlich algebraisch. Sei a € L\ K. Zu zeigen a > LAMEIK),
Nach 4.5.7 ist f = irrg(a) separabel und nach 4.3.14(b) zerfallt f tiber L.

Wegen a € L\ K gilt deg(f) > 2 und es gibt b € L mit b # a und f(b) = 0. Nach 4.3.11 gilt a ~x b, das
heifst, es gibt ¢ € Aut(L|K) mit ¢(a) = b. Nach 4.3.14(e) gilt |, € Aut(L|K). Wegen ¢|r(a) =b # a
folgt a € LAMLIK),

(¢) = (d): ,,< oo folgt aus ,algebraisch® und ,,> 2 aus ,, LAMLIE) = [

(d) = (b): Aus ,,> 2“ folgt K = LA"LIEK) ynd aus ,,< oo* folgt mit Lemma 5.1.2, dass jedes a € L
Nullstelle eines separablen Polynoms aus K [X] ist, welches tiber L zerfallt. O
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5.1.5 Proposition Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Dann gilt:
(a) #Aut(LIK) < [L: K]g < [L: K]
(b) #Aut(L|K) =[L: K]y <= L|K normal
(¢) [L:K|g=[L:K] < L|K separabel

Beweis.

(a) #Aut(L|K) < [L : K|g ist klar nach Definition des Separabilitétsgrades 4.5.12. [L : K]g < [L : K]
ist klar nach 4.5.23.

(b) #Aut(L|K) =[L: K]y < Auwt(L|K) = {¢|¢:L — L K-Homomorphismus} <= fiir jeden
K-Homomorphismus ¢ : L — L gilt ¢(L) = L <= L|K ist normal nach 4.3.14.

(c) Ist Teil von 4.5.16.

5.1.6 Satz Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(
(

a) L|K ist galoissch und endlich.

)

b) L ist Zerfallungskorper iiber K eines separablen Polynoms aus K [X].

(¢) L ist Zerfallungskorper iiber K eines irreduziblen und separablen Polynoms aus K [X].
)

() [L: K] = # Aut (L|K) < oo

Beweis. (¢) = (b) = (a) sind Kklar.
(a) = (d): Mit 5.1.5(b), (c).
(a) = (c): Gelte (a). Nach dem Satz vom primitiven Element 4.5.16 gibt es @ € L mit L = K(a).

Dann ist f = irrkx(a) € K [X] irreduzibel und separabel. Nach 4.3.14(b) zerfdllt f iiber L. Also ist L
Zerfallungskorper von f iiber K. O

§ 5.2 Der Hauptsatz der Galoistheorie

5.2.1 Satz Sei L ein Kérper, G < Aut(L) endlich und K = LY. Dann ist L|K eine endliche Galoiser-
weiterung mit Galoisgruppe G.

Beweis. Fiir alle b € L gilt #Gb < #G < oo. Daher gibt es ein a € L mit #Ga = max {#Gb|be L} =:
n. Wir behaupten: L = K(a). Sei hierzu ¢ € L. Zu zeigen ¢ € K(a). Nach Lemma 5.1.2 ist L|K
separabel, womit K (a,c)|K endlich und separabel ist und es nach dem Satz vom primitiven Element
4.5.16 ein b € K (a, c¢) gibt mit K(a,c) = K(b). Nach Lemma 5.1.2 gilt:

[K(b) : K] = degirrg (b) = #Gb
< #Ga = degirrg(a) = [K(a) : K]
<[K(a,c): K] =[K(): K],

also K(a) = K(b) = K(a,c), insbesondere ¢ € K(a). Da also L = K(a) gilt und nach Lemma 5.1.2
f = irrk(a) separabel vom Grad n ist und tiber L zerfallt, ist L als Zerfallungskorper von f tiber K
galoissch vom Grad n. Es folgt

n=#Ga<#G < Aut(LIK)=[L:K]=n
und daher Aut(L|K) = G.
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5.2.2 Hauptsatz der Galoistheorie Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung. Dann vermitteln die
Zuordnungen

Hw— LY
Aut(L|F) « F

eine Bijektion zwischen der Menge der Untergruppen von G := Aut(L|K) und der Menge der Zwischen-
korper von L|K.

Seien H,H' > G und F = L#, F' .= LH' (Oder dquivalent: F, F’ Zwischenkorper von L|K und
H := Aut(L|F), H' := Aut(L|F").) Dann gilt:

(a) HC H < F' CF (jinklusionsumkehrend®)
(b) Gilt H C H',so [H' : H| = [F : F'].

)
)
(c) Ist p € G, s0 H = pHp™ ! < F' = p(F) (,konjugationserhaltend”)
(d) Gilt H C H', so H <« H' < F|F’ normal (,,normalititserhaltend®)

)

(e) Ist H <« H', so ist F|F’ galoissch mit Galoisgruppe isomorph zu H’'/H, genauer
H'/H = Aut(L|F")JAut(L|F) = Aut(F|F), o — olr (¢ € Aut(L|F")).

Beweis. Beachte, dass G natiirlich endlich ist (siehe zum Beispiel 5.1.6). Nach 5.2.1 gilt also H =
Aut(L|LH) fiir alle H < Aut(L|K). Fiir jeden Zwischenkérper F von L|K ist auch L|F galoissch und nach
5.1.4 daher F = LA™ Diese beiden Tatsachen bedeuten, dass die beiden Abbildungen zueinander
invers sind.

(a) Ist klar.
(b) Gelte H C H'.

;o #H' son [L:LP) [L:F] [L:F|[F:F] .
[H'H]_#Hsje[L:LH]_[L:F]_ [L:F) = F: F]

(c) Sei ¢ € G.

-1

H =pHp™' « LM =L#H°

— F={acL|VWecH: (oo ')a)=a}

= F'={p(a)|aeL, Ve H:(p)(a)=p()}
— F'={yp(a)|ae L, Vo € H :¢(a) = a}

= F'= (L")

= F'=p(F)

(d) Gelte H C H'.

HaH 2L vVoeH 19Hp ' = H

PON Voe H : p(F)=F
< Vp € Awt(LIF") : p(F)=F

REE £5 Vo : L — L, ¢ F'-Homomorphismus : ¢(F) = F
210 <5 Vo : F — L, ¢ F'-Homomorphismus : ¢(F) = F

4,314
F|F’ normal

71



(e) Gelte H < H'. Geméif (d) ist dann F|F’ normal und daher galoissch. (Denn mit L|K ist auch F|F”
separabel.) Nach 4.3.14(d) ist

Aut(L|F) — Aut(F|F")
o = o|F

wohldefiniert. Diese Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus und surjektiv nach 4.2.16
und 4.3.14. Thr Kern ist Aut(L|F). Wende nun den Isomorphiesatz 1.3.16 an.

O

5.2.3 Bemerkung Nach 5.1.6 und 4.3.4 ist L|K genau dann eine endliche Galoiserweiterung, wenn
es ein n € N56 und paarweise verschiedene ay,...,a, € L gibt mit [ (X —a;) € K[X] und L =
K(ay,...,an) (oder dquivalent L = Klay, ..., an]).

Man fixiere nun solche Daten. Dann wirkt die Galoisgruppe G := Aut(L|K) treu auf {ay, ..., a, } [= 3.1.1],
das heift, man hat nach 3.1.5 eine Einbettung G' < Siq4, ... 4,1 = Sn, © = ¢l{as,...,a,}- [ndem man

{1,..,n} —{1,..,n} )

%whﬁﬁ&wﬂ< i+ falls p(a;) = a;

dahinterschaltet, erhélt man eine Einbettung

{1,..,n} —{1,..,n}
G — Sy, 90'—>< i — j falls p(a;) = a;

und identifiziert oft G mit seinem Bild unter dieser Abbildung.

5.2.4 Beispiel Um die Unterkérper von Q(v/2,/3) zu bestimmen, setzt man a; = V2, as = —/2,
az = V3, ag = —/3, denn dann gilt, dass Q(v/2,v3) = Q(ay, az, as, as) und Hle(X —a;) = (X% -
2)(X2 — 3) € Q[X]. Es ist also Q(v/2,v/3)|Q galoissch und G := Aut(Q(v/2,/3)|Q) koénnen wir als
Untergruppe von S, auffassen.

Da die Polynome X2 —2 = (X — a1)(X — az) und X? — 3 = (X — a3)(X — a4) in Q[X] liegen, folgt
o({1,2}) = {1,2} und p({3,4}) = {3,4} fiir alle ¢ € G und da dieselben Polynome nach dem Kriterium
von Eisenstein 2.6.3 irreduzibel sind, gibt es nach 4.3.11 sowohl ein ¢ € G mit ¢(1) = 2 als auch ein
v € G mit p(3) = 4. Es folgt (1 2)(3 4) € G.

Wiire #G = 2, s0 G = {1, (1 2)(3 4)} und daher v6 = aja3 = azas € Q(v/2,v/3)¢ = Q im Widerspruch
zur Irreduzibilitit nach Eisenstein von X2 — 6 in Q[X]. Also G = {1,(1 2),(3 4),(1 2)(3 4)} =2 V
[— 1.1.9(c)] [— vel. auch 3.3.5].

Das auf den Kopf gestellte Diagramm der Untergruppen von G mit den Indizes im Sinne von 1.3.19 an
den Kanten liefert nun mit Galois 5.2.2 das Diagramm aller Zwischenkorper von Q(v/2,v/3)|Q mit den
Korpergraden im Sinne von 4.1.1 an den Kanten.

{1

{1,(12)} {1,(34)} {1,(12)B4)}
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Zeichnet man in einem solchen Diagramm von Zwischenkorpern einer Korpererweiterung einen Bogen
zwischen zwei ZwischenkOrpern, so meint man damit in der Regel, dass eine Galoiserweiterung vorliegt.
Den Bogen beschriftet man oft mit der entsprechenden Galoisgruppe oder einer dazu isomorphen Gruppe.

Q(v2,v3)

G\{1,(1 2)(3 4)}
~Ch

Q

5.2.5 Beispiel Fiir f:= X3 —2 € Q[X] gilt mit ¢ := e’ und ay == V2, ap := (Y2, ag := (22, dass
f=TI;_1(X — a;). Es ist also Q(¥/2,¢) = Q(a1, a2, a3) galoissch iiber Q.

Fiir G := Aut(Q(V/2,¢)|Q) C S3 gilt (2 3) € G (denn a} = a; und aj = a3). Da f nach Eisenstein
irreduzibel ist, gibt es nach 4.3.11 ein ¢ € G mit p(a1) = as, also (1 2) € G (und damit (1 2 3) =
(12)(23) € G) oder (12 3) € G, woraus leicht G = S3 folgt. Nun hat man

AN
IV S

und nach Galois dementsprechend

a15a2)a3

N T

Q((a1 — az)(az — az)(a1 — ag))

Y
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denn (a1 — ag)(az — ag)(a; — ag) wird von Az fixiert und liegt nicht in Q, sondern auf der imaginiren
Achse, wie man durch komplexes Konjugieren sieht. Vereinfache (a; —az)(a1 — as)(as —a3) = (¥/2)%(1 —
OC—¢)(1-¢%) =2¢(1-¢)*(1-¢%) = 2¢(1+2¢+2¢*)(1-¢%) = 2¢(1 = 2¢+¢* = ¢*+2-3) = 6¢(1 ().
Wegen (C(1-¢))? =1 -20+¢*) = -2+¢=+(+1-3= g —3=-3gilt Q((a1 —az)(az -
az)(ar — az)) = Q(iv/3). Also ist

\\//

das Diagramm aller Zwischenkdrper von Q(+/2,¢)|Q. Von den vier echten Zwischenkérper ist Q(iv/3) der
einzige, der galoissch iiber Q ist.
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§ 6 Der Fundamentalsatz der Algebra

Diesen Paragraphen gibt es geTpXt auf der Vorlesungshomepage.
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3 7 Konstruktionen mit Zirkel und Li-
neal

Diesen Paragraphen gibt es geTEXt auf der Vorlesungshomepage.
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fir Gruppen, 14 konjugiert, 57
fiir Ringe, 24 koprim, 39
Homomorphismus
iiber Korpererweiterungen, 54 Lagrange, Joseph-Louis, 15
Gruppen-, 9 Leitform, 26
Korper-, 29 Lokalisierung, 27, 29
Ring-, 22
Minimalpolynom, 50
Ideal, 23 Monomorphismus
echtes, 30 Gruppen-, 9
erzeugtes, 30 Ring-, 22
maximales, 30, 34 multiplikativ, 27
Produkt, 38
Summe. 38 Nebenklasse, 12, 13
Index. 15 ’ Nenner, 28

Integrititsring, 26 neutrales Element, 21

invariantes Element, 42 ﬁoetheisc.l; 374
invertierbar, 22 ormalreihe, 47

irreduzibel, 30 Normalteiler, 12
Nullstelle
mehrfache, 60
Nullteiler, 26
nullteilerfrei, 26

isomorph, 10

iiber Korpererweiterung, 54
Isomorphiesatz

fiir Ringe, 24

fir Gruppen, 14 Operation, 41

Isomorphismus Orbit. 42
iiber Koérpererweiterungen, 54 Or dm’mg 6. 15
Gruppen-, 9 P
Ring:, 22 p-Gruppe, 43
Korper, 26 p-Sylowgruppe, 44
’ p-Untergruppe, 44
der (reellen) algebraischen Zahlen, 52 Polynom, 26
der rationalen Funktionen, 28, 29 Minimal-, 50

Oberkorper, 28
Restklassen-, 34
Unterkdrper, 28

separables, 62
Polynomring, 25

: prim, 30
kleinster, 28 Primfaktorzerlegung, 30

vollkommener, 66 Primideal, 30

von rationalen Funktionen, 28 primitiv, 34

Zwischenkorper, 49 -es Element, 65
Korpererweiterung, 28 Primkérper, 59

endlich erzeugte, 51 Produkt

endliche, 49 direktes

galoissche, 69 von Gruppen, 10

Grad, 49 von Ringen, 22

normale, 57 semidirektes, 16, 17

separable, 63 Produktregel, 60

unendliche, 49
Kern, 9 Quotientengruppe, 12
Kettenregel, 60 Quotientenring, 23
Klassengleichung, 43 totaler, 28
Kommutator, 45
Kommutatorgruppe, 45 Radikal, 32
Kongruenzklasse, 12 Restklasse, 23
Kongruenzrelation, 12, 23 Restklassenring, 23
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Ring, 21
assoziativer, 21
der Briiche, 27, 28
Faktor-, 23
faktorieller, 30
Integritats-, 26
kommutativer, 21
Polynom-, 25, 26
Quotienten-, 23
Restklassen-, 23
unitarer, 21
Unter-, 22

separabel, 63

-er Abschluss, 66
Separabilitdtsgrad, 64
sgn, 11
sparabel, 62
Stabilisator, 42
stationar, 37
supp, siehe Trager
Sylowgruppe, 44

Teilerrelation, 26
Trager, 6, 30
transitiv, 41
Transposition, 46
treu, 41

unabhéngig
algebraisch, 25
Unbestimmte, 26
Untergruppe
charakteristische, 13
erzeugte, 8
Unterring, 22

Variable, 26
Vielfachheit, 59
vollkommen, 66

Wirkung, 41

Zahler, 28
Zentralisator, 43
Zerfallungskorper, 56
{-Zykel, 46
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