Kapitel 1

Einstieg und Wiederholung

1.1 Vorbemerkungen und erste Beispiele
Die Réume £,
1.2 Topologie semimetrischer Réume
1.3 Topologische Grundbegriffe
1.4 Filter
1.5 Stetigkeit und Konvergenz
Vergleich von Topologien

1.1 Vorbemerkungen und erste Beispiele

Die Objekte, mit denen wir uns in dieser Vorlesung vorrangig beschéftigen
werden, sind Normierte Vektorriume. Es sei jmmer* K € {R,C}:

Definition

X :=(X,a,s] ) ,Normierter Vektorraum* ( ,NVR) iiber K : <=

(X, a,s) Vektorraum iiber K und || || ,Norm* auf X, d. h.:

(NO) || |I: X 52+ |z| € 0,00 mit

(N1) |z =0 = z=0

(N2) o] = laf ||z

(N3) Mz +yll < [l=]l + [lyll (fir 2,y € X und o € K)

Ohne Forderung (N1):
wHalbnorm*®, ,Halbnormierter Vektorraum* (,HNVR*)

Zur Erinnerung:

X =(X,a,s) ,Vektorraum* (,VR¥, linearer Raum) iber K : <>
X nichtleere Menge und

a: X x X5 (xy r—ao+yeX
s: Kx X3 (a,2) — arxe X mit
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(A1) a assoziativ

(A2) a kommutativ

(A3) 30eX VereX z+0=2x

(A4d) VzeX 3FyeX z+y=0 (Bezeichnung: y =: —x)

(SK1) (ef)z = a(fz)

(SK2) afz +y) = ar+ay

(SK3) (o +pB)x = az+ Pz

(SK4) 1z = (fir o, p € Kund 2,y € X)

Das ,Rechnen‘ und die iiblichen Bezeichnungen im VR werden als bekannt
vorausgesetzt.

Bemerkung 1.1.1
Vor.: X HNVR
Beh.: ||0]| =0
Hal = liyl| < llz—yll (---)
Beweis: o©oo O

Bemerkung 1.1.2

Vor.. X HNVR

Bez.: §(x,y) := ||z —y|| (...)

Beh.: a) (X,0) semimetrischer Raum,
b) Falls X NVR: (X,0) metrischer Raum; dabei:

Definition

(R, 0) ,semimetrischer Raum® (,SMR¥, o ,Semimetrik* auf R)
: <= R nichtleere Menge und o¢: R x R > (z,y) — o(z,y) € [0,00] mit

o(z,z) =0
o(z,y) = oly,x) ( ,Symmetrie*)
o(z,2) < o(z,y)+ o0(y,2) (...) (,Dreiecksungleichung‘)

(o(z,y) ,Abstand zwischen x und y*)
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(R,0) ,metrischer Raum® (,MR*, o ,Metrik“ auf R)
i (R,0) SMR A folx,y) =0 = x=y| (...) (,Definitheit’)

Beweis der Bemerkung 1.1.2: ooo O
<Anmerkung zu ,Pseudometriken’ oo D>
Beispiele

(B1) Kist (mit iiblicher Addition, Multiplikation und Betrag) ein NVR.
(B2) K™ (...), ||zl == miai( lz| (z=(z1,...,2,) €K") NVR

1/2
\1',,|2) (z=(21,...,2,) €EK") NVR

M=

(B3) K" (.., Jelly = (

v=1

B4) K" (...), |ell, = é\m (¢=(x1,....2,) €K") NVR

(B5) —oo<a<b<oo, CFa,b]:= {f1f:]a,b] — K stetig}
(Addition und Multiplikation mit Skalaren ,punktweise),
[Ih]l, == max |h(z)]: NVR
z€[a,b]
. 0, =z=y
(B6) R nichtleere Menge, 0(z,y) == :
1, =z#y
(R,90) MR (9 ,diskrete Metrik*)
(B7) (MR,d) SMR und ¢: [0, 00[— [0, c0[ mit
P(0) =0 und t <t; +ta = o(t) < (t1) +(t2) (...)
Beh.: (R,po0d) SMR
(B7) (M,8) MR und ¢ wie oben mit [p(t) = 0 = ¢ = 0], dann ist
(R, 04) ein MR.

Beweise: (B1) — (B5): aus A I, A II bekannt  ((B3) wird im folgenden
Abschnitt noch einmal mitbewiesen.)

(B6): ooo (B7): ooo (B7): nur noch Definitheit zu zeigen: v/ 0
Anwendung von (BT’):
S(z,y)
M : = —— (... M
POMR oleg) = (g () = (o) MR

Beweis:
o(t) == lLt (te0,00[): s <t = (s) < p(t) (= s+st<t+st)

s+t s t s t

s+t =t s Lt o — =y H (..) O

plstt) == T Sy Lt et ()

(©) Dicter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr



4 Kapitel 1 Finstieg und Wiederholung

Die Raume ¢,

FirneN, 1 <p<ooundz = (z1,...,2,) € K" sei
n 1/p
fell, = (S lael)
v=1
Bemerkung 1.1.3 || ||, ist eine Norm auf dem K".

Beweis: (NO), (N1), (N2): v/ Fiir den Beweis von (N3) zeigen wir zunéchst
die

HOLDER-Ungleichung

Fz'irl<p<oo,q:=p%l (also%Jré = 1) gilt:

leylly < llll, lyll, (2.9 €K") (H)

Beweis: Die Funktion log ist (streng) konkav ~ (da ihre Ableitung (:c — 1)

(streng) antiton ist): log(ab) = %log(a”)Jr%log(bq) log( aP+1 bq) fiir
a,b > 0; also

aP b
- + — 1, *
» . (*)

ab

IN

was natiirlich auch fiir @ = 0 oder b = 0 richtig ist. Fiir den Beweis der
HOLDER- Ungleichung seien nun (B [|z[|,, > 0 und [[y[|, > 0:

T z, » *) "1z, 1yle
Nyl Zl | Iyl Z(J |p+7\y |q) Y
Pzl

1], Iyl lell, 9l = = q llylg

Beweis von (N3): (E 1< p < oc:

n
Hx—&-y”i = Z\x,,—i—y,,ﬁ’ < Z‘x,,+y,,|p_1‘ml,| + Z|zu+yu|p_1|yu‘
v=1

< (Sl el + ()b,

= llz + gl (lall, + lyll,) =

lz+yll, < lzl,+ Iy, (MiNkOwsKI-Ungleichung) O

Bezeichnung Fiir 1 <p < oo heiﬁt 1 < ¢ < oo genau dann ,konjugiert zu
p, wenn g = 1, falls p = 00, ¢ = p— falls 1 < p < 00, und ¢ = o0, falls p = 1.

(Mit % := oo und é = 0: %“Fé:l)
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Bemerkung 1.1.4 (HOLDER-Ungleichung)

Firl <p< oo und q konjugiert zu p gilt:

leyly < llall, lyll, — (zy €K")

Beweis: Nach (H) bleibt Ep=1, g=o00:V O

Firz: N—K (2 =: (z(n)) = (2,)) entsprechend

o 1/p

l=ll, = (Z |x,,|p> ,falls 1 <p < oo, und
v=1

[2llo := sup|zy|.

veN
Damit fiir 1 < p < oo:

= 4,(K) = {a]a:N—K A [laf, < oo}

Bemerkung 1.1.5

Fir 1 < p < oo und q konjugiert zu p gilt:

zely Nyely = zyely Alzylly < [l llyl,

Beweis: Fiir z: N — Kund n € N sei 2 = (21,...,2,) (€ K"):
n (1. 14)
Slavwl = [y T o o] < el ol
= P q

(= Behauptung) O
Bemerkung 1.1.6 (£, | [|,) ist ein NVR.

Beweis: Fiir p = o0: v/; fiir 1 < p < oo z. B. wie Beweis zu (1.1.3) aus (1.1.5)
oder auch wie Beweis zu (1.1.5) aus (1.1.3). O

Bemerkung 1.1.7 (JENSEN-Ungleichung)

1<r<s<oo = 4 Cls Az, < |zl firzel,
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Beweis: 1. Fall: s=o00: v/ 2. Fall: B r<s<oo und 0< |z|,:

e e 1. Fall
s s T s—T T s—T T s—r s
lzlly = lzl* =D le| e 7 <zl lellss” < el el ™" = llll;
v=1 v=1

O

1.2 Topologie semimetrischer Ridume

Es sei (R,0) ein SMR.

Bemerkung 1.2.1  [§(a,b) — 6(z,y)| < d(a,z) +(by) (...)

Beweis: ooo |
Bemerkung 1.2.2  [d(a,d) — d(a,y)| < d(b,y) (...)

Fiir € €]0,00[ und a € R bezeichnen wir
U: = {z €ER:d(a,z) < e} ,Umgebung von a mit Radius €,
K: = {J; €ER:d(a,z) < a} ,Kugel um a mit Radius €,
speziell K} als , Einheitskugel* (um a) .
RDO ,offen“: <= Yoz ecO Fe>0 U;CO
0 := 0(5) := {O|R D O offen} (Jmmer* § — O(9) ... )

Satz 1.2.3
(01) 001 = JO€O (in Worten: ooo)
0y
(02) 0> 0 endlich = NO €O (in Worten: ooo)
02
(o1) pe0
(02) ReO

Beweis: (01), (O1), (02): v/ (02): mit US NUS2 = UM oo
0

Bemerkung 1.2.4 Firz € R unde>0: U €O
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Beweis: y € U; = U‘Z_é(y’w) cU; O

Definition (R, 0) ,topologischer Raum* (,TR“)
: <= R nichtleere* Menge und @ C P(R) mit (01), (02), (01, (02)
Satz (1.2.3) besagt also: Jeder SMR ist (in kanonischer Weise') ein TR.

Es sei jetzt (R,0) ein TR.

Fir OCR: 0€0 < :0 ,offen*

O die , Topologie* von (R, Q);

Fire e Rund U CR: U ,Umgebung von z“: <= 30€ 0 ze€0OCU
U, := {U|% > U Umgebung von =} (,,Umgebungssystem® von z)

Satz 1.2.5  Fir x € R gelten:

U, #0
vUeU, €U

U,2UCVCR = Vel,

(Vo)
(U1)
(U2) YU, U, €U, UNUy€eU,
(U3)
(U4)

vUelU, IVel, VyecV Ucl,

Beweis: (U0), (U1), (U3): v (U2)nach (02); (U4): ZuU existiert O € O
mit € O CU: V:=0 tut’s. O

Bemerkung 1.2.6 FirR>O:
0c0 <= VzeO 0¢cl, (in Worten: noo)

Beweis: =: nach Definition Umgebung;

<: Zuz € O existiert O, € 0 so,dassz €0, CO: O=|J 0,€0 O
z€O

Gilt zusétzlich noch
(Us) V(z,y)eM? [a#y = FUEU, IVeU, UnV =],
dann heiit (R, Q) ,HAUSDORFF—Raum* (,HdR*) oder ,To—Raum*.

* etwas kommentieren . ..
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Bemerkung 1.2.7

(R,0) SMR, R DU,z eR: UelU, <= Je>0 U;CU

Beweis: <=: nach (1.2.4)

= Ist U € U,, dann existiert ein O € O mit x € O C U,
dazu existiert € > 0 mit U C O (C U) O

Bemerkung 1.2.8

(R,8) SMR: (R,8) MR <= (%,0(5)) HdR

Beweis: ooo O

1.3 Topologische Grundbegriffe

Es sei (R,0) ein TR. (Jmmer': 0 — U =: U(0))
Definition Fir AC R, z € R:

= {zeR|AcU.} ,Inneres“ von A

r €A <> :x innerer Punkt“ von A

Bemerkung 1.3.1

a) AD A c0
b) AO = U o (/i ist die grifite offene Menge in A.)
ADO€0D

) (A=A <) ACA « A€O

) A=A

f) AUB C (AUB)
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Beweise:

a): mnach (Ul): A C A fir z € A gilt A e UT, nach (U4) existiert V € U,
mit A € U, fir alle ye V,alsoV C A daher A € U,, somit (man
vergleiche 1.2.6) A € 0.

b): C: nach a)

S: Fiir A> O € O (nach (1.2.6)): Ve e O AcUy,: OC A
¢): = nach a); <=: nach b)
d): nach a) und ¢)

b)

e): C:v > ANB>ANBe0 2 (AOB)°Z>AOQ§

f): v [R = R(mit iiblicher Topologie), 4 := Q, B := A zeigen, dass

0.S. =0 Ar.S. =% moglich ist.] O
Definition
={FIFC® A F e 0} (Immer: O+ A =: A(O))

Fir ACR: Ae€A < :A ,abgeschlossen®
= {z eER: VUeU, UnNA# (Z)} ((abgeschlossene) HHiille“ von A)
FirxceR: x€A < :x ,Berihrungspunkt’ zu A

Die Eigenschaften offener Mengen ,iibersetzen‘ sich zu:

Bemerkung 1.3.2

(A1) ADA = NFeA (in Worten: noo)
Ay
(A2) A DA endlich = UF €A (in Worten: ooo)
Ay
(A1) ReA
(A2)) e A

Die folgende Bemerkung erlaubt es, (1.3.1) zu ,iibersetzen (,,Dualitit®):
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Bemerkung 1.3.3 A= A (/i = j)

Beweis: zu zeigen: i:;(:
zelS. < JUeU, UNA=0 (alsoUC A)
e AcU, « zcr.8. O

Bemerkung 1.3.4

a) ACAcA
b) A = n F (Z ist die kleinste A umfassende abgeschlossene Menge.)
ACFeA

¢) A=4 ) ADA = AcA

d A=14
¢) AUB = AUB (...)
f) AnBc AnB

Beweis: direkt oder aus (1.3.1) mit (1.3.3) ablesen:

° 5
z.B. a): nach (1.3.1.a) A D A €0, also AC A €A, mit (1.3.3) folgt die
Behauptung. |
Das gleiche Beispiel wie zu (1.3.1.f) zeigt, dass auch hier — in f) — nicht ,,=*
gezeigt werden kann.

1.4 Filter

In AT und AII konnten viele topologische Begriffe durch Folgenkonvergenz
beschrieben werden. Dies ist entsprechend auch fiir semimetrische Raume
moglich. Fiir allgemeine topologische Raume ist Folgenkonvergenz kein ge-
eignetes Hilfsmittel. Hier ist (z.B.) der von H. CARTAN eingefiihrte Filter-
Begriff angemessen:

Es sei R eine nichtleere Menge.

Bezeichnung

P'/(R) := P(R)\ {0} (Menge der nichtleeren Teilmengen von R)
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Definition FeP(P(R) (dh ...
F ,Filter (auf R)“: <= {F3FCGCR = GeF
F,GeF = FNnGeF

. : Fo € P'(P'(R))
Fy ,Filterbasis (auf R)“ (,FB*): <
F,.GeFy = dJHeF HC FNG
Fiir H € P'(P'(R)) bezeichnen wir mit
[H] == {ACR|IHeEH HCA} (DH)
das System der Obermengen von Mengen aus H.

Bemerkung 1.4.1 Fir H € P'(P'(R))

H Filterbasis <= [H] Filter

Beweis: ©oo O

Bezeichnung Falls Fy Filterbasis und F := [Fy] (Filter):

Fo , Filterbasis von F“ F von Fy erzeugter Filter.

F,Fy Filterbasen auf fR:
F, < Fy: <— []Fl] C []FQ]

é ]Fl C []FQ}
— VF e€lF, dFelFy, F, CF
< :Fy ,grober® als Fy <= :Fy ,feiner” als [y

Die Relation < (zwischen Filterbasen auf RR) ist refleziv und transitiv.
Bemerkung 1.4.2 R, S nichtleere Mengen; f: R — &, Fo FB auf R :
f(Fy) = {f(F) :Fe ]FO} FB auf &  (,Bild von Fy unter f“).
Beweis: o©oo O

Beispiele

(Bl) 0#ACH; Fo={A} (FB)
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(B2) % unendlich; F:= {A|AC9R A A endlich} (Filter)
(B3) R =N, F dazu geméfl (B2); dann gilt:
F = {A\ACN AdneN Vm>n meA}
(B4) 6 #0, a: N— &, F gemifl (B3)
F(a) == [a(F)] = {B|BCS A 3IneN VYm>n a(m)e€ B}
( ,FRECHET-Filter (der Folge o))
(B5) (R,0) TR (0 +— U); fiir z € R ist U, ein Filter ((U0) — (U3)) mit

0, := {0c0:2€0} alsFB.

Ist (R,0) TR, dann heiBt jede Filterbasis von U, eine ,Umgebungsbasis
(auch: ,lokale Basis‘) (z € R).

Z.B. bilden in einem SMR (%R, ) fiir z € R
{U§:6>0}, {K;:E>0} und {Uj :nGN}
Umgebungsbasen.
B C O heiflt , Basis (von Q) : <= YO €0 3IB,CB O = |JB
By

& YOcOYzec0IBEB 2€BCO

S ¢ O ,,Subbasis (von Q)¢ : <= {ﬂ S:8SO8; endlich} Basis (von O)
S1

({la,b[: a,b € Q A a < b} bildet eine (abzéhlbare!) Basis der (iiblichen) Topologie
auf ]R.>

1.5 Stetigkeit und Konvergenz
Fiir einen TR (R, 0), a€ R und a: N — R definiert man in naturgeméifler
Verallgemeinerung der Uberlegungen aus AI, AII:

an)—a (n — 0):<= VYU eU,IneNVm>n a(m)eU

§

lassen wir meist wieder weg!
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Mit dem oben eingefiihrten FRECHET-Filter zu « bedeutet dies gerade:
a(n) — a < U, C F(a)
Dies fiihrt zur verallgemeinernden
Definition Fir eine FB Fy auf R
Fop—a:<— U, < Fyg < VU€cU,dFeFy, FCU
(~ iibliche Sprechweisen: a ,Grenzwert®, ,Fo konvergiert gegen a“ usw.)

Achtung: Ein Grenzwert ist nicht notwendig eindeutig.

Bemerkung 1.5.1 Fir ACR:

ac€A < 3IF, FB [Foﬁa/\VFGIFO FCA}
Beweis:

= VUe€U, UNA#0D:
Fo :=U,NA:= {UﬂA:UEUa} ist eine FB mit [}

«—:1r.S. = VUeU, IFelF, FcCU, also
r.S. = VU €U, IFeFy ANUDFNU=F#0 O

In A II zeigt man in der Regel (im wesentlichen):

Bemerkung 1.5.2  Ist (R,0) SMR, dann gilt:

a € A < FEs existieren 1, € A (k € N) mit x, — a

Es seien nun

(R.,0,) topologische Réume (0, — U”,A,,...) (v =1,2,3),
f:iRl —>£R2,a€9%1

Definition
[ in a stetig*: < YU e U}, 3V eU, f(V)CU

v v _
& Ui, < f(U,) <= VU eUy, f'(U)eU;

Bemerkung 1.5.3
Sind Bl baw. IB%?(@ Umgebungsbasen von UL bzw. U?(aw dann gilt:
fin a stetig <= ch(a) < f(B)
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Beweis: ooo O

Folgerung 1.5.4  Fualls (R,,0,) SMRe (v=1,2): f ina stetig <

Ve>036>0Vz € Ry di(z,a) <d = 6(f(2), fla)) <e

Bemerkung 1.5.5  Vor.: f in a stetig, g: o — Rs3 in f(a) stetig
Beh.: go f(: R — R3) in a stetig

Bemerkung 1.5.6  Vor.. AC Ry, pe€ A, f inp stetig

Beh.: f(p) € f(A)

Beweis: ZuU € U?p(p) existiert V € [Uzl, mit f(V)CU; VNA#D, dapc A,

also: 0 # f(VNA) C f(V)N f(A) cUN f(A), somit f(p) € f(A) O
Bemerkung 1.5.7
[ in a stetig <= [Fo FB aufRy AN Fg —a = f(Fg) — f(a)]

Beweis: =>: Fy—a = U}; <Fy = U?(a) < f(U}l) < f(Fo)

«—: Ul —a = f(U)) — fla) = U%(a) < f(UY) O
Bemerkung 1.5.8* Fulls (R1,61) SMR:

[ ina stetig <= Y (z,) € R 1z, — a = f(zn) — f(a).

Beweis: ooo d

Definition Fir A C Ry :

f .in A stetig: <= Ya € A f in a stetig
[ ,stetig”: <= f in Ry stetig

Bemerkung 1.5.9 Mit einer Subbasis So von Qg sind dquivalent:
a) f stetig

b) VOeO, [f71(0)e 0

c) YO€Sy fH0O)e 0

d) YAeAy f~YHA) e

e) ACR = f(4)C f(4)

* Fiir (1.5.8) geniigt die schwiichere Eigenschaft (B1), auf die wir hier nicht eingehen.
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Beweis:

a) = e): nach (1.5.6)

e) =>d): Zu A€ Ay sei F:= f71(A), dann f(F) C A, nach e):
f(F)Cc f(F)CAC A;somit FC fH(A)=F

d)=b): vV
b) = ¢): trivial
¢)=b): ooo

b)=a): z€R:ZuU € U,Qf(af) existiert O € Qg mit f(z) € O C U, dann
z € f71(0) € Oy, also f~1(0) € UL (mit f(f~'(0)) c O CU).
O

Anmerkung Das Bild einer offenen (bzw. abgeschlossenen) Menge unter
einer stetigen Abbildung mufl nicht offen (...) sein:

) @) =2 @eR) s FI-11]) = 0,1
2)  f:]0,00[— R durch: f(z) := % (x€]0,00[) :  f([1,00[) =1]0,1]

Vergleich von Topologien

Es seien (R, 01) und (R, O2) topologische Riume (0, — 1)

Oy feinerals Qg : <= Q9 ,gréober” als O : <= Oy C Oy
Bemerkung 1.5.10  Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Oy feiner als Oy

b) VzeR UL feiner als U2

o(1) o(2)
¢c) YAePMR) A DA

4 vAepm) AV ca®
e) id: (R,01) — (R,05) stetig
Beweis: a)==Db): v/, b)=c): v, c¢)=d): nach (1.3.3),

d) = e): nach (1.5.9), e)=a): v O
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Weitere Uberlegungen topologischer Art stellen wir zuriick und erggénzen sie
bei Bedarf. Wir beginnen stattdessen mit ersten Aussagen iiber die zentralen
Objekte dieser Vorlesung:

(© Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr

Kapitel 2

Normierte Vektorraume
und lineare Abbildungen

2.1 Definition und Grundeigenschaften

2.2 Lineare Abbildungen (,Operatoren‘)

2.3 ,Der* Satz von HAHN-BANACH

2.4 Bidualraum, Reflexivitét, Vervollstandigung

2.1 Definition und Grundeigenschaften
Zur Erinnerung (man vergleiche Seite 1): Es sei ,immer‘ K € {R,C}.

Bemerkung 2.1.1

Vor.: Es sei (X,|| ||) ein HNVR iber K.

Beh: a) [llell = Igll] < o %yl < llall + Iyl
b) o(zy) = lle—yll (..) = (X,0) SMR
¢) (X,0()) HdR <= & Metrik <= | || Norm

d) Die Vektorraum-Abbildungen
a: X x X3 (x,y—az+yeX und
s: Kx X 3 (a,x) — ax € X sind stetig.

e) || ||: X — [0,00[ ist gleichmdfig stetig.
Tmmert || || — & — 0(3) = O(| )
X x X, K x X mit Produkttopologie (Produkttopologie aus ATV bekannt!?)

Beweis: a), b): (1.1.1) und (1.1.2)



18 Kapitel 2 Normierte Vektorriume und lineare Abbildungen
o) (X,0(8)) HAR “22 § Metrik <% || || Norm
d: [z +y) = (a+d)| = [(z=a)+ =0l < [lz—al+Ily— 0ol

Az —aa] = [[(A =)z +alz—a)l| < |A-allz]+]af [z —al

< X =cal(llall + |z = all) + |a] [lz — af
e): nach a) O

Es seien X = (X,a,s) ein K-VRund 4,BC X, ACK,aeK,z e X:

A+B :={a+b:acAbec B}
A+x = A+ {x}

r+A = {z}+ A
AB == {Ab:AeAbe B)
aB := {a}B

A Teilraum*® (,Unterraum®): <= A#0, A+ ACA KACA
(A ist dann mit den ,induzierten‘ Abbildungen a / und s / wieder ein K-VR.)

Bemerkung 2.1.2
Vor.: (X,a,s,|| ||) HNVR, M Teilraum von X
Beh.: a) (]W,a/ 15/ o H/) ist ein HNVR.

5) Ol ll;) = Ol ),

(Die induzierte Halbnorm liefert gerade die Spurtopologie.)

¢) M ist ein Teilraum von X .
Jmmer* wird M mit aj, sy und || H/ betrachtet.
Beweis: a): v/ b): v

— — a stetig ———M —
) M+M=a(MxM)=a(MxM) C afMxM)CM;

— . sstetig ——— —
s(Kx M) C s(KxM)cM
|

~
=
Il
)
—
~
X
~
—
Il
)
—
A~
X
=
N
Il

Bemerkung 2.1.3

Vor.: X =(...) sei ein HNVR fiber K.
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Beh.: o) Fir a€ X ist T,: X dx+——x+a€ X topologisch*.
B) Fir KoX#0 ist Myx: X 5 x+— Az € X topologisch.

Beweis: a): T, bijektiv mit (T,)~! = T_,; T} stetig fiir b€ X: v/
B): My bijektiv mit (My)™' = My-1; M, stetig fir p e K: v O

Definition

X=X |):=(X,a,5,] [I) ,(K)-BANACHRaum* (,BR* oder
2(B)-Raum*) : <= (X, a,s,|| ||) NVR dber K und (X, | ||) vollstindig

Bemerkung 2.1.4 Auf jedem K-VR lifit sich eine Norm definieren.

(Beweis als Ubungsaufgabe)

2.2 Lineare Abbildungen (,Operatoren‘)

Meist interessieren nicht die Normierten Vektorrdume fiir sich allein, sondern die
,passenden‘ verbindenden Abbildungen zwischen solchen Réumen:

Es seien (Ej, || ||l;) NVRe iiber K fiir j =1,2,3.

Bemerkung 2.2.1

Fiir eine lineare Abbildung T: E1 — Es sind dquivalent:

a) T ist ,beschrinkt® (d, h.: Ja € [0,00] Yz € By ||Tx, < anH1>,
b) T ist gleichmdfig stetig.

¢) Es existiert ein a € Ey, in dem T stetig ist.

d) T ist stetig in 0.

Beweis: b) = c¢): trivial

a) = b): [Tz =Tyl, = [T -ylly < alz—yl, (..)

* Eine Abbildung eines TR in einen TR heifit genau dann topologisch, wenn sie bijektiv
und stetig ist und auch ihre Umkehrabbildung stetig ist
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c) = d): Mit (2.1.3.a) aus ||Tx —T0||, = |T(x+ a) — Tal,

d) = a): (Zue = 1) existiert ein § >0 mit ||Tz||, <1, falls [|z||; <.

Fir By > y # 0 und z := ﬁy ist ||z, = 9, also
i 1Tylly = [ T2lly < 1, folglich [Tyl < jllyl, firy e B .
g

Definition

T: Ey — Ey (NVR-) ,Isomorphismus®: <

T algebraischer Isomorphismus (T bijektiv, linear) und T, T~ stetig
T: Ey — Ey ,Norm-Isomorphismus® : <=

T algebraischer Isomorphismus und ||Tx|, = ||z||, fir alle x € Ey

FE4y und Es heiffen genau dann ,isomorph® bzw. ,norm-isomorph®, wenn ein
Isomorphismus bzw. Norm-Isomorphismus T: E1 — Fy ezistiert.

Jeder Norm-Isomorphismus ist offenbar ein (NVR-) Isomorphismus.

Eine lineare Abbildung T': Fy — Es, die normerhaltend ist
(ITz|ly, = ||z, fir alle z € E,), ist eine Isometrie, d.h.

Yu,v € By §3(Tu, Tv) = 61 (u,v) .
Beweis:

2(Tu, Tv) = |[Tu—Tolly, = [T(w=v)ly = llu—vly, = 01(u,v) 0
Folgerung 2.2.2  (zur Bemerkung (2.2.1))

Vor.: T:FE, — FE5 linear

Beh.: T ist genau dann ein (NVR-)Isomorphismus, wenn T surjektiv ist
und 0 <m < M < oo so existieren, dass

mllzll; <|[|Tzll, < M|z,
fiir alle ©x € Ey gilt.
Beweis: (o) Die Abschitzung impliziert, dass T injektiv ist: T linear und:
Tz=0 = |Tz||, =0 = |z||;, =0 = =0

(8) Nach (2.2.1) gilt:
T stetig <= 30< M < oo Va € By ||Tz|, < M|z,
(v) Fiir T bijektiv (nach (2.2.1)):
T~ stetig <= I30<m< oo Vy€ Ey HT*Iy”1 < Lyll,
<= 3J0<m<ooVaeE mlzl, <||Tz||, O
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Folgerung 2.2.3  Fir E:= FE, = Ey hat man:

a) O 1) 20( ll,) <= Faclo,00[ Vzek |z, <alz|,
b) @(H ||1) = @(” Hz)

<= F30<m<M<oo Vo e E mlzl; < |z, < Mz,
| ||y und || ||y sind ,dquivalent®.

Beweis: b): nach a)

(

a): 08 "E s (B, 1) — (B |I,) stetig 22 rs. O

Fiir eine lineare Abbildung T': Fy — E5 betrachten wir — mit co-0:=0
— die ,, Abbildungsnorm* oder ,, Operatornorm* von T':

Definition [T := inf{a € [0,00] :Va € Ey |Tz[, < allz|,}
Mit sup @ :=0 gilt:

Bemerkung 2.2.4

7| min {a € [0,00] : Vz € By |Tz|, < allz|;}

- on{c o)

= sup{|Tz|,:z € E1 A |z|l; < 1}

= sup{HTQUH2 cxe By A zfl, = 1}

1}

= sup{|[Tally:a € B A Jall,

A

Beweis: 1. Gleichung: & ||T]| < c0: Firz € F; undn €N
1 .
ITzlly < (N1 + 2 )ll2ll;;
daxaus (z fost): ITall, < 17l

Fiir a € [0, 00]:
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Vo€ By ITell, < alll,
T
vrem\{oy 12l
lzlly
17|,

— 5 = sup{ :E13x7ﬁ0}§a;

s
somit Sy = ||T|.
Die anderen Suprema seien (von oben nach unten) mit Sp,S3 und S; be-

v a) B)
zeichnet. Wir zeigen S3 < S5 < 57 < S3, also S; = Sy = S3:

1Tl

<5
Izl

a): Fir0< |z, <1: [Tz, <

IN

8): Fiw Bysar0: 12z _ HT(—Z>H2 Ss

1
B4 s

Sy < So: v S5 < Sy:Ist € By mit ||z]|; = 1, dann ist |jaz|; = a <1
fir 0 < a < 1,also a|Tz|, = [|T(az)|l, < Si, daher aS3 < Sy (=
Behauptung) O
Bezeichnung

L(E1,Ey) = {A|A: E, — E» (]Kf)linear}
Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ist £(E;, Es) ein K-VR.

L(Ey, By) = {A € L(By, B): Astetig) "2 {A e (B, By : ||A] < oo}

Beispiel

Ey o

CH0,1] (= {f]| f:[0,1] — R stetig differenzierbar})
Ey := C%®0,1] (:={f|f:[0,1] — R stetig});

beide versehen mit || ||, .
Fir f € By sei Df := f', dann ist D: By — E5 linear (v') mit ||D| = oo :
b
ooo <
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Satz 2.2.5

a)
b) Ist (Es,|| |l,) ein BR, soist auch (L(Ey, Es),|| ||) ein BR.

(L(E1, E2),|| ||) ist ein NVR.

Wir betrachten stets’ L(E1, E2) mit der Operatornorm.

Beweis:

a):

Es seien S,T € L(Ey, F2) und a € K: Fiir z € E; gilt dann:

l(@S +T)ally = Sz +Tel, < |of |Sall, + [Tz,

(2.2.4)
< (el IST+171) 1y,

also laS+T| < o [SI+1T1;

speziell IS+TI < IS+ 1T

und eS| < lal IS (%)

) ® 1

Fiir a # 0: IS = |la™ (aS)|| < HHQSH?
daher laS| = loflIS] -

IT|| =0 = VzeE |Tz|], =0 = VoeeE Te=0,dhT =0

: Ist (A,) eine CAucHY-Folge (CF) in L(Ey, Ey), dann ist fiir jedes = € E;

die Folge (A,z) eine CF in E> (da [|[Anz — Amzlly < [|An — An| llzl,)

mit eindeutigem Grenzwert y, € Es. Wir setzen Az =y, . Firz,y € £
und « € K hat man

Alax+y) — Ap(azr +y) = adpz + Ay — a Az + Ay,

also A € L(E1, Es).
Zu € > 0 existiert ein N € N mit [|A,, — A, || < e fiir n,m > N; es seien
n > N fest und m > n beliebig; fiir x € Ey mit ||z]|, <1 gilt dann:

[Anz — Az|l, < [Anz — Az, + [|[Amz — Az,
< An = Al + [[Amz — Az,
S €+ HAml' - A‘T”Q
m — oo zeigt: [|[Apz — Az|, <€, also |4, — A|| < &5 aus
A, — A € L(F4, E5) folgt aber insbesondere auch A € L(FEy, E»). O
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Bezeichnung Ist (E,| ||) ein NVR iiber K, dann seien

E* = L(E,K) der ,algebraische Dualraum® zu E und
E' := L(E,K) der (topologische oder stetige') ,Dualraum® zu E .

Elemente aus E* heiflen ,lineare Funktionale* oder ,Linearformen® (auf E),

«

Elemente aus E’ ,stetige lineare Funktionale“ oder ,stetige Linearformen®
(auf E).

Folgerung 2.2.6 (E,| ||) NVR = E’' BR

Bemerkung 2.2.7
Vor.: T € L(EhEQ) A S (S L(EQ,E:;)
Beh.: SoT =: ST € L(Ey,E3) und ||ST| <||S|| [IT||

Beweis: Fir x € Ey: ||STa|z < [IS[|[|T=[l, < [SI 1T {l,, also
ST < ISIITIl (und somit ST € L(Ey, Es)) 0

Beispiel

By=R (mit (2B ] ) (=123
Se—(§8), T+e—(§9);dann ST = 0und (coo)
[SI =1 =T, also [|ST| = 0 < 1= [S| |

Definition

A= (A ) = (A a5 mel| ||) ,Normierte K-Algebra mit Eins“: <>
(Aya,s, | |I) NVR dber K und m: A x A3 (a,b) — ab € A assoziativ,
e€c Amit ex=xze=uz, (x+y)z=xz+yz, z(r+y) =zx+ 2y,

a(zy) = (az)y = x(ay), [lzyl < ll] lyll (..)~

Definition

A= (A, a,s, m,e, || ||) ,BANACH-Algebra“ (iber K, mit Eins e), kurz auch
»(B)-Algebra®,
: <= A Normierte K-Algebra mit Eins e und (A4, | ||) vollstindig

mrn nicht |lel| = 1!
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Satz 2.2.8

Vor.: (E,a,s,| |I) NVR iber K
Beh.: a) (L(E,E),a,s,0,idg, || ||) ist eine Normierte K-Algebra mit Eins
b) E BR = (L(E,E),a,s,0,idg,|| |) ist eine (B)-Algebra.

Beweis: a): mit (2.2.5.a) und (2.2.7) b): mit a) und (2.2.5.b) O

Bemerkung 2.2.9

Ist A= (A,a,s,m,e,| ||) eine normierte K-Algebra (mit Eins), dann ist
m: Ax A— A stetig.

Beweis:
lzy —cd|| = [Ja(y —d) + (z = e)d|| < ||z]llly —dl| + |z — e| |ld] — 0
fire — cund y — d O

Drei Abschnitte mit Routine-Uberlegungen, die man schon hier behandeln
koénnte — Rethen in Normierten Vektorraumen, Endlichdimensionale Nor-
mierte Vektorrdume und Quotienten- und Produktrdume — stelle ich etwas
zuriick, damit wir schneller zu spannenderen Themen kommen:

2.3 ,Der* Satz von Hahn-Banach

Eines der bemerkenswertesten und bedeutendsten Resultate der FA — sowohl vom
theoretischen als auch vom angewandten Standpunkt aus — ist ,der’ Satz von
HAHN-BANACH. Er sichert unter anderem die Existenz hinreichend vieler Elemente
von E’ fiir (zum Beispiel) einen NVR E und erméglicht damit eine ,verniinftige
Dualitétstheorie.
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Satz 2.3.1 (HAHN-BANACH)

Vor.: E VR diber R, M Teilraum von E
p: E— Rmit* ple+y) <pla)+ply) (v,y€E)
plaz) = ap(zx) (0<aeR,z€E)
f: M — R linear mit fz <p(z) (z€ M)

Beh.: Es ezistiert eine Fortsetzung F € E* von f mit

—p(—z) < Fz < p(z) fir x€ E.

Beweis: Wir betrachten das folgende System von Fortsetzungen von f:

M C D Teilraum von F,

= D,h):
3 {( ) h: D — R linear,

h/M =f, hz < p(z) (zED)}

Fiir zwei Paare (D1, h1) und (D2, hy) aus 3 sei:

(D1,h1) < (D2, hg): <= D1 C Dy A h2/D1 =M

1. (3,<) ist eine halbgeordnete Menge.
2 (M, f)e3

3. Ist £ eine nichtleere Kette in (3,<),soist K := |J D ein M umfassen-
(D,h)eR

der Teilraum von F; durch kz := hz, falls (D, h) € & mit z € D (Recht-

fertigung: ooo), ist eine lineare Abbildung k: K — R mit k/M =f

und kz < p(z) fiir 2 € K definiert, also (K, k) € 3. Offenbar ist (K, k)
eine obere Schranke zu K. Nach dem Lemma von ZORN existiert ein ma-
zimales Element (Ey, F) von (3, <). Fiir x € Ey ist F(—z) < p(—z), also
—p(—z) < —F(—z) = Fu.

Daher ist nur noch zu zeigen: E = FEj:

Annahme: Es existiert ein y € F \ Fo; dann ist H := {z +ay : z €
Ep,a € R} ein Teilraum von E mit Ey C H. Mit festem v € R sei:
glx+ay) := Fx+ay (fir x € Ey,a € R) (g ist wohldefiniert: ooo);
dann ist offenbar g: H — R linear mit 9/, = F. Noch zu zeigen:

v € R kann so gewdhlt werden, daff gz < p(z) () fir z € H gilt.

Dann hat man einen Widerspruch zur Maximalitit von (Ey, F).

(¥) <= Vz e EyVaeR Fz+ay < px+ay)

* 1. Eigenschaft: ,subadditiv¥, 2. Eigenschaft: ,positiv homogen“
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a=0: v
a>0: Bedingung <= Vzec Ey v < p(§+y)—F(%)
a < 0: Bedingung <= Vzc Ey F(Z)-v<p(=% —vy)
= VzeE F(-%)-pl-5-y)<v

Fiir u,v € Ey gilt aber Fu+ Fv = F(u+v) < plu+v) < plu—y)+
p(v +y), also

Fu—pu—y) < —Fo+plv+y);
daher a :=sup{l. S.:ue Ey} <b:=inf{r. S.:ve Ep}.

Fiir ein a < < b gilt dann (x). d

Neben der transfiniten‘ SchluBBweise ist der entscheidende Schritt die Fortsetzung
um eine Dimension gewesen.

Satz 2.3.2 (HAHN-BANACH-BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUHOMLINOV)*

Vor.: K € {R,C}, E VR iiber K, M Teilraum von E, p Halbnorm auf E,
f: M — K lnear mit |fz| < p(z) firze M

Beh.: Es ezistiert eine Fortsetzung F € E* von f mit |Fz| < p(z) fir
alle v € E.

Beweis:

1. Fall K =TR: nach (2.3.1) unter Beachtung von
—Fz = F(—z) < p(—x) = p(z) firzeE.

2. Fall K = C: Ist E ein C-VR, dann ist F (mit eingeschrinkter
Skalar-Multiplikation) insbesondere auch ein R-VR (und M ein R-
Unterraum davon, p (R-)Halbnorm auf E). Wir betrachten gz :=
Re(fz) fiir z € M; dann gelten
(i) g: M — R ist R-linear.

(i) fz = gz—ig(iz) (z €M) (ooo),

(iif) lgz| = [Re(f2)| < |f2] < p(2) (2 € M).

Nach dem 1. Fall existiert eine R-lineare Abbildung G: E — R, die
Fortsetzung von g ist mit |G| < p(z) fir € E. Wir betrachten
Fz:= Gz —iG(ixz) fir v € E. Nach (ii) gilt F/M = f.

F: EF — C ist C-linear:

(Es geniigt offenbar der Nachweis von F(iz) =i F(z) fir z € E .) (DDD)
Zu x € F existiert ein @ € C mit |a| = 1 so, daBl aFz = |Fx|; damit
|Fa| = F(az) £ G(ax) < plaz) = p(z). O

* K = R: HAHN-BANACH, K = C: BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUHOMLINOV
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Folgerung 2.3.3

Vor.: (E,| ||) NVR dber K, M Teilraum von E, f € M’

Beh.: Es eaistiert eine Fortsetzung F € E' von f mit ||F|| = || f].

Beweis: In (2.3.2) setzen wir fiir x € E: p(z) := || f|| ||z]|: |Fz| < p(z) zeigt
IF| < |If]l. (Da F Fortsetzung von f ist, gilt trivialerweise:) ||F|| > || f|| O

Folgerung 2.3.4

Vor.: (E,| ||) NVR dber K, zo € E, M Teilraum von E, d := d(z¢, M) > 0

Beh.: Es existiert ein g € E' mit |lg|| = 1, 9/ = 0 und g(xo) = d.

Anmerkung: Ist (unter den Voraussetzungen zu (2.3.4)) g € E' mit ||g|| = 1 und
9/ = 0, dann gilt
lg(zo)l < d;
denn fiir y € M
l9(zo)] = lg(zo —9)| < |lzo —yll.

Beweis zu (2.3.4): Wir betrachten den Teilraum von E:
H = {ercm;o :xGM,aeK}

Fir x € M und o € K sei f(xz+ axg) := ad: Dann ist f: H — K linear
(v') mit f/M =0, f(zy) =d und

(£l = sup & rrxeM,ae Kmitz+azg#0
|z + axoll
= { d € M} 1
= Ssu _— =
PUT=y+woll ¥
Mit (2.3.3) hat man dann die Behauptung. O

Folgerung 2.3.5

Vor.: E K-VR; xg € E

Beh.:a) Ist p eine Halbnorm auf E, so existiert ein F € E* mit
Fxo =p(xg) und |Fz| < p(z) fir ale x € E.

b) E#A{0}, || || Norm auf E = 3F € E' mit Fxg = ||zo| A ||F|| =1

* d(xo, M) > 0 bedeutet bekannterweise gerade: xo ¢ M

(© Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr

2.8  ,Der‘ Satz von Hahn-Banach 29

Beweis:

a): In (2.3.2) setzen wir: M := (zo) (= {azo: @ € K}) und f(azo) :=
ap(zy) ooo

b): @) mo#0: In(234): M:={0} (oderina) p:=| )
B) xo=0: Wihle zp € E\ {0} und dazu F gemif ). O

Folgerung 2.3.6

Vor.: (E,|| ||) NVR dber K;n €N

E 3 zq,...,x, linear unabhdngig; oq,...,0, € K

Beh.: Es existiert ein g € E' mit g(v,) =« fir v=1,...,n.

Beweis: In (2.3.3): Zu M := (x1,...,x,) existiert eindeutig ein f € M*
mit f(z,) =, fir v=1,...,n.;nach (4.3.3)*: fe M O
Anwendungsbeispiel: (Verallgemeinerter Grenzwert, BANACH-Limes)
E:=/(x(R) (mit| [)
Es existiert eine lineare Abbildung LIM: E — R derart, daf}

liminf z,, < LIMz < limsup z,,

fir alle x = (z,) € E gilt. Insbesondere folgt also limz, = LIMz, falls
() konvergent ist.

Beweis: p(z) :=limsupz, (fir z = (z,) € E): p ist subadditiv und positiv
homogen. M := {0}, f := 0. Nach (2.3.1) existiert g € E* mit gz < p(z) fiir
z € E. Dann ist fir © = (z,) € E auch

—gz = g(—z) < limsup(—z,) = —liminfz,, also liminfz, < gz.

O

Noch erreichbar: Fiir (z,) € E gilt LIM((zn)) = LIM((Zn+1))
(siehe z. B. BERBERIAN)

* Das zeigen wir noch.
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2.4 Bidualraum, Reflexivitit, Vervollstindigung

Essei (E,| ||) ein NVR iiber K.

Nach (2.2.6) sind £’ und E” := (E')" K-BRe; E” wird als , Bidualraum*
bezeichnet.

Bezeichnung Fiir x € E sei

xz: E'>2 — 'z e K.

Zunichst ist sex: B — K linear. |(scz)2’| = |2'z| < ||2|| ||z]| zeigt ||scz|| <
[lz|]. Mit (2.3.5.b) dann ||sz| = ||z||. Damit (v'):

Bemerkung 2.4.1

»x: E — E” ist linear mit ||>cz|| = ||z| firxz € E.

Somit ist : E — »(E) ein Norm-Isomorphismus.

Bezeichnung s heit ,kanonische Einbettung“ (von E in E").

Jeder MR — insbesondere also jeder NVR — 148t sich ,vervollstdandigen‘. Fiir einen
NVR méchte man natiirlich auf der ,Vervollstandigung’ auch wieder eine Vektor-
raumstruktur und eine Norm derart haben, dafl die Vervollstindigung NVR —
also BR — wird (und die Norm die gegebene Metrik liefert). Dies 148t sich —
ausgehend von der allgemeinen Vervollstindigung (eines MRs) — kanonisch ohne
Schwierigkeiten machen. Ganz einfach — aber unter Benutzung des (nichttrivialen)
,Geschiitzes’ , HAHN-BANACH® — geht das wie folgt:

Bemerkung 2.4.2

» FE ist ein BR. (eine Vervollstindigung von E) (Abschlu8 in E"')

Beweis: Nach (2.1.2.c) ist »E ein UR von E”; dieser ist vollstindig, da ja
der Raum E” (als Dualraum) vollstindig ist. O

Bezeichnung E ,refleviv. < »E = E"”
Anmerkung: Die Existenz eines (beliebigen) Norm-Isomorphismus 7: E — E”
ist nicht hinreichend fiir die Reflexivitidt von E: R.C. JAMES; z. B. in DAY p 72

Bemerkung 2.4.3  Ist E endlichdimensional, dann ist E reflexiv.

Beweis: Ist dim E =: n € Ny, dann gilt nach den noch ausstehenden Uber-
legungen zu endlichdimensionalen Riumen E’ = E*, also (Lineare Algebra)
dim E’ = n; somit gilt auch dim E” = n (und dim »E = n): Zusammen hat
man: xE = FE". O
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Kapitel 3

Hilbertraume

HiLBERTraume sind BANACHrdume mit einer besonders reichhaltigen Struktur. IThre
Norm ist durch ein Skalarprodukt gegeben und besitzt so weitaus mehr Eigenschaf-
ten als allgemeine Normen. Es lassen sich Winkel, speziell Orthogonalitét, definie-
ren. HILBERTrdume spielen eine zentrale Rolle in der mathematischen Beschreibung
der Quantenmechanik. Typische Beispiele sind der HILBERTsche Folgenraum und
viele Funktionenrdume.

3.1 Definition und Grundeigenschaften
3.2 Approximation und Orthogonalitét
3.3 Orthonormalbasen

3.1 Definition und Grundeigenschaften

Es seien K € {R,C} und H ein K-VR.

Bezeichnung

(, ) HxH — K heiit ,,Semiskalarprodukt® (auf H)

w
( v ) (2.1 genau dann, wenn (fﬁr alle x,y,z € H :)
‘/1:7 y — '/I:7 y

(-,2) lirﬂ (also (az +y,2) = afz,z) + (y,2) (...)

(r,y) = (y,z) und
(z,z) € [0,00[ gelten.

Ein Semiskalarprodukt ( , ) heiit ,Skalarprodukt® genau dann, wenn statt
der letzten Eigenschaft sogar (x,z) € 10, 00| fiir = # 0 gilt.

Im folgenden sei ( , ) ein Semiskalarprodukt auf H.

Trivialitit 3.1.0 (z,ax +y) = @(z,z) + (z,y) (...)
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Bezeichnung H > z,y .orthogonal“: <= xLly: <= (z,y) =0,
Iz]l = (z,2)"* (z€ H),
fiir eine nichtleere Menge [ und z; € H fir i € I:

(x3); sorthonormal® (,Orthonormalsystem®, ,ONS“)
< <Ii,$j> = 6i,j (Z,] (S I)

Bemerkung 3.1.1

3.1 Definition und Grundeigenschaften 33

Vor.: I nichtleere Menge;
(z;); ONS; ye H; I D J endlich, a; € K (i € J)

2 2
Ben: ) [y~ Sowm| = Iyl? — Sl al? + Slai — ()]
b) (£.S. (strikt) minimal <= o; = (y,x;) (i€ J)

2
o |lp-Swae| = Il - Sl
J J

| 2

) || Do = ok
J J

Bemerkung 3.1.3

Fiirx,y e H:

a) ‘(at, y)| < |lz|l llvll (ScHwARz-Ungleichung)

b) || ||: H—1[0,00[ ist eine Halbnorm.

b’) || || ist genau dann eine Norm, wenn ( , ) ein Skalarprodukt ist.

) lle+yl® + lle—yll* = 2(l=l* + llyll*)
(,,Parallelogrammgleichung®)

d) 4-(zy) = llz+y|? - [lo—yl? fallsK=R
4-(z,y) = 23:071"\\.1' + i"y||?, fallsK=C

(s, Polarisierungsformeln*)

Beweis: a) = b), ¢), d)

_ v
a) LS. =|y|* - ;ai (zi,y) — ;aﬂywﬁ + ;\%P =S O

Folgerung 3.1.2

Vor.: I nichtleere Menge; (x;); ONS; y € H
Beh.: a) > [{y,z:)|? < |lyl> (BESSEL-Ungleichung)
T

b) {i€l:(yz)+#0} istabzihlbar.

Dabei ist > a; = Sup{Zozi :IDJ endlich} fiir a; € [0, 00[ gesetzt.
1 7

Beweis: a): nach (3.1.1.c)
b): nach a) ist fiir jedes n € N ist die Menge {z el |{y,z;)| > %} endlich
(:> Behauptung) d
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Beweis:

a): Falls ||z|| = ||yl =0: Mit a:= (z,y):
0 < fle—ay|* = fz|* —alz.y) —aly,2) +]a*y]* = —2/z,y)]”
Sonst: (E ||z|| > 0;in (3.1.2 a) [ := {1} und z; := mz betrachten
b): || >0 und [jaz| = |a||z| fir a € K: v
le+ol? = @+ya+y) < lall? + 20y + Iyl 2 (1l + ly1)®
b): v
¢): 0oo

d): Ubungsaufgabe!

Ist (X,||'|I) ein komplexer NVR, der die Parallelogrammgleichung erfillt,
so wird durch die (zweite) Polarisierungsformel ein Skalarprodukt ( , ) defi-
niert, dessen induzierte Norm gerade || || ist.) Ubungsaufgabe!

Bemerkung 3.1.4 (, ) : Hx H— K ist stetig.

Beweis: Aus (3.1.3 a) oder aus (3.1.3 d) (mit der Stetigkeit von | ||)
ablesen. 0
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Bildchen!
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Bezeichnung

(H,(,)) ,Pri-HILBERTraum*“: <= H K-VR und (, ) Skalarprodukt auf H
(H,(,)) ,HILBERTraum* (,(H )-Raum®, ,HR*) : <=

(H,(, )) Pra-HiLBERTraum und (H, ( , }) vollsténdig (also BR).*

Beispiele

(Bl) nEN fir v = (I17-~~axn)7 Y= (ylv"wyn) e K®

n
<x,y> = quyj
v=1

Speziell fir K = R und n = 3 also das ,iibliche’ Skalarprodukt im R3.
(B2) —o0 <a<b< oo fiir f,g e C¥a,b]:

b

(f.9) = / f(2) (@) da

a

(B3) Fiir z,y € {5 : (x,y) = Z:cny_n

n=1

In (B1), (B3) hat man HRe; (B2) ist ein Beispiel fiir einen Pr&-HR, der
nicht HR ist. Wiirde man in (B2) statt C¥[a, b] die Menge der (K-wertigen)
RIEMANN-integrierbaren Funktionen zugrundelegen, so erhielte man ein Se-
miskalarprodukt, das nicht Skalarprodukt ist.

Vervollstindigung

Ein Pra-HILBERTraum (H,( , )) l&Bt sich (z.B. nach (2.4.2)) als K-NVR
vervollstédndigen; die Vervollstindigung ist dann in natiirlicher Weise ({ , )
stetig fortsetzen!) HILBERTraum.

3.2 Approximation und Orthogonalitit

Bezeichnung Unter der Voraussetzung

(E,| |) K-NVR, 0£UCE, f€E

*d.h. (H,|| ||) ist vollstéindig (mit der zu ( , ) gebildeten Norm || ||) .
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heifit ein g € U mit
If =gl = d(f,U)

,Proximum®,  Minimallosung“ oder ,Flement bester Approximation*
zu f beziiglich U.

Die allgemeine Fragestellung wird in der Approximationstheorie untersucht; im HR-
Fall erhilt man recht einfach dazu den

Satz 3.2.1

Vor.: (H,( , )) HR; H D F abgeschlossen, konvex, # ()

Beh.:¥Yz e H 3y, € F |z —y.| = d(z,F)

Anmerkung Die beiden nachfolgenden Bildchen verdeutlichen, dass die
Forderungen der Abgeschlossenheit und Konvexitit an F' nicht ersatzlos ge-
strichen werden konnen. Links ist die Menge F' konvex, aber nicht abge-
schlossen, rechts abgeschlossen, aber nicht konvex.

Wir zeigen zum Beweis zunéchst einen kleinen Hilfssatz

Vor.: (H,( , )) Pri-HILBERTraum; H D F # () mittelpunktkonvez,
dh z,yeF = i(a+y)eF
x € H, (yn) € FN mit ||z — y,|| — d(z, F)

Beh.: (y,) ist eine CF.

Beweis: Fiir v,w € F hat man nach der Parallelogrammgleichung

2(|fv — 2| + llz = w[?) = v —w|® + v+ w - 22,
2
also o —w|? = £.5. — 4”%(1;“0) —rH < 0.8 - Ad? 0
——
eFr

mit d := d(z,F) . Fiir n,m € N gilt somit

Iyn=yml? < 2(llyn—2*+l|lz—ym|*)~4d*> — 0 (n,m —c0). O
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Beweis des Satzes: Zu einem festen x € H existiert eine Folge (y,) € FN
so, dass ||z —yn|| — d := d(z, F) fir n — oo gilt. Nach dem Hilfssatz
ist (yn) eine CF in F, die einen Grenzwert y € F hat (H ist ein HR,
F ist abgeschlossen). Die Stetigkeit der Norm liefert d = |z — y||. Die
Eindeutigkeit liest man aus O ab. |

Bezeichnung Fiir A, B C H und z,y € H:

AL B :<= A,B ,orthogonal“ : <= Yac€ AVbe Balb,
Aly:+= Al{y},

zlB:<= {z}L1B,

Al = {z €H:z J_A} ,, Orthogonalraum zu A*

Satz 3.2.2

Vor.: (H,(,)) Prd-HR, U Unterraum von H, f € H; g€ U

Beh.: g Prozimum zu f beziglichU <— f—g L U

Beweis:

pe=“FirgeU: If—gl> = If-g+@-9)I* = IIf —3l* +llg - 9/I?
——
eU

»=—>"“: Sonst existiert ein g € U so, dass (f —g,9) =: a #0; fir A € K:

. 2 . 2
[F=@=29) " = I/ —9)+ ]|

~——

€U
= |If =Gl +2ReX(g, f —9) + [N llgll?
.. « ~ ‘Oé|2 .
Fir A := fW: 0.8 =|f -3l - e Widerspruch! O

g g

Bemerkung 3.2.3

Vor.: (H,( , )) Prg-HILBERTraum (also ( , ) Skalarprodukt); A,B C H
Beh.: a) ACB = Bt cAt; {0}t = H, H' = {0}

b) An At c {0}

) Ac(AhH)t =4+t (ALAY)

d) At ist ein abgeschlossener UR von H.

0 A+ = (4t = (@)
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Beweis: a), b) ¢): v

d): A* = N Kern(-,y) (und (-,y) € H' fir y € H (nach (3.1.3.a))
yeEA
e): nach a) ist jeweils , D% gegeben. AL+ C (A)L: v
Zu y € (A) existiert eine Folge (y,) € (A)N mit y,, — y; fiir z € (A)
gilt damit 0 = (x,y,) — (z,y), also z Ly. ]

1

Im folgenden sei (H (s )) ein HILBERTTaum.

Bemerkung 3.2.4

Vor.: M abgeschlossener Unterraum® von H

Beh.: H = M+M*, M0 M- = {0},

M+ st ein abgeschlossener Unterraum von H .

Beweis: Nach (3.2.3) nur noch zu zeigen: H C M + M+*.

Zu x € H existiert nach (3.2.1) das Proximum y, beziiglich M. Nach (3.2.2)
gilt * —y, € M+; o=y, + (z —y,) ist die gewiinschte Darstellung. O

Bemerkung 3.2.5 Fir M C H gilt: (M) = M+

—__ (323¢) — 11 (3230
Beweis: (M) C (M) =

Mt O
Daher noch zu zeigen: M++ C (M): N := (M) ist ein abgeschlossener UR
von H (dazu (2.1.2.c) beachten). Fiir z € M*+ existieren — nach (3.2.4)
—x1 € N, x5 € N+ mit o = 21 + 2o; mit O folgt

MY s —a = zpe N& B2 b
also — nach (3.2.3b) —2x —27 =0,d.h. z =21 € N =(M). O
Zusatz 3.2.6 Vor.: M abgeschlossener Unterraum von H

Bez.: Fir x € H existieren — nach (3.2.4) — eindeutig
z1=PreM,zo=Qx M+ mit z = z1 + xo.
Beh.: a) P ist linear mit P?> = P.
b) IP|l <1, M#{0} = [|P|| =1
¢) Vo,ye H (Pz,y) = (Pz,Py) = (z,Py)
d) VeeH |zf* = ||Pz|® + [|Qz]?

* Unter diesen Voraussetzungen nennt man M~ auch ,orthogonales Komplement*.
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a), b) zeigen: P ist ein Projektor.
Beweis:  a): v
d): |z|?> = (Pz+ Qx, Pz + Q) L r. 8.

b): nach d): ||Pz| < ||z|| (z € H), also ||P| <1;
fir . € M gilt ||Pz| = |z|, also ||P| > 1, falls M # {0}.

c): £.58. = (Px,Py+Qy) = (Px,Py) = (Px+Qux,Py) = (x,Py) O

Anmerkung In HILBERTréumen ist (2.3.3) ((HAHN-BANACH') trivial‘:

Vor.: M Teilraum von H, f &€ M’

Beh.: Es existiert eine Fortsetzung F' € H' wvon f mit |F| = |f]].

Beweis: Zu f existiert fi € M’ mit fl/M = [ (stetige Fortsetzung auf

die abgeschlossene Hiille), dann || f]| L If1]l. Mit P zu M gemiB (3.2.6):
F := f1 0 P € H' erfiillt die Behauptung: v/ d

Satz 3.2.7 von RIESZ

a) Firye H ist oy:=(-,y) € H mit |oyl| = |yl
b)VfeH JyeH f=py

Beweis:
(3.1.3 a) ,
eyl =Kz, y)| < llzllllyl = ¢y € H und [yl < [lyll;

eyl = [y, y)| = llylI* zeigt llpyll > [yl -

b): B f # 0: Dann ist M := Kern f ein abgeschlossener UR von H mit
M # H, also M+ # {0} (nach (3.2.4)). Wéhle ein a € M+ mit ||a| = 1;
fiir beliebiges z € H und u(z) := (fz)a — (fa)z (€ H) hat man
fu(z) =0, also u(z) € M und somit

a): |(
I(

(u(z),a) = 0. 0
Daher fz = fz{a,a) 2 falz,a) = (z, faa).
—~
lali=1 v
Eindeutigkeit: v’ O
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Zusatz 3.2.8

Die in (3.2.7) definierte Abbildung ¢: H 3 y — (-,y) € H' st bijektiv,
normerhaltend und konjugiert-linear:, d. h.:

olayi+y2) = apyi + oy (e €K; y1,y2 € H).

Beweis: v’ u

Folgerung 3.2.9 Jeder HILBERTraum ist refleziv.

Beweis: Es sei F' € H"”. Gesucht ist ein x € H mit »x = F, d.h. fiir alle
2’ € H' gilt o'z = Fa'; nach (3.2.7) ist dies dquivalent zu:

Vye H F(py) = (py)z = (z,y) = (¥,2) = (p2)y,
also weiter dquivalent zu:
Vye H (px)y = F(py).

Die Abbildung H 3> y — F(py) € K ist (nach (3.2.8)) linear (und be-
schriinkt); daher folgt die Existenz von z nach (3.2.7.b). d0

3.3 Orthonormalbasen

Im folgenden seien noch I eine nichtleere Menge und (z;), ein ONS.
Bezeichnung

(a;i)l heiit ,vollstindig® oder ,Orthonormalbasis® ,ONB* <=
(zi), ;mazimales’ ONS.

Bei den im néichsten Satz auftretenden Reihen ist entweder (3.1.2b) zu be-
achten (~ unbedingte Konvergenz) oder — schoéner — die folgende Definition
von , Summierbarkeit® heranzuziehen:

Definition

Voraussetzung: (E, || ||) K-NVR, I nichtleecre Menge, z; € E (i € I), z € E
Z‘ri =x2:<= Ve >0 31 (endlich, C I) YV J (endlich, C I,D Iy)

T

)zj:mi—x‘<5
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Satz 3.3.1

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) (x;) ist eine ONB.
b)Vye H y=>(y,xi)z; (,, FOURIER-Entwicklung®)
T

C) Vl‘,y €H <$.,y> = ;(x,:@) (le,y>

{y, z:)|? ( ,PARSEVAL-Gleichung)

d)vyeH |yl* = ZII

e) ({z; i €1}y ist dicht in H.

Anmerkung

Die Konvergenz der Reihe in b) folgt mit

(3.1.1.d)
[P = SRS
J J

(fiir I D J endlich) aus (3.1.2) und der Vollstindigkeit von (H, | [|). Die
Konvergenz der Reihe in c) folgt mit der HOLDER-Ungleichung fiir 4, (und
(3.1.2.a)). Die Reihe in b) ist unbedingt konvergent, nicht notwendig absolut
konvergent. Die Reihe in c¢) ist absolut konvergent.

2

Beweis (von (3.3.1)): ¢) = d): v

Im folgenden sei J eine endliche Teilmenge von I :

b) = ¢): <Z<m,xi>mi,2(y,xj)xj> L Sz, ;) {(xi, y); mit der Stetigkeit
7 J J
von ( , ) folgt die Behauptung.

Q) = )y = Stz GLLD g2 — > Iy,

a) => b): Fiir z:=y— > (y,2;)2; (Anmerkung beachten!) hat man (mit
T

der Stetigkeit von ( , )): (z,z;) = 0 fiir alle j € I und somit
— da (x;) mazimales ONS ist — z =0.

b) = e): v

e) = a): x € {z; : i € I} (8-23.¢)

(i) & HY = {o):
=0 o

* Die Koeffizienten (y, z;) heifien ,FOURIER-Koeffizienten® (zu ...).
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Kapitel 4

Diverses

4.1 Der Satz von Baire

4.2 Reihen in Normierten Vektorrdumen

4.3 Endlichdimensionale Normierte Vektorraume

4.4 TInitiale Topologien; Urbild-, Spur- und Produkttopologie
4.5 Finale Topologien; Quotiententopologie

4.1 Der Satz von Baire

Der — relativ einfach zu beweisende — Kategoriesatz von BAIRE hat viele weittra-
gende und auch iiberraschende Anwendungen (siehe unten und Kapitel 5)!
Es sei (R, 0) ein TR.

o
Bezeichnung Fiir A C R: A ,nirgends dicht (in R)“: <= A =
A heiBit genau dann ,mager (in R)“ oder ,von 1. Kategorie (in ), wenn

nirgends dichte Mengen B, in R (fir v € N) mit A = |J B, existieren.

v=1

A ,von 2. Kategorie (in R)“ : <= A nicht mager (in R)
Trivialitit 4.1.1  Fir A, B C R

a) A nirgends dicht (mager) N B C A = B nirgends dicht (mager)

b) A nirgends dicht = A nirgends dicht
¢) A, mager (v € N) = J A, mager
v=1

d) A nirgends dicht <= A enthilt keine nichtleere offene Menge.

Bemerkung 4.1.2  Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

a) A mager = A dicht
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b) 0#0c O = O von 2. Kategorie (in R)

¢) MDA, €A, A, =0 (veN) = (GAV)O:@
v=1

d) 050, dicht (veN) = () O, dicht
1

=
Definition

(R, 0) heift genau dann ,BAIRE-Raum®, wenn eine der dquivalenten Eigen-
schaften a), b), ¢), d) aus Bemerkung 4.1.2 gilt.

Beweis:

a) = b): R# O ist abgeschlossen, also ist O ( = 5) nicht dicht, somit
nach a): O nicht mager.
b) = c¢): A := |J A, ist nach Voraussetzung mager, daher ist auch A
v=1
mager, also — nach b) — A =10.

c) = d): " =0, "% a,alsoajzﬂ;fﬁrO::

%z ( 6 fO\:)Ozﬂ),also o "EY % =NR.
V=1

oo
O, hat man nach c)
=1

v=

d) = a): Ist A mager, so existieren 4, C R mit 4, = und A= |J A,.
v=1

[}

Fir O, = 74;,,/ gilt dann O, 133) A, = MR, also ist nach d)
o0 — oo o] P
M O, dicht; wegen A = (| A, D () O, folgt: A dicht O
v=1 v=1 v=1

Satz 4.1.3

(R, 9) wvollstindiger semimetrischer Raum —> (R, 0(d)) BAIRE-Raum

Mit (4.1.2) (b) fir O :=R) hat man dann die

Folgerung 4.1.4 Kategoriesatz von BAIRE

Jeder vollstindige semimetrische Raum ist von 2. Kategorie (in sich).
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Beweis von (4.1.3): Es seien O(d) 3 O, dicht (v € N): O := () O, und
v=1

() #V € O beliebig; zu zeigen ist: ONV # 0

O ist dicht: Es existieren 1 € R und 0 < 7 < 1 mit (UE C)KE cOonNV;

05 ist dicht: Es existieren x5 € R und 0 < g9 < % mit K32 C O, NUZ!

(induktiv): Es existieren z,, € R und 0 < &, < 1 mit Kg» C O, NUzr7} fiir
n>2.

Firn € Nund 4,j > n: 25,25 € Ugr, also 6(z;,2;5) < 26, < %; somit ist (z,)
eine CF, dazu existiert ein x € ® mit z, — z; da z; € K;Z fiir n € N und
jznirxe K alsoz e ONV. O

4.1.5 ,,Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit*

Vor.: (R,0) BARE-Raum, § C {f| f: R — Rstetig}*
VeeR supf(e) = M, <o
fes

(T .punktweise gleichmdfig nach oben beschrinkt®)

Beh.: Es existieren 0 Z#0 € 0,0 < M < ocomit: VfeFVz €O f(z) <M

Beweis: (B §#0 Fiir meNund f €F ist
E(m, f) = {z €R: f(z) <m}
abgeschlossen, da f stetig ist. So ist auch

E, = mE(m, 1) abgeschlossen.
§

oo
Zu z € R existiert m € Nmit M, < m, also z € E,,; das zeigt R= |J E.

m=1

Nach (4.1.2) existiert m € N mit %m £0. O:= Em und M :=m tun’s. O

Als weitere (nichttriviale) Anwendung von (4.1.4) zeigen wir, daf es (z.B.
auf [0, 1]) stetige (reellwertige) Funktionen gibt, die nirgends differenzierbar
sind. Wir werden sogar sehen: Im BAIRE-Sinne sind ,fast alle‘ — d. h. bis auf
eine magere Ausnahmemenge alle — stetigen Funktionen nirgends differen-
zierbar.

M, = {f € CR[0,1] : Fiir mindestens ein 7 € [0, 1[ ist fin 7 rechtsseitig dfb.}
Beh.: M, ist mager in C¥[0,1].

* Es geniigt: ,unterhalb halbstetig*
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Beweis: C := CF[0,1] mit d, ist ein vollstindiger MR. Fiir N 3 n > 2 sei

[f(z+h) = f(2)]
h

1

An::{fGC:Hate[O,l—%] gnfﬁrallehe]O,ﬁ]}

(a) M, C GA,L: v
n=2

(b) A, ist abgeschlossen: Es seien fr, € A, (k € N) und f € C mit
Ilfi = fll; — O: Fiir k € N sei o, € [0,1 — 1] so, daB |fu(as +

R) — fe(zp)| < nh fir he |0, %] Nach dem Satz von BOLZANO-
WEIERSTRASS existiert ein x € [O,l - %] so, dafl (B (zuniichst Teil-
folge!) @), — . h €]0,2] fest und € > 0: Es existiert k¥ € N mit

Ife = fll, <& |f(zx) = f(2)] <eund [f(z +h) — f(z + h)| <& dann
kann abgeschétzt werden:

[f(z+h) = f(z)]

[f(z+h) = f(ze + )|+ |f(zr + h) = fe(zs + h)]

+ 1 fe(zr +h) = fr(@e)| + [fulzr) = fl@e)| + | f(zr) — f(2)]
< e4+e+nh+e+e = nh+4e

IN

(e > 0 beliebig zeigt:) f € A,

o

(¢c) A, = 0: Sonst existierten f € A, und € > 0 so, daB Uff Cc Ay
nach dem Approximationssatz von WEIERSTRASS existierte ein Poly-
nom P; mit P = Pl/[0 1 S UJ“Z, dann U; C U]%S C A,. Wihle

0 < g € Cmit ||g||, < ¢, stiickweise linear, Steigung aller linearen
Abschnitte betraglich groBer als n+ || P’||, (z. B. ,Ségezahn“-Funktion).
Dann g + P € Uy \ A, Widerspruch! O

Entsprechend ist
M,y = {f € C: Fiir mindestens ein 7 € |0, 1] ist fin 7 linksseitig dfb.}
mager in C (ebenso oder mit [0,1] > x — 1 —x aus obigem) ;  daher ist

{f € C: Fiir mindestens ein 7 € [0,1] ist f in T einseitig dfb.} mager in C.

Der Beweis zeigt sogar:

{f € C: Fiir ein 7 € [0, 1] hat f in T einen einseitig beschrinkten Diﬁerenzenquotienten‘}

ist mager in C. Nach (4.1.2) und (4.1.4) sind die Komplemente all dieser
Mengen dicht in C!

<Ergéinzungen dazu z.B. in OXTOBY>
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4.2 Reihen in Normierten Vektorrdumen

Essei E:= (E,| ||) == (E,a,s,]| ||) ein Normierter Vektorraum iiber K.
Definition *

Zu k € Z und a: Ny — E betrachten wir die ,Folge der Partialsummen’
S a: N — E, definiert durch

und fir N > n (Za)(n+1) = %a(u) = (Xn:a(u)) +a(n+1).

v=k v=k

Meist benutzte Sprech- und Schreibweisen:

oo n
Fira e E: Za(u)za:(:) ZO&(I/)HG (N >n — o0)
v=k v=Ek
o]
Die ,Reihe’ Z a(v) ist konvergent® : < Za ist konvergent
v=k
o0 oo
,Die ,Reihe’ Za(u) ist absolut konvergent® : <= Z la(v)]| konvergent;
v=Ek v=k
USw.
Satz 4.2.1

o0
Vor.: E BR; k€ Z, a: Ny, — E, > a(v) absolut konvergent
v=~k

Beh.: a) Y a(v) ist konvergent und H > a(v) H < 3 |a@)] -
v=k v=~k v=~k
b) Fiir o: N, — Ny, bijektiv ist
o0 (absolut) konvergent

o) 12 E o)

v=k o=k

* Ich erinnere noch einmal an die Bezeichnung Ny := {k,k+ 1,k +2,...}.

(©) Dicter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr



46 Kapitel 4 Diverses

Beweis: s:=) «

a): Firn e Ny und p e N

n+p n+p
ls(ntp)=sm)| = || Y a@) ‘S Y lla@)l —0 (n— oo);
v=n-+1 v=n+1

daher ist s eine CF; somit existiert eindeutig ein ¢ € E mit

s(n) — c¢= Y a(v) fir n — oo; dann gilt

v=~k

el — llst)ll < Y lla@)ll < Y~ lla@)ll, also e < Y~ lla@)-
v=k v=k v=k

n oo
b): 1. Fiirn € Ni gilt > [la(c@)| < Y lla()ll < oo;
v=k j=k
dies zeigt: Z a(o(v)) ist absolut konvergent.
v=k
2. t:=3) (woo): Zue >0 existiert ein N € Ny, mit

[e%S)

> llaG)l < e

J=N+1

dazu existiert — da o surjektiv ist — ein M € Ny mit {k,...,N} C
{o(k),...,0(M)}; offenbar gilt M > N. Fiir N, > n > M folgt so

[tn)=s()| = || > alo(i) =Y a) ‘ < D el < e
j=k v=k v=N+1

also t(n) — c.
In einem BR folgt nach dem vorangehenden Satz aus der absoluten Konvergenz

einer Reihe ihre Konvergenz. Diese Eigenschaft ist fiir die Vollstédndigkeit charak-
teristisch:

Satz 4.2.2

00 o0
Vor.:Vae€ EN: 3 a(v) absolut konvergent = Y a(v) konvergent
v=1 v=1

Beh.: E ist ein BR.
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Beweis: Tst (a,) € EY eine CF, dann existieren Indizes ny < ny < ng < ...
o0

derart, dal Y |lan,;,, — an;|| <00 o000 ; nach Voraussetzung existiert ein
i=1

k—1
c€ Emit Y (an;,, —an;) — ¢ fir k — 005 £.5. = an, — ay,, also
=1

ap, — €+ an, =:b. Da (a,) eine CF ist, folgt ooo a, — b (n — o0)
O

» NEUMANN-Reihe*
Essei A= (A4,a,s,m,e,| ||) eine (B)-Algebra (iiber K, mit Eins €)*
Bezeichnung

Firze A: 20:= e, 2l =" g (n S NO)

z ,Einheit’: <= dJyc A zy=e=yzx (<:> 3 ... ) : dann: y=:27!
J(A) := {z € A: z Einheit}
Trivialitit 4.2.3 (j(A),Tm e) ist eine Gruppe. (,Einheiten-Gruppe‘)

Satz 4.2.4

o0
Vor.: x € A mit > x™ konvergent

n=0

Beh.:e—x€J3(A) A (e—2)" = ifﬁn

Anmerkung Die Voraussetzung in (4.2.4) ist — nach (4.2.1) — gegeben,

o0
falls > [|z"|| < oo, insbesondere also, falls ||lz|| < 1. (Beachten: ||z"|| <

" (n € N))

Beweis (zu (4.2.4)): Mit s := > a"
n=0

M=

. n .
(e—z) Y ad L ( xj)(efx):efx”“
j=0 =0

! 1 !

(e —x)s s(e — ) e

* Fiir die folgenden Uberlegungen geniigt die Ringstruktur.
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Folgerung 4.2.5 | a) Die Abbildung J(A) > z —— z~1 € J(A) ist stetig.
b) J(A) ist offen (in A).

Beweis:
@): Fallsz € Amit [|z]| <1 (e—z € J(A) und:)

- [+

H (e—x)" —;)l‘j ‘ < 1o T (n € No);

denn
24 || <= = -
S =T Y A< > Jalf = oS
j=n+1 j=n+1

B): Fiir x € 3(A), « €]0,1[ und h € A mit ||h| < a|z™||7t ist
z+h e J(A) und

[(@+h)™ =27 +a T ha™| < [ (i T (%)

1
l1-«o
denn z+h = z(e + a7 1h):

e~k < 2 1Al < o B2 e+ 27 h € 3(A), also z + h € I(A)

wnd (z+ k) =27 a7 haT = [(e+a7R) T —eta e
mit y:= —2z7h aus ) (fiir n=1):

lz+h) " =z 4z ha™L -1

IN

le—v)" —e—ylll=

llyl?
1= |lyll

==Y < 7. S.

O

Aus () liest man die Stetigkeit (und sogar die (F-)Differenzierbarkeit) der Inver-
senbildung
J(A) >z —z ' €T(A)

(und den Wert der Ableitung) ab.

Nach (2.2.8) kénnen wir dies alles anwenden auf A := L(E,E) fiir einen
BANACHraum E .

Beispiel EBR,y€ E, AcJ(L(E,E))=:7
Gesucht ist ein x € E mit Az = y.
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Ist B ein ,Ndherungsoperator® fiir A, dann 16st man oft ersatzweise’ die
Gleichung Bz = y. Falls |[B — A|| < ||[A7Y||7': [|[A71(A - B)|| < 1, somit
existiert — nach (4.2.4) — (idg —A~'(4 - B))71 (€7) und (wegen B =
A(idg —A~'(A - B)))

B7l = (iddg —A7Y(A - B))"'A~! (€ J); dann gilt die Fehlerabschdtzung:

lz—a| = |B'y—A"y| < B =AY Iyl
= ||((dp —A""(A = B)™" —idp ) A7 [Iy]

©|ATYA - B)| -1 [ATY* [|A - B
< —————— |4 yll < Yy
- pamca- g TS T =y

Speziell z. B. E =R", A (n,n)-Matrix, Az =y lineares Gleichungssystem,
B Néherungsmatrix (Z.B. reelle Zahlen durch abbrechende Dezimalzahlen
oder ,Maschinenzahlen* approximieren.)

Beispiel fiir nicht beschrinkte Operatoren der Quantenmechanik

Mehrere Paare von ,Operatoren‘ (P, Q) der Quantenmechanik erfiillen die

Vertauschungsrelation

PQ-QP = —ih| (= -ihidg)

(h PLANCK-Konstante)

(z.B. P= fiﬁ% JImpulsoperator’  ((Pu)(€) = —ihu'(€))
Q== ,Ortsoperator  ((Qu)(€) = u() - €))

Operatoren, die eine solche Vertauschungsrelation erfiillen, kénnen nicht bei-
de stetig sein; denn fiir £ # {0} hat man die:

Bemerkung 4.2.6

Vor.: P,Q € L(E,E), a € K\ {0}, PQ— QP = «aidg

Beh.: Mindestens einer der Operatoren P und Q) ist unstetig.**

Beweis: Annahme: () stetig

* s. Beweis zu (4.2.5) () mit n = 0)
** Im n#chsten Abschnitt werden wir sehen, dal dann der Raum E nicht endlichdimen-
sional sein kann.
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() VneN PQ"-Q"P = anQ@"!

n = 1: nach Voraussetzung

et PQUT = (PQM)Q (Q"P+an@"1)Q
Q"(PQ)+an@Q" = Q"(QP+ aidg) + an@"
— Qn+1p+a(n+ 1)Qn

(Ind. Vor.)

(II) VneN Q" #0
Falls Q" = 0 (fiireinn € N), —nach (I) — Q™! = 0 und so schlieflich
(idg =) Q° = 0 Widerspruch!
(9))

D) ol nljQm=1| < 2P| Q™ (Fiir allen € N )
< 2P|l Q™ Y — [ leln<2(P]]Ql
nach (IT) 0 < [[Q"~1|, <o

nach Voraussetzung [|Q" || < oo = |[P|| =00 0

4.3 Endlichdimensionale Normierte Vektorrdume

Satz 4.3.1

Vor.: K€ {R,C}, (E;,| ||]) NVR iber K (j=1,2)
dimFE, = dimFEy; =: n € No

Beh.: Ey und E5 sind (als NVRe) isomorph.

Folgerung 4.3.2 Jeder endlichdimensionale NVR tber K ist ein BR.

Beweis (zu (4.3.2)): Aus (4.3.1) mit der Vollstandigkeit von (K",| |..)
ablesen. 0

Beweis (zu (4.3.1)): & sei n € N; offenbar geniigt es zu zeigen, daff der
Raum (B, | [|I;) (NVR-) isomorph zu (K", | |l ist:
Es sei {b1,...,b,} eine Basis von E;; dann ist die Abbildung

n
w: K" 3 (a1,...,a,) — Z a, b, € E1 ein algebraischer Isomorphismus.

v=1

Mit M := 3 ||b||; ist fir a = (aq,...,0n) € K™
v=1

lo@lly < D lawl bull, < Mllel (%)

v=1

(© Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr

4.3 Endlichdimensionale Normierte Vektorrdiume 51

Die Einheitskugel S := {a € K" : ||al|,, = 1} ist kompakt. Die Abbildung
K" 3 ar— |w(@)ll;, € [0,00]
ist stetig (nach (+), da w linear ist); daher existiert ein a* € S mit m :=

lw(a®)|l; < llw(a)], fiir alle a € S; somit ist m > 0 mit m|al < |lw(@)|,
fiir alle a € K™. 0O

Bemerkung 4.3.3

Vor.: K € {R,C}, (Ej, || H]) NVR iber K (j=1,2)
dim F; < 0, T e [:(El,EQ)

Beh.: T € L(El,Ez)

In Worten: ooo

Beweis: (E sei n := dim F; € N; mit einer Basis {b1,...,b,} von Ej gilt
fir a € K":

(S0 = |35t

< lalloe D IT0u 1
v=1

n
< Z‘o‘r/| 1Tbull,
2 v=1

Uber (4.3.1) folgt die Behauptung; denn mit der Abbildung w aus dem Beweis
zu (4.3.1) haben wir hier gezeigt:

n
ITow@lly < llafly -5 mit S =Y [Tb],
v=1

Also ist zuniichst T ow stetig. Da w™! stetig ist, folgt die Stetigkeit von T
O

Mit (4.3.3) hat man so die:

Folgerung 4.3.4

Auf einem endlichdimensionalen K-VR sind alle Normen dquivalent.
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4.4 Initiale Topologien c): U Umgebung von p <= Es existiert O € O mit pe O CU <= Es
existieren J endlich C I, 0; € Q; (i € J) mit p€ () f;(0;) CU =
J

Wir behandeln ein wichtiges Konstruktionsverfahren, um aus gegebenen topologi- E s . i . . -1
’ s existieren J endlich C I, U; € U i€ J) mit (U U
schen Rdumen neue zu bilden. * LY e sz (G

d): = mit b);
<—: Zu U € Uf(s) existieren nach c¢) J endlich € I und U; €
Ul (popy @ € J) mit N7 (V) C U; daher: (Y (fi0 f)'(Us)
S J J —
Gesucht ist eine Topologie O auf dem Ausgangsbereich E, die in dem Sinne €,

zu den gegebenen Abbildungen f; ,pafit‘, dafl sie alle stetig werden. Verfei- N f,fl(Ui)) C f~YU), also f~Y(U) € U,. O
nert man eine solche Topologie, so sind die Abbildungen f; erst recht stetig. J
Deshalb wihlt man O minimal, d.h. gerade als grobste Topologie, die dies
leistet:

Es seien E, I nichtleere Mengen und fiir ¢ € I
(F;,0;) topologische Riume, f;: E — F; (0; — UY).

Spezialfille
Bezeichnung
Urbild-Topologie (Reziproke Topologie):
B = {ﬂf[l(Oi):O,;e@i (i €.J); IDJendlich} potos (/ P pologic)
7 I:={1}: (hier) O = B = {f;'(01):0, €01}
0 := {UB By C B} Spurtopologie (R,0) TR, § # M C R
. [:={1}, (F,0) = (R,0), E:=9M,
Satz 4.4.1 fimwMozr—axzeR (,Einbeltung‘)

Hier ist die zugehorige initiale Topologie Qgy gleich

a) (E,0) ist ein TR. (O initiale Topologie* auf E) ( )
w(0):0€0} = {ONM: 00} = ONM.

a’) S == {f710;) i €1,0; € Q;} ist eine Subbasis von 0.
b) O ist die grobste Topologie auf E derart, daf8 alle f; stetig sind. Satz 4.4.2

¢) Firpe EundU CE gilt: U ist eine (0)-Umgebung von p <~
Es existieren J endlich C I, U; € U}i(ﬁ) GeJd) mit Nf () cU a) (9M,Og) ist ein TR.  (Ogn : ,Spurtopologie®, ,induzierte Topologie®,

J f; ,Relativtopologie“: —— Agy, U™ ... ).
d) (6,T) TR, f:& —FE,s€&: E ——>F )

p Viel fiofi® e p Qgn ist die grobste Topologie auf M derart, daff w stetig ist.
stetig in s <= Vi € iof: 6 — I stetig in s

Vzem UM = U,nMm

F\ ot C’

/ d) (6,T) TR, f: & — M,s€6:
Beweis: (G . o
f stetigin s <= wo f (: (6,T) — (ER,(O))) stetig in s
a): 0,E€0:v (01):v (02): UBinUB2 = U BiN By, also nur e) Agm = AnM
B B B,.€B, e

zu zeigen: B1,Bs € B — B; ﬂlBg IS IB%:2 ooo
2): v Beweis:
b): Es sei T eine Topologie auf E: Vie I f;: (E,T) — (F;,0;) stetig a), b), d): nach (4.4.1)

(1.5.9)

EVvicrvo,e0; f10)eT £ ocT
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¢); Firz e Mund U C M: U € UF U449 Eg existiert U, € U, mit

UinM=w(U)) CU < UeclU,nM
e

e): Fir AcC M N
A€ Ay < Esexistiert O € Omit A=M\ (ONM)=MNO 0O

Trivialitit 4.4.3 0 #MN C M C R: (@m)m = On

Bemerkung 4.4.4 0 # N C M C R: N =NnMm

Beweis: Fiir x € M

cet.s."E9vUeu, 0AUNMNN = UNN = zer.S. O

Bemerkung 4.4.5

Vor.: (zusdtzlich) (6,T) TR, a €M, f: R— &
Beh.: «) f stetig in a = f/im stetig in a
B) f stetig in a <= f/sn stetig in a
Beweis: a): f/im = fow
B3): R := & := R (mit iiblicher Topologie) f := Xg, M :=Q:

f/im stetig, aber fir kein x € M ist f stetig in x. ]

Produkttopologie I nichtleere Menge, (R;,0;) TR (i € I)
Kartesisches Produkt der Mengen R;

(~ mengentheoretische ,Schwierigkeiten*)
R o= [ = {x|9:: I— R Viel a(j)e mj}
I I

Bezeichnung Fiir z € R
(xi)r = (r(?))l =z

(Wenn I aus dem Zusammenhang heraus klar ist, notieren wir auch (z;) :=
z,...); fir j € I:  x; ,j-te Koordinate (von x)*

pj: ROz r—x; €R; ,Projektion von R auf R; “

FirJClIund M; CR; (i€J) ist
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(o' (M) = [] M, (%)
J

I

wenn M; = R, firiel\J.

B = {HOi:Oi €0; GeJ),0; =R (iel\J); Jendlichcl}
I
0 = {UB:I&CB}
By
Satz 4.4.6

a) (R,0) ist ein TR.  (,Produktraum zu .. ¥, O ,Produkt-Topologie®)

b) O ist die grobste Topologie auf R derart, daf alle Projektionen p; stetig
sind.

¢) Firqe R und U C R gilt:

U ist genau dann eine Umgebung von q, wenn J endlich C I, U; €
U, (i€ J) mit I;[Ui C U, wobei U; :=R; (i € I\J), existieren.

d) Fir (6,T) TR, f: 6 — R, s€ &:
f stetigin s <= Viel p;of: & — R, stetig in s

e) Fir A;c®; (iel): |[[4 = ][4
I I

f)¥jel YOe€O p;(0)e0y (p; ist eine offene’ Abbildung.)

Beweis: a), b), ¢), d): nach (4.4.1) (mit (x))
e): B A, #0 (iel):

(1.5.9) — _
> p(ITA) < (A = 45

C: a€(.S.: Esseien J endlich C J und U; € U, fiir i € J. Wéhlt man
U, :=%R; fir i €I\ J,dann existiert fiir alle ¢ € I ein x; € U;NA;;
damit 2 € [TU; N[ A4;, also (mit ¢)) a € 1. S.

T T

f): Ist B = []O; mit O; € O; (i € I), dann ist fiir j € J
T

py(B) = {Oj falls B £ 0

0, sonst
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also p;(B) € O; (und das geniigt offenbar). a

Anmerkung zu (4.4.6 f):
AchA & pj(A)ed; (el
Beispiel: A := {(z,y) € R? :zy = 1}, p1(4) = R\ {0} = p2(4) Q
3) Supremum von Topologien I nichtleere Menge, (R,0;) TR (i € I)
Mit £ := F; := R und f; := idw (i € I) ist die zugehorige initiale
Topologie auf R gerade die gribste Topologie auf R, die feiner als alle
0; ist.

4) Erzeugte Topologie R nicht-leere Menge und S C P(R)

Bezeichnung Die grobste Topologie T auf 98 mit S C T heifit die ,von
S erzeugte Topologie“.

1. Fall S = 0: Die erzeugte Topologie ist {0, R}.

2. Fall S # 0: Fiir S € Sist Tg := {0, S,R} eine Topologie auf R. Die
gesuchte Topologie ist offenbar gerade das Supremum der Topologien
Ts (S €S). Nach (4.4.1 a’) ist S eine Subbasis dazu.

4.5 Finale Topologien

Ein weiteres wichtiges Verfahren, um aus gegebenen topologischen Rdumen neue
zu bilden.

Es seien F| I nichtleere Mengen und fiir i € I

(Ei,0;) TRe, fi: B; — F (0, — UY)
Gesucht ist hier eine Topologie @ im Zielbereich F' derart, dafl die gegebenen
Abbildungen f; stetig werden. Vergrobert man eine solche Topologie, so sind

die Abbildungen f; erst recht stetig. Deshalb wihlt man O maximal, d.h.
gerade als feinste Topologie, die dies leistet:

0= {O|OCF AViel f(0)ec0;}
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Satz 4.5.1

a)
b)
c)

(F,Q) ist ein TR. (O ,finale Topologie* auf F')

O ist die feinste Topologie auf F derart, daf$ alle f; stetig sind.

f

Fiir einen TR (S, T) und eine Abbildung f: F — & gilt: F —s6

f:(F,0) — (6,T) stetig <= Viel fof;: E; — & stetig

fi

Beweis: a): ooo

b):

c):

Es sei T eine Topologie auf F":

Viel fir By — (F,T) stetig <= Vic IVO €T f(0)c0
< TcCO

=: nach b);

<= Fur7TeT und i el gilt:
F7HEND)) = (Fo £)71(T) €0y, also f1(T) €O D

Als Spezialfall gehen wir allein auf die Quotienten-Topologie ein.

Es seien (M, 0) ein TR und g eine A quivalenzrelation* auf R.

o(a) := {beM:(a,b) € 0} ,Aquivalenzklasse (zu a)* (a € R)
ER/ = {o(a) : a € R},

4

TR Sa— o(a) € 9‘{/9 »(kanonische) Projektion®

O(p) = {Q C 9";/9 Q) € (O)}

Nach (4.5.1) hat man:

Bemerkung 4.5.2

a)

)
y

(9{/97@(9)) ist ein TR.  (,(topologischer) Quotientenraum®;
O(o) ,,Quotiententopologie®)

O(o) ist die feinste Topologie auf D‘i/g derart, daf$ 7 stetig ist.

(6,T) TR, f: iﬂ/g — &: f stetig < fom stetig

Als weitere Spezialfille erwihnen wir nur Summen-Topologie und
Infimum von Topologien.

*

0 C R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv

(©) Dicter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 2. Dezember 2007, 16:30 Uhr

E;

/

7

/
///fofi



Kapitel 5

Weitere Filetstiicke

5.1 Uniform boundedness principle; Satz von BANACH-STEINHAUS
5.2 Open mapping principle; closed graph theorem

Satz vom inversen Operator

Direkte Summen und Projektoren
5.3 Schwache Topologien; Satz von ALAOGLU

5.1 Uniform boundedness principle,
Satz von Banach-Steinhaus

Wie {iblich sei wieder K € {R,C}.

Satz 5.1.1 (von der gleichmiBigen Beschrinktheit;
Uniform boundedness principle — UBP)

Vor.: I nichtleere Menge, (E,| ||) K-BR, (E: | |;) K-NVR,
T, e L(E,E;) (iel),
Ve e E {|T;z|;:i€ I} beschrinkt

Beh.: {||T;|| :i € I} ist beschrinkt.

Anmerkung: Die Vollsténdigkeit von (E,|| ||) ist wesentlich.

Beuweis: Fiiri € I'sei f;: E>x— |Tiz||; € [0,00] (stetig, da T} und || |;
stetig). Nach (4.1.3) und (4.1.5) existieren a € E und &, M € ]0, 00[ derart,
dafl

Viel VeeU; |Tiz|, = fi(z) <M.
Ist y € E mit ||y|| < 1, dann gilt a + ey € UE, also fiir ¢ € I:
elTiyl; = 1Ti(a+ey) = Tiall; < [[Ti(a+ ey)ll; + T all; < 2M;
somit [|T;]| < 24 (i€ 1). O
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Folgerung 5.1.2

Vor.: I nichtleere Menge, (E,|| ||) K-BR, 2}, € E' (i € I) so, daff
{|z}x| i € I} fir alle x € E beschrinkt ist.

Beh.: {||}|| :i € I} ist beschrinkt.

Beweis: v/

Folgerung 5.1.3

Vor.: I nichtleere Menge, (E, I H) K-NVR, z; € E (i € I) so, daf§
{|z'zi| :i €I} fiir alle 2’ € E' beschrinkt ist.

Beh.: {||z;|| : i € I} ist beschrinkt.

Beweis: (5.1.2) anwenden auf F’ und s»x; € E” (i € I)  ((2.4.1) beachten!) (J

Satz 5.1.4 (BANACH-STEINHAUS)

Vor.: (Ey,| |I,) K-BR (v=1,2); T, € L(E1,E2) (neN);
M C E; so, daff (M) dicht in E; ist.

Beh.: OV € Ey (T, x) konvergent

!

O {|ITn|| : n € N} beschrinkt A Yu € M (T,u) konvergent

Zusatz 5.1.5 Fulls O und Tz := lim T,z (v € E1): T € L(E4, E»)

n—oo

Beweis: 0 = 0: {||T,|| : n € N} ist nach (5.1.1) beschrénkt.

0 = 0: Vu e M (T, u) konvergent =L Vze (M) (T, z) konvergent;
es sei K €]0,00[ so,daB ||T,]| < K (n€N). Zuz € F; und € >0
existiert ein z € (M) mit ||z —z[|; < 3%, weiter existiert N € N
mit [Tz — Thz|ly, < § fiir n,m > N:
1Thz—Tmzlly < The—Thzlly + [Thz — Tnzlly + [ Tnz — Tzl
<ITallle—2ly + 0+ [Tl lz =2l
<K-|le—-=zl, + I +K-||lz—-z|, < e;
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also ist (T,,z) eine CF und damit konvergent. O

Beweis des Zusatzes: T € L(Eq, E2): v
Fiir z € E; (und K wie oben):

1Tzlly — Tnzlly < [Tallllzll, < Kl

also ||T]| < K. O

Neben dem im folgenden dargestellten Anwendungsbeispiel hat (5.1.4) viele weite-
re wichtige Anwendungen: z. B. FOURIER-Entwicklung (man vergleiche dazu etwa
WLOKA, Seite 124 f) und (schwach-) holomorphe BR-wertige Funktionen.

Anwendungsbeispiel:

»Quadraturformeln*; Numerische Integration
b

Es seien —0o < a <b<oo und f: [a,b] — R stetig. Gesucht: [ f(z)dx
a

Das ,Standard-Verfahren f: f(z)dx = F(b)—F(a) fiir eine Stammfunktion F' von
f ist recht hdufig nicht (numerisch) brauchbar oder nicht angemessen; sei es, weil die
explizite ,Berechnung‘ von F nicht gelingt, sei es, weil F sich nicht als elementare
und nicht im benétigten Umfang ,tabellierte’ Funktion herausstellt, sei es aber auch,
weil die Bestimmung und Auswertung von F einen solchen Aufwand verursacht, dafl
man nach bequemeren Verfahren suchen wird. Dieser letzte Fall tritt hiufig bereits
bei der Integration rationaler Funktionen auf. Aufgrund der Charakterisierung des
RIEMANN-Integrals a8t sich i(f) := fab f(z)dz beliebig genau durch eine endliche
Linearkombination von Funktionswerten

Z A f(xm)

(mit Zrx € [a, b]) approximieren. In der numerischen Mathematik werden Néhe-
rungsformeln dieser Art hergeleitet und ihre Eigenschaften untersucht. Die Verwen-
dung solcher Formeln ist auch noch sinnvoll, wenn die Funktion nur an bestimmten
Stellen x, — etwa aufgrund von Messungen oder als numerische Losung einer Dif-
ferentialgleichung — bekannt ist.

Bezeichnung Es seien n € Ny, z,, € [a,b] paarweise verschieden und A, € R
fir v =0,...,n. Dann heifit das durch

W) = S Nf@m)  (f e b))
v=0

definierte Funktional ¢ ., Quadraturformel* (,n-ter Ordnung®) mit den
LStiitzstellen® x,, und den ,,Gewichten® \,. Eine Folge (gi) von Quadratur-
formeln heifit , Quadraturverfahren®, wenn die Folge der zugehtrigen Ord-
nungen isoton ist.
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Satz 5.1.6 (SZEGO)

Vor.: Es seien (qx) ein Quadraturverfahren und dazu )\(()k), ce /\(nk,l) die
Gewichte von gy, fir k € N.
Beh.: o VfeC¥abl q(f) —i(f) (k— o)

VmeNy ¢qp(x™) —i(x™) (k— 00)

S
A sup Y A < o0
keNv=0

Beweis: Nach dem Satz von WEIERSTRASS erfiillt M := {Xm tm € No}
die Voraussetzung von (5.1.4) (mit &, = (C®[a,b],|| ||,). Nach (5.1.4)
geniigt daher zu zeigen:

llgll = i [Ay| fiir eine Quadraturformel ¢(f):= i Mo fay) (cn).

v=0 v=0
<:
>: Es existiert ein f € C¥[a,b] mit |||, =1 und f(x,) =sign ), (v);
n
dumit q(f) = 3 [\,
(Noch beachten: i € (C*[a,b])") a

Folgerung 5.1.7 (STEKLOV)

Sind in (5.1.6) alle Gewichte )\§.k> nichtnegativ, dann gilt:
VfeCHa,b au(f) —i(f) (k— o0)

VmeNy ¢p(x™) —i(x™) (k— 00)

Beweis:
Nk . ng .
S AP =AW = =) — i) = b-a (k—o) [
j=0 §=0

Anmerkungen:

O Ist g eine Quadraturformel (von o.a. Typ) mit ¢(x°) = i(x"), dann gilt

||t —q|| > b—a. Eine gleichmaffige Approzimation durch solche Quadra-
turformeln ist also nicht moglich.

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein g € C¥[a,b] mit g(x,) = sign \,,
lgll <1 und |i(g)| <e (vV): ooo O
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O Durch die Forderung ¢(P) = i(P) fiir alle Polynome P mit Grad < n
wird bei vorgegebenen Stiitzstellen eindeutig eine Quadraturformel (von
o.a. Typ) n-ter Ordnung bestimmt. (~ interpolatorische Quadratur-
formel) [z. B. mit LAGRANGE-Darstellung von P]

O Fiir NEwToN-CoTEs-Formeln (in O dquidistante Stiitzstellen) ist (5.1.6)
nicht anwendbar (Gegenbeispiel von PoLYA). Fiir GAUSS-Formeln sind
Gewichte nichtnegativ (also (5.1.7) anwendbar).

5.2 Open mapping principle; closed graph theorem

Satz 5.2.1 von der offenen Abbildung; open mapping principle

Vor.: (Ey,| |Il,) K-BR (v=1,2), A€ L(Ey,E) mit AE, = B

Beh.: A ist offen.

Beweis: Mit S, = {z € Ey :|lz||; < 27"} fiir n € Ny zeigen wir zunéichst:

a): Es existiert ein ¢ > 0 mit {y € B : |lyll, <e} C ASp:

kAS;. Es ist von

Aus AE, = E; und Ey = | kS folgt Ey =
k=1 k=1

2. Kategorie (nach (4.1.4)), daher existiert ein k € N mit kAS, (2.13.8)

kAS) # 0; somit existieren ein p € E5 und ein 1 €]0,00[ mit {y € F:
ly —pll, <n} C ASi; dann

{:€By: |z, <n} CAS, —pC A5, — A5, ¢ A5, —AS; C AS,.
Daher — wieder mit (2.1.3.8) —

{ve By :|vll,<n-27"} C AS, (n € No) (1)

Behauptung: € :=n/2 tut’s: Zu y € E> mit [|y||, < n/2 existiert nach (1)
ein z1 € S mit ||y — Azill, < 7272, dazu existiert dann (wieder nach
(1)) ein x5 € So so, daB ||(y — Az1) — Azall, <7272 und (induktiv) fiir
n € N: z, € S, derart, daf

n
-3,
v=1

Da |[lz,||;, < 27" gilt und (Ei,|| ||;) BR ist, hat man die Konvergenz
o0 o0
von Y x, =z mit €Sy und Az = > Az, @ Y.

v=1 v=1

< p2= (D (2)
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b):Es seien nun E; D O offen und b € AO: Zu einem a € O mit b = Aa
existiert ein 0 < 6 < oo so, daB {z € By : [z —al; <d} C O; mit ¢

= 650 + a
gemif a):

U s {veE:|v|,<de}+b C A(6So+a) C AO.

Satz 5.2.2 vom inversen Operator

Vor.: (Ey,| Il,) K-BR (v=1,2), T € L(E\, E>) bijektiv

Beh.: T~ ist stetig, also T ein (NVR-) Isomorphismus.

Beweis: nach (5.2.1) ist T offen (und bijektiv, stetig), also (ooo) T7! stetig.

|
Folgerung 5.2.3
Vor.: (E.| I,) K-BR (v=1,2), a €]0,00, | [l <ell [
Beh.: || ||, und || |5 sind dquivalent.
Beweis: (5.2.2) anwenden auf T := idg: Die Stetigkeit von
id=id™": (B ] ) — (B 1)
zeigt [lall, = idall, < id | [l fir o € E. 0

Sind (R, 0), (6, T) TRe und f: R — &, dann betrachten wir mit
G(f) = {(J:,f(x)) S 9{} den ,Graphen (von f)*.

f heilt , Graphen-abgeschlossen®: <= G(f) abgeschlossen (in R x &)

Bemerkung 5.2.4 G HdR A f stetig = f Graphen-abgeschlossen
Beweis: Ist (a,b) € R x &\ G(f), also b # f(a), dann existieren ein V; € U,

und ein Vo € Up) mit Vi Ny = (: Es existiert dazu ein U € U, mit
fU) CVa,dann Uy 23U x VI CR X G\G(f). O
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Es seien jetzt (E,,| |,) K-NVRe (v=1,2) und T: E; — E>.

Bemerkung 5.2.5

T Graphen-abgeschlossen

V(x,) € EY Vz e B, Vy € By [#n — & A Tz —y] = To=y

Beweis: Fiir (z,y) € By x Ea:
(z,y) € G(T) <= I((zn,yn)) € GO (20,yn) — (2,9)
< F(zn) €EY 2, — z A Tx,, —y

Hieraus liest man die Behauptung ab. O

Anmerkung Ist T nicht stetig, dann kann eine Folge (z,,) € EY konvergent
sein, ohne daf die Folge der Bilder (Tx,) konvergent ist:

Beispiel FEj := E; := R (mit | | wie iiblich),

1
Ty =’ @70 T
0, z=0

T ist Graphen-abgeschlossen, jedoch nicht stetig. Zudem ist T nicht ,abge-
schlossen® in dem Sinne, dafl abgeschlossene Mengen jeweils abgeschlossene
Bilder haben: Dies zeigt etwa: T'([1,00[=]0,1] <

(n € N);

S

Satz 5.2.6 vom abgeschlossenen Graphen

closed graph theorem

Vor.: (E,,| II,) K-BR (v=1,2), T € L(E,E)

Beh.: T € L(Ey, Ey) <= T Graphen-abgeschlossen

Beweis: ,==“: mnach (5.2.4)

»<=“: G(T) ist ein K-BR als abgeschlossener UR von E; X Ea
(E1 x B ist ein K-BR mit [[|(z,y)|| :== |||, +lyll,). Wir betrach-

ten die
Abbildung  ¢: G(T) > (z,Tz) — z € Fy .

Diese ist linear, stetig und bijektiv; nach (5.2.2) ist die Umkehrab-
bildgung ¢~': By 3 2 — (z,Tz) € G(T) stetig und somit auch T'.
O
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Beispiel (man vergleiche Seite 22)

Ey = CF[0,1], By := C*[0,1]; beide mit || ||,

D: E1 > fr+—— f' € Ey linear, nicht stetig, aber Graphen-abgeschlossen:
(fa) €EY, f€ Bi,g € By s0,daB fu — [ A Ji—g = ['=g
Dies steht nicht im Widerspruch zu (5.2.6), da (Ei, || ||,) kein BR ist.

5.2.7 Esseien (E, || ||) ein K-BR und E, abgeschlossene URe von E fiir
v =12 mit
E = E1+E2 und ElﬂEQZ{O}.

Fir x € F existieren dann eindeutig x, € FE, mit x = x; + x2; die
Abbildung

T:Ey x Ey > (z1,22) —> 21+ 22 €FE

ist daher (linear und) bijektiv.

Wegen ||T(x1,x2)|| = ||x1 + 22| < ||z1]| + ||22] ist T auch stetig (bei
0); nach (5.2.2) ist somit T ein (NVR-) Isomorphismus.

5.2.8 Sind (E,| ||) ein K-BR und P: E — E ein ,Projektor*,
d.h.: P € L(E,E) mit P? := PoP = P, dann ist auch Q := idg —P
ein Projektor. Mit diesem gilt: PQ = 0, P+ Q = idg und F; :=
PE, E, := QF erfiillen die Voraussetzung von (5.2.7).
(El = Kern @, E; = Kern P: abgeschlossen; Rest: oon)

5.3 Schwache Topologien; Satz von Alaoglu

Es seien K € {R,C}, E = (FE,a,s) ein K-VR und I' C E*.

Gesucht ist die grobste Topologie auf F derart, dal ¢: E — K stetig ist
fiir alle ¢ € I', also — man vergleiche Abschnitt 4.4 — gerade die zugehorige
initiale Topologie. Wir bezeichnen diese als ,,I"-Topologie“ oder mit ,,o(I")*

oder genauer ,o(E, ).

Unmittelbar aus der Definition liest man ab:

Bezeichnung I ,total“: <= Vax € E\{0} 3o el px#0
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Zusitzlich zu den allgemeinen Uberlegungen aus Abschnitt 4.4 ist hier noch die
,Linearitéit® zu beriicksichtigen.

Fir pe E und U C F gilt — nach (4.4.1.c) —

U ist eine (o(I')-)Umgebung von p genau dann, wenn U O () ¢~ ' (U,p)
pEA
mit I" O A endlich und U,, € Uuép fiir p € A, also offenbar genau dann,

wenn U D W*I(U;p) mit I' O A endlich und € €0, 00].
pEA

Fiir I' O A endlich, € €10, 00[ und p € E:

m gofl(U;p) ={zecE:Voe A |pz—pp|<e} = Up;Ae)
peEA

Fir x € E gilt: 2 € U(p; Aje) <= Vo€ A pr e Ug,
5.3.0 U(p;A,e) =U(0;Ae) +p

Die I'-Topologie ist daher schon vollig bestimmt durch die Umgebungsbasis
von 0:
{U(0;4,¢) : I' > A endlich, e €]0, oo}

Trivialitdt 5.3.1 Fir It C 15 C E*: o([1) Co(Iy)

Bemerkung 5.3.2 Mit o :=o(I") gelten:

a) a: (E,0) x (E,0) — (E,0) ist stetig.
B) s: Kx (E,0) — (E,0) ist stetig.
~) I total = (FE,o0) HdR

Beweis: Fir p,ge E, € K,I' D A endlich und € > 0:

a): Up; A,e/2) + U(q; A,e/2) CU(p+¢; Ase)
(): Die Stetigkeit der Multiplikation in K liefert: Zu ¢ € A existiert n =

n(p) > 0 so, daB Ug U2, C Ug,,; da A endlich ist, existiert ¢ :=

gggn(cp) > 0; damit gilt: Vo € A Ug . ng CUjyp =Ug (5, das zeigt
Ug~U(p;A,6) cU(Bp;Ae).

v): Zu p # q existiert ¢ € I' mit |pp — ¢q| = |p(p — ¢)| =: 2¢ > 0, damit:
U(pi{e}.e) NU(g:{¢}e) =0 O
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Bemerkung 5.3.3 Vor.: € E, F FB auf £

Beh.: F—z (o(I')) < Vo eI oF — oz

Dabei natiirlich ¢F := ¢(F) (Bild von F unter ¢).
Beweis: (.S, <= U] <F <= VU U, 3FeF FCU
<= VA (endlich, CI") Ve>03IF eF F CU(x;4,¢)

é}V@EFVS>OHF€IFFCU(:E;{¢},6)
= Vpel'Ve>03FeF pF CU;, = S5 O

Folgerung 5.3.4 | Vor.: z € E, (z,) € EN

Beh.: zp, — x (o(I') <= Vo el oz, — px

Bemerkung 5.3.5 Vor.: (E,| ||) K-NVR

Beh.: o) E' ist total.
B) =E ist total. (fir E')
7) o(E,E) CO(] 1)

Beweis: «): nach (2.3.5.b) 3): trivial

7): ¢ € E' bedeutet gerade (p € E* und) ¢: (E,0(|| [1)) — (K, | |) stetig,
also folgt die Behauptung nach Definition von o(FE, E’). d

Bezeichnung Ist (E,|| ||) ein K-NVR, dann bezeichnet man

O(|| ) als ,,Norm-Topologie“ oder ,starke Topologic*,

o(E,E') als ,schwache Topologie* und

o(E',E) :=0a(E',%E) als ,E-Topologic“ oder ,schwachx-Topologie*.

Nach (5.3.1) und (5.3.5.7) hat man:
5.3.6 o(E',E) C o(E',E") C O |)

{

Operatornorm
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Nach (5.3.5) ist (in einem NVR) insbesondere jede stark konvergente Folge
auch schwach konvergent. Die Umkehrung gilt i. a. nicht:

Beispiel Wir betrachten den Raum £ (mit der Norm || ||,) und darin die
Vektoren e, := (§;n)jen (n € N). Dann gilt [e, — emll, = V2
fir n,m € N mit n # m. Fiir ¢ € ¢ existiert ein a = (a,) € fo
mit oz = > a;z; fir z = (z,) € {2, folglich

j=1
pe, =a, — 0 (n — 00). <

Satz 5.3.7 (I'y = {9 E*|p: (E,0(I')) — K stetig}

Nach der Definition von o(I') hat man I" C {...}, also auch (I") C {...}.
Fiir die andere Inklusion zeigen wir zunéichst den

Hilfssatz 5.3.8

Vor.: n GN, g7f17"'7fn € E*; g9 ¢ <fl7"'7fn>
Beh.: Es existiert ein a € E mit g(a) =1 und fi(a) = -+ = fu(a) =0.

n
Beweis (des Hilfssatzes): Sonst () Kern f, C Kerng [
1

Wir betrachten die Abbildung
T:E3z+— (fiz,..., fax)T € K
nach 0 hat man fiir v,w € E:
Tv=Tw = gv=gw

Daher wird durch ¢(Tz) := gz fir x € E auf dem UR TE von K" eine
K-wertige Abbildung ¢ definiert, die offenbar linear ist. Zu 1 existiert eine
Fortsetzung ¢ € (K™)* (v') und dazu (aq,...,a,)T € K* derart, dafl pz =
> ayzy fir 2= (z1,...,2,) € K" Fiir z € E hat man also gz =¢(Tz) =

o(Tz) =Y o fu(z) im Widerspruch zu g € (f1,..., fn). O
v=1

Beweis von (5.3.7; ,0“): Fiir ¢ € r. S. existieren, da ¢ stetig ist mit ¢ 0 = 0,

I’ D A endlich und § > 0 so, daf}
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wU(0;A,8) C Uj. O

Fir © € () Kern und beliebiges m € N gilt ma € U(0; A,0), also
PEA

mloz| = |p(mz)| < 1 nach O; somit pz = 0. Nach dem Hilfssatz folgt

pe(A)y (c(I). a

Beziehung zur Produkttopologie

5.3.9 Essei I' eine totale Teilmenge von E*; dazu betrachten wir
6 = [IK = F(I'K) (mit Produkttopologie P) und
r
7: E— &, definiert durch (72)(¢):=px (r€ E,p€ ).
Dann gelten:

a) & ist ein K-VR und 7 ein Monomorphismus.

b) Die Abbildung 7: (E,o(I')) — (TE,P-g) ist topologisch.

Beweis: a) & K-VR und 7 linear: v/ 7 ist injektiv, da I" total ist.

b): nach der Definition von o(I") und der Produkttopologie (jeweils als ent-
sprechende initiale Topologie) ooo |

Lemma 5.3.10

Vor.: E K-VR und ¢: E — [0, 00|

Beh.: {f € E*: Vz € E |fz|<c(x)} ist o(E*, E)-kompakt.

Beweis: Wir bezeichnen die Menge aus der Behauptung mit K. Fiir ein

x € E ist die Menge I(z) :={z € K: |z| < ¢(x)} kompakt und nichtleer.

Nach dem Satz von TYCHONOFF ist auch I := [] I(z) kompakt (C HK)
zEE E

In (5.3.9) betrachten wir E* an Stelle von E und fassen I' := E als (totale) Teil-
menge von E** auf; also & = [[K (mit Produkttopologie).
E

Nach (5.3.9) ist T (K,0(E*,E)g) — (TK,P. ) topologisch. Wir zei-
gen: 7K st abgeschlossen in I (dann ist 7K kompakt, also K o(E*, E)-

kompakt): Fiir z € E ist die Projektion I 3 ¢ — ¢(2) € I(2) stetig; daher
sind fiir « € K und z,y € F die Mengen

Az,y) = {pel:pox+y)=p)+e(y)} und

B(a,z) = {p €I : p(ax) = ap(z)} abgeschlossen. Damit ist auch
TK= () A(z,yyn () B(a,z) abgeschlossen. O
zy€E a€K,z€E
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Satz 5.3.11 von ALAOGLU

Vor.: E K-NVR

Beh.: {z' € E' : ||| < 1} st o(E', E)-kompakt.

In Worten: Die Einheitskugel im Dualraum ist schwach x-kompakt.

Beweis: In (5.3.10) wihlen wir ¢ := || ||; unter Beachtung von
{2/ e E':|2'| <1} = {feE* :VaeE |fz|<|zl};

ist nach (5.3.10) die £. S. o(E*, E)-kompakt. o(E’, E) L o(E*,E)p liefert
die Behauptung. O

Der Satz hat ein breites Spektrum von Anwendungen: So etwa in der Theorie der
BANACH-Algebren und der Spektraltheorie hermitescher und unitédrer Operatoren.
In der Statistik wird er beispielsweise herangezogen fiir den Nachweis der Existenz
eines optimalen «-Niveau-Tests fiir Testprobleme mit zusammengesetzter Hypo-
these und einfacher Alternative.

Folgerung 5.3.12 Vor.: E refleziver K-BR

Beh.: {z € E: ||z| <1} ist schwach-kompakt.

Wir vermerken ohne Beweis: Die Umkehrung zu (5.3.12) gilt auch.

Es seien wieder E ein K-VR und I' C E*.
Bezeichnung Fiir M C E:

M ,o(I')-beschrinkt : <= Y ¢ € I' ¢ M beschrinkt
(<5 vu et IxeK McCAU)

5.3.13 |a) E K-NVR und M C E: M beschrinkt <= M schwach-beschrinkt

b) E K-BR, M C E': M beschrinkt <= M schwach-beschrinkt

Beweis: ,=—“ (ina) und b)): v/ a), ,<=*: (5.1.3) b), ,<=*: (5.1.2) O
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Folgerung 5.3.14

Vor.: E K-BR, M C E'

Beh.: M schwach*-kompakt <= M beschrinkt N M schwachx-abgeschlossen

Beweis:

,=>“ M ist schwachx-abgeschlossen, da (nach (5.3.2) und (5.3.5))
(E',0(F',E)) ein HdR ist. Fiir ¢ € E ist sx: (F,0(F',E)) — K
stetig, also »xM kompakt und somit beschrénkt; nach (5.3.13.b) da-
her: M beschrénkt

,<="*: Esexistiert n € Nso,daf |1 M| <1 (mit M ist auch 1M o(E’, E)-
abgeschlossen); mit (5.3.11): 1M (also auch M) o(E’, E)-kompakt
g

Wir haben uns in diesem Abschnitt auf wenige exemplarische Uberlegungen zu
schwachen Topologien beschrénkt. Dabei haben wir — aus didaktischen Griinden
— (wie im gesamten funktionalanalytischen Teil) nur NVRe zugrundegelegt. Ne-
ben vielen wichtigen Anwendungen, in denen ,topologische VRe* auftreten, die nicht
(halb-)normierbar sind, sind auch die schwachen Topologien und Aussagen zu Pro-
duktrdumen ein starkes Argument fiir die Beschéftigung mit allgemeinen (zumin-
dest lokal-konvexen!) topologischen VRn!
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Viel Freude und Erfolg bei Ihrem weiteren
Studium der Funktionalanalysis wiinscht
IThnen

DIETER HOFFMANN
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