Kapitel 1

Integralbegriffe fiir
reellwertige Funktionen
einer reellen Variablen

1.3 Einfache Funktionen - Elementares Integral

Wir gehen aus von dem R-Vektorraum aller auf ganz R definierten reellen
Funktionen, den wir mit § bezeichnen. Ist M Teilmenge von R, so schreiben
wir Xz fir die ,,charakteristische Funktion®von M, die den Wert 1 in M und
0 auBerhalb hat. Sei nun S das System aller beschréinkten Intervalle innerhalb
R; das sind also alle (beschriinkten) offenen, abgeschlossenen, halboffenen
Intervalle, einschliefllich einpunktiger Mengen und der leeren Menge. Den von
den charakteristischen Funktionen dieser Intervalle aufgespannten Unterraum
von § bezeichnen wir mit &:

¢ = span{XA tA€ S} = {ZaVXAV: a, €ER,A, €S (v=1,...,n);n€ N}

v=1

Dies sind unsere ,einfachen® oder ,elementaren Funktionen, anschaulich
offenbar die ,Treppenfunktionen’.

Fiir A € S notieren wir mit u(A) die ,Linge*, die Differenz der Endpunkte;
damit erhalten speziell einpunktige Mengen und die leere Menge den Wert
0. p ist, wie wir sagen wollen, ein ,klassischer Inhalt“ auf S, das heifit eine
nicht-negative Funktion, die ,endlich-additiv* ist: Fiir

A= AWAW---WA, in S gilt (A = p(A)+p(A2)+--+u(4d,).

Hier und weiterhin bezeichnen wir mit &° Vereinigungen disjunkter Mengen.
Die einfachen Beweisgedanken, bei denen man von einer naturgeméafen Rei-
henfolge der Intervalle ausgeht, diirfen wir als elementare Ubung dem Leser
iiberlassen.

Ziel ist nun die Einfiihrung des ,elementaren Integrals® i als lineare Abbil-
dung von € in R mit
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(a) i(Xa) = p(4) .
Durch diese Werte auf den erzeugenden Elementen von & wire natiirlich ¢

eindeutig bestimmt und
n

(b) h = E ay XAL,

v=1

miifite den Wert
n

(c) i(h) = Zl 1(Ay) ay

V=
erhalten. Dies kann nun nicht unmittelbar als Definition von ¢ dienen. Man
muf} zuvor die Unabhéngigkeit der rechten Seite von der speziellen Darstel-
lung von h als Linearkombination zeigen: Aus

n k
ZGVXAV = Z b.ﬂ»@)(B,C

vr=1 k=1

folgt

n k
Z WA ay = Z w(By) b -

v=1 k=1

Dies heif3t linear-algebraisch nichts anderes, als daf} eine lineare Relation zwi-
schen den erzeugenden Elementen, die eben keine Basis bilden, entsprechend
auch zwischen den zugedachten Werten gelten mufi. — Zum Beweis hat man
natiirlich die Additivitit von g und die Zerlegungseigenschaften der Inter-
valle heranzuziehen. Es ist nun bemerkenswert, dafl es geniigt, die folgende
Zerlegungseigenschaft zu verwenden, die von der speziellen eindimensionalen
Struktur, die man beim klassischen Zugang benutzt, weitgehend abstrahiert:

Sind A, (v = 1,2,---,n) beliebige Elemente aus S, so gibt es disjunkte
Cx (A = 1,2,---,0) in S derart, daf jedes A, (disjunkte) Vereinigung ge-
wisser, eben der in ihm enthaltenen, C) ist:

A, ={Cr:Cn C A}

Zum Beweis der oben hervorgehobenen linearen Relation bestimmt man nun
zu dem System Ay, As, -+, Ap, By, Ba, -+, By, zugehorige Cy, Ca, -+, Cy
geméf der eben notierten Zerlegungseigenschaft. Dann wird mit Benutzung
der Additivitdt von g und durch Umordnung

n n 12
) Y wuA)a =3 > weya = Y {uc) Y a).

v=1C\CA, A=1 A, DC\y

Nun ist aber aufgrund der vorausgesetzten Gleichheit der beiden Linearkom-
binationen charakteristischer Funktionen im Falle C\ # () gewif

Za,,z an.

A, DCy B, DCx
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Dies aber ergibt, indem man (%) entsprechend fiir die By,b, aufschreibt,
unmittelbar die Behauptung. ]

(Etwas weniger schreiben miifite man, wenn man vorweg — was offenbar moglich
ist — auf Zﬁzl bxXB, = 0 reduzierte.)

So ist also gezeigt: (c¢) fiir ein h aus € mit der Darstellung (b) definiert die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

i: € — R
mit (a).

Indem man — aufgrund der notierten Zerlegungseigenschaft — eine Darstellung (b)
mit disjunkten A, heranzieht, erkennt man unmittelbar die ,Positivitdt“ von i: Aus
h > 0 folgt i(h) > 0. Zusammen mit der Linearitéit hat man die ,,Monotonie*:
Aus k > h folgt i(k) > i(h).

Wir vermerken noch, dal, wenn h aus € ist, auch die Betragsfunktion |h| zu €
gehort. Vor allem notieren wir

li(h)] < i(lhl) ,
was sich mit +h < |h| unmittelbar aus der Monotonie ergibt.

Abschlieflend halten wir fest: Fir h und k aus € gehéren auch das Supremum, h V
k, und das Infimum, h A k, zu €. Das erkennt man entweder direkt mit gemeinsamer
disjunkter Beschreibung oder aus der Darstellung von Supremum und Infimum mit
Hilfe von Linearkombination und Betrag:

hVEk

1 1
hAk} = 5(h+k) £ §|h7k|.

1.4 Die Riemann-Darboux-Norm

Fiir den von uns zu beschreibenden einfachen Erweiterungsprozefl vom elementaren
Integral zum RIEMANN-Integral verwenden wir nun fiir die reellen Funktionen auf R
eine zugeordnete messende Grofle, nicht-negativ reell oder oo, die sich naturgeméfl
fiir f aus § aus der Majorisierung von | f| durch (nicht-negative) einfache Funktionen
und deren Integralwerten ergibt: Wir schreiben

Ifll = inf{i(h) che €, lf] < h}7
wobei wir hier und in dhnlichen Fillen stets
inf ) := oo

verabreden. Dies heifit also: Falls | f| durch eine Treppenfunktion majorisierbar ist,
also offenbar, falls f auBerhalb eines beschrinkten Intervalls [a, b] den Wert 0 hat
und im iibrigen beschriankt ist, soll
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b

Il = / ()| dx

(oberes DARBOUX-Integral des Betrages) sein, andernfalls || f|| = oo.

Wir notieren folgende Eigenschaften:

(0) I1I:§ — [0, oo],

1 ol = o,

2 I < 1AL+l + 1l = 11 < AT+ LRI+ 1,
3) lloc- fIl = led - FI (O - 00 = 0).

Speziell fir h € € gilt

(4) li(h)| < lIAll,

(5) 2]l = i(|hl).

Natiirlich sind diese Eigenschaften nicht unabhéngig: Aus (5) folgt sowohl (1) als
auch — mit den Integraleigenschaften — (4); ebenso folgt aus (3) die Eigenschaft
(1). Die gewihlte Notierung aller dieser Eigenschaften geschieht hier aus Riicksicht
auf spétere allgemeinere Fille, in denen eben (3) oder (5) nicht gelten.

(2) — fiir n € N — ist offenbar dquivalent zu dem Bestehen der beiden Eigen-
schaften

(2a) If+gll < I+ Ngll,

(2b) 11 < lgl = I£I < llgll,

zu Dreiecksungleichung und Monotonie.

Die sehr einfache Bestétigung von (0), (1), (5) und (4) bitten wir den Leser selbst
nachzuvollziehen. — Fiir den Beweis von (2) geniigt es, die rechte Seite der Be-
hauptung als endlich anzunehmen, das heifit aufgrund der gewohnten Verabredung
des Umgangs mit co, alle Summanden als endlich vorauszusetzen. Nach der Defini-
tion der von uns eingefiihrten ,, RIEMANN-DARBOUX-Norm“ gibt es dann zu jedem
e > 0 einfache Funktionen hi, hg, - - -, hy, die jeweils die Betrédge von fi, f2, - -,
fn majorisieren mit der zusétzlichen Eigenschaft, dafl die Summe ihrer elementa-
ren Integrale die Summe der Normen‘ von fi, fa, -+, fn, also die rechte Seite
der Behauptung, hochstens um ¢ iibertrifft. Nach Voraussetzung majorisiert nun
die Summe dieser einfachen Funktionen den Betrag von f. Nach der Definition der
RIEMANN-DARBOUX-Norm hat man also

Il < i(ha) +i(h2) + - +ilha) < AN+ 20l + - +I1fnll + &

Betrachtet man die dufleren Terme, so folgt wegen der Willkiir von € die Behaup-
tung. — Zum Beweis von (3) kann man sich auf @ # 0 beschrinken. Dann ist
unsere Formel mit der Bemerkung erkennbar, da8 h eine den Betrag von f majori-
sierende einfache Funktion genau dann ist, wenn dies entsprechend fiir |« - h| und
a- f gilt. O

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 15. Mai 2006, 15:32 Uhr

1.5 Prinzip stetiger Fortsetzung 11

1.5 Ein einfaches allgemeines Prinzip stetiger
Fortsetzung

Die Gewinnung des RIEMANN-Integrals aus dem elementaren Integral von einfa-
chen Funktionen (Treppenfunktionen) mittels der eben eingefithrten RIEMANN-
DARBOUX-Norm wollen wir nun sogleich in wesentlich verallgemeinerter Form no-
tieren. Wir benutzen dabei den Begriff der ,Pseudonorm“ — wir schreiben wieder
|| ]| — fiir einen R-Vektorraum, wieder bezeichnet mit §, und verlangen dafiir allein
die obigen Eigenschaften

(0) I 1I:& — [0, c0],

4] ol = o,

(2a) I +gll < IF1l+ llglls

®3) oo £l = lal-IfIl (0 - o0 :=0).

Wir sollten vermerken, dafl hier gegeniiber dem Begriff der ,Norm*, der dem Leser
vertraut sein wird, sowohl die Forderung endlicher Werte als auch die der ,,Defini-
theit, [|f] = 0 = f = 0, fehlen.

Die oben eingefiihrte RIEMANN-DARBOUX-Norm ist nur eine Pseudonorm. Sie ist
weder nur endlichwertig, weil es in § offenbar nicht durch einfache Funktionen
majorisierbare Funktionen gibt; noch ist sie definit: Man sieht dazu sofort ein, dafl
eine Treppenfunktion den Wert 0 der RIEMANN-DARBOUX-Norm genau dann erhélt,
wenn sie an hochstens endlich vielen Stellen von 0 verschiedene Werte hat.”

Wir notieren nun folgendes

*

Fortsetzungsprinzip: *

T sei ein R-Vektorraum mit der Pseudonorm || || und € ein Untervektorraum. Dann
ist 3, definiert als Menge der f aus §, fir die es ,approzimierende® Folgen (h»)
aus € mit

hn — fII — 0

gibt, ein € umfassender Untervektorraum. Ist weiter i eine lineare Abbildung von
¢ in R mit einer Abschitzung

lim)| < |n]
auf €, so gibt es eine eindeutig bestimmite lineare Abbildung © von J in R derart,
daf3 erstens © Fortsetzung von i ist und zweitens auf J der Abschitzung

[N < II£I
gentigt.

* Andere wichtige Pseudormen, die nicht Normen sind, ergeben sich etwa durch
die Totalvariation, die Abbildungsnorm, die Supremumsnorm und das ,Integral

des Betrages".
** Ohne Mehraufwand kénnte man entsprechend gleich allgemeiner betrachten:

K € {R,C}, 81 K-NVR, B> K-BR (beide nicht-trivial (# {0} ), Normen mit | |
bezeichnet)

R nicht-leere Menge, §:= (R, B1) als K-VR (mit punktweise definierten Vek-
torraumoperationen), € UR von § und i : € — B linear mit

li(h)| < ||h| fir he €.
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Offenbar gilt
J={feg:Ve>03hee|f-h|<e}=2c

Zum Beweis des Fortsetzungprinzips ist zunéchst zu zeigen, dal J, das natiirlich
¢ umfafit, R-Vektorraum ist. Dazu betrachtet man zwei Elemente f und g aus J
und ein « aus R. Zu f und g wihlt man (approximierende) Folgen (h,) und (ky)
in € mit |k, — f|| — Ound ||[kn — g]| — 0. Die entsprechenden Eigenschaf-
ten der Pseudonorm, im ersten Falle die Homogenitét (3), im zweiten Falle die
Dreiecksungleichung (2a), ergeben dann unmittelbar

lahn = afl — 0, [(hn+ke) = (f+9)l — 0.

Hieraus liest man die erste Behauptung ab.

Nun zur Fortsetzung von 4. Zunéchst ist klar: Falls ein 7 mit den genannten Eigen-
schaften existiert, so muf} fiir ein f aus J und eine dann existierende approximie-
rende Folge (hy,) aus €

[i(f) = i(hn)| = [a(f) = 2(hn)| = [2(f = hn)| < |If = hall — O,

also i(hn) — 7(f) gelten. Damit erkennt man zunichst die Eindeutigkeit. Anderer-
seits ist die Definition von 7 nun zwangsldufig: Ist (h,) eine approximierende Folge
fiir f, so ergibt die Dreiecksungleichung

[i(hn) = i(hm)] < llhn = hun| < 11 = nll 4 1 = B

Die Folge der ,Integralwerte’ i(f,) ist also CAUCHY-Folge in R, besitzt also einen
Grenzwert. Dieser ist nun von der Auswahl der approximierenden Folge zu f un-
abhingig. Hat man niamlich (k) als eine zweite approximierende Folge zum gleichen
f, so ist auch die gemischte Folge h1, k1, ha, ka2, - - - offenbar approximierende Folge
zu f und so die Folge der ,Integralwerte‘ konvergent; die beiden interessierenden
Teilfolgen i(h,) und i(k») haben daher den gleichen Grenzwert. Der nun als nur
von f abhéngend erkannte Grenzwert der ,Integralwerte' approximierender Folgen
kann also mit 7(f) bezeichnet werden. — Die Betrachtung konstanter Folgen zeigt,
daBl 7 Fortsetzung von i ist. Die Linearitéit von 7 ergibt sich in naheliegender Wei-
se im Anschlu an die Uberlegungen zur Vektorraum-Eigenschaft von J. Bei der
Summe zum Beispiel war (h, + kn) approximierende Folge zu f + ¢ und die Folge
der ,Integralwerte‘, wegen der Linearitét von ¢ also i(hn) + i(kn), konvergiert nach
Definition einerseits gegen 7( f) +7(g), andererseits gegen 7(f 4 g). — Ahnlich ergibt
sich schliellich die behauptete verallgemeinerte Abschétzung: Wieder wird eine ap-
proximierende Folge (hn) zu f verwendet. Man hat sowohl i(h,) — #(f) als auch
[[hnll = |If]l, letzteres aus der bekannten Folgerung aus der Dreiecksungleichung

LA = onll | < 11 = Ball (50 =00 = 0).
So folgt also aus der vorausgesetzten Abschitzung in €,
[itha)] <l

die letzte Behauptung durch Grenziibergang. |
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Naturgemaf stellt sich die Frage, ob es sinnvoll ist, diesen Fortsetzungsprozef zu
iterieren, also fiir J und 7 an Stelle von € und ¢ erneut durchzufiihren. Diese Frage
beantwortet sich durch die Feststellung:

Hat man ||fn — f|| — O fir fn aus J und f aus §, so ist f aus T und es gilt
o fn) — 2S)-

Hierzu verwendet man, was nach Definition von J méglich ist, zu den f, aus J
jewells g, aus € mit ||gn— frn|| — 0und hat sofort aufgrund der Dreiecksungleichung
[lf —gnll — 0, also f aus J. Die Aussage iiber die Werte von 7 ergibt sich dann aus
der Abschétzung durch die Pseudonorm in Verbindung mit der Linearitét. O

1.6 Das Riemann-Integral als stetige Fortsetzung

Wie der Leser unmittelbar bestétigen wird, haben wir die Voraussetzungen des
eben formulierten Fortsetzungsprinzips durch Abstraktion aus dem Sachverhalt im
Zusammenhang mit der RIEMANN-DARBOUX-Norm gewonnen. Unser Fortsetzungs-
prozefl kann mithin direkt auf § als die reellen Funktionen auf R, & als die Trep-
penfunktionen, i als das elementare Integral und die RIEMANN-DARBOUX-Norm || ||
angewendet werden. Wir bezeichnen nun die Funktionen aus dem damit erhaltenen
Unterraum J von § als ,, RIEMANN-integrierbar“ und das gewonnene 7 als das auf
diesen Funktionen definierte ,, RIEMANN-Integral. Wir schreiben dann fiir f aus J
auch

() = [ 1@

Uberdies wollen wir vereinbaren, der Einfachheit halber statt 7 auch wieder i zu
schreiben.

Die mit der Linearitit von ¢ auf J gegebenen ,,Rechenregeln“ in gewohnter Notie-
rung aufzuschreiben, kénnen wir dem Leser iiberlassen.

Uber die im Fortsetzungsprinzip abstrahierten Eigenschaften hinaus wollen wir jetzt
Folgerungen aus der speziellen Struktur von § als Funktionenraum, von € als den
Treppenfunktionen mit speziellem Bezug zum Intervallsystem S und insbesondere
aus der Monotonieeigenschaft (2b) behandeln. Sei zunéchst f aus J und (hy) eine
approximierende Folge in €, so sind auch die |h,| in €. Man hat nun

|15l = 11| < 1 =l
Daraus folgt mit (2b)
[Hn] = [£H] < 1 = Pl -
Dabher strebt auch die linke Seite gegen 0, und man kann notieren:

Ist f RIEMANN-integrierbar, so auch }f| . Supremum und Infimum endlich vieler
RIEMANN-integrierbarer Funktionen sind wieder RIEMANN-integrierbar.

Wegen der letzten Aussage erinnern wir noch einmal an die Darstellung von Supre-
mum und Infimum von zwei Funktionen durch Linearkombinationen und Betrag.
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Ergénzend zur ersten Aussage bemerken wir, da nun auch fiir beliebiges integrier-
bares f die Eigenschaften (4) und (5), also

‘ / f(z)dz

gelten. Hier ist nur das letzte ,=° noch zu zeigen. Es ergibt sich in gewohnter
Weise durch Grenziibergang aus der entsprechenden Gleichung in ¢ im Anschlufl
an die gerade durchgefiihrte Uberlegung zur Integrierbarkeit von } f ‘ . Unmittelbare
Konsequenz ist:

< /}f(r)}dfﬂ = 1If]

i st auch auf J positiv und monoton.

Fir f < g in 7 gilt also:
/f(ﬂc)dz < /g(m)dx.

Gangz #hnlich verliuft nun die folgende Uberlegung.

Ist f in €, also Treppenfunktion, und A ein beliebiges (hier auch nicht notwendig
beschrénktes) Intervall, so ist auch das Produkt X f offenbar in €. Dies iibertrigt
sich wieder auf f in J:

Ist f integrierbar und A beliebiges Intervall, so ist X o f integrierbar.

Den Beweis fithrt man, indem man eine approximierende Folge (hy,) in € und die
Ungleichung

Xaf —Xahn

< |f = hal
verwendet.

Ist speziell A = [a, b], so schreiben wir:

b
i(Xaf) =: /f(x)dac.

Da Abidnderung an endlich vielen Stellen als Addition einer Treppenfunktion mit
dem Integralwert O interpretiert werden kann, bleibt die linke Seite unverdndert,
wenn man einen oder beide Endpunkte von A wegléft. Die entsprechende Gleichung
gilt also auch fiir beliebige Intervalle mit den Endpunkten a und b. Der Leser wird
leicht bestitigen, dafl die aus dem klassischen Zugang’ vertraute Formel

b c ¢
a/f(x)dx + b/f(x)dac = a/f(x)dac

fiir a < b < ¢ sich hier als unmittelbare Konsequenz daraus ergibt, da§ die charak-
teristische Funktion einer disjunkten Vereinigung die Summe der charakteristischen
Funktionen der einzelnen Mengen und 4 lineare Abbildung ist.

Vielfach wird man Funktionen zu betrachten haben, die nicht sofort auf ganz R
definiert sind, und deren Verhalten innerhalb eines im Definitionsbereich liegenden
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Intervalls beschreiben wollen. Sei genauer R D D D A, A Intervall und f auf
D definierte reelle Funktion. Man erkldrt dann naturgeméfl fA in § so, dafl man
f(z) :== f(z) in D und f(z) := 0 fiir z auBerhalb D setzt. Dann kann man sagen:
f heifit ,iber A RIEMANN-integrierbar, wenn XAJ? RIEMANN-integrierbar ist. Die
zuvor eingefithrten Bezeichnungen wird man, falls A Intervall mit den Endpunkten
a und b ist, sinngemé&f iibertragen:

i(Xaf) = /bf(w)dloc~

Wir sind es dem Leser nun noch schuldig, deutlich zu machen, daf§ fiir eine aufler-
halb eines Intervalls [a, b] verschwindende Funktion f die RIEMANN-Integrierbarkeit
gemifB unserer Darstellung und diejenige nach dem klassischen Zugang (beliebig
genaue EinschlieBung in Untersumme und Obersumme) — und die zugehérigen In-
tegrale — iibereinstimmen. Dies ist nicht mehr als eine einfache Ubungsaufgabe,
deren Durchfithrung wir hier aber darstellen wollen:

Wir gehen aus von der folgenden Zwischenbehauptung: Sei ¢ > 0. Dann ist die
Existenz von auflerhalb [a, b] verschwindenden Treppenfunktionen g, h mit

(x) g<S<h, [(he)—g(e))do < 2

dquivalent zur Existenz einer nicht notwendig aufierhalb [a, b] verschwindenden
Treppenfunktion fo mit

) If = foll <e
Gehen wir zum Beweis von (x) aus, so werden wir
() fo = 3(h+g)

setzen und offenbar L

|f*f0| < i(h*!])
erhalten. Da die Treppenfunktion rechts einen Integralwert kleiner als ¢ hat, lie-
fert dies nach Definition der RIEMANN-DARBOUX-Norm gerade die Aussage (+).
Ist umgekehrt (4) mit einer beliebigen Treppenfunktion fo gegeben, so kann man
wegen

)f_X[a,b]fO} < |f = fol

zunichst schon fo als auBlerhalb [a, b] verschwindend annehmen. Dann bedeutet
(4) nach Definition eine Abschétzung

b
|f = fo] <k, /k(m)dx <e,

wobei man die Treppenfunktion k offenbar als aufierhalb [a, b] verschwindend
wiéhlen kann. Mit

g:=fo—k, h:=fo+k
hat man dann offenbar wieder (x).

Da nun die Existenz von g und h mit (x) und andererseits von fo mit (+) zu
beliebigem € > 0 die beiden Definitionen von Integrierbarkeit liefern, ist damit
deren Aquivalenz gezeigt.
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Die Ubereinstimmung der Integralwerte ergibt sich so: Einerseits liefert (x) fiir (x)
innerhalb der klassischen Einfithrung

b b
/f(a:) dr — /fo($)dx < g,
andererseits (+) innerhalb des von uns dargestellten Zugangs

< e€.

b
() - / folw) de

Daraus ist wieder die Gleichheit ablesbar. |

1.7 Integralnormen, Nullfunktionen und Nullmengen

Unsere RIEMANN-DARBOUX-Norm ist auf dem R-Vektorraum der reellwertigen
Funktionen auf R nicht nur eine Pseudonorm, sondern zugleich geméf (2b) noch
monoton. Wir bezeichnen allgemein eine derart monotone Pseudonorm auf einem
Funktionenraum als ,Integralnorm“. Indem wir den Funktionenraum wieder mit §
bezeichnen, gehen wir dafiir also von den oben notierten Eigenschaften

(0) I 1I: & — [0, o],

m ol = o,

) (| < Al + 18]+ 4 ] = 11 < IAT+I20+ -+ 1 £all,
®3) lac- £l = [af Il (000 = 0)

aus.

Wir werden spéiter auch auf die Homogenitiit (3) verzichten. Auch dann noch werden
wir von einer (verallgemeinerten) , Integralnorm* sprechen und die hier zunichst
betrachteten genauer als ,homogene Integralnormen® bezeichnen.

Im folgenden wollen wir nun sogleich fiir irgendeine (homogene) Integralnorm auf
unserem Raum § der reellwertigen Funktionen auf R einige einfache Bezeichnungen
und Zusammenhénge notieren.

Zunéchst nennen wir ,Nullfunktion® (zu der gegebenen Integralnorm || ||) eine
Funktion f mit [|f|| = 0. Die Menge der Nullfunktionen ist erkennbar ein Un-
tervektorraum von §. Zudem sind offenbar der Betrag einer Nullfunktion und eine
betragsméfig durch eine Nullfunktion majorisierte Funktion wieder Nullfunktionen.
Damit hat man dies entsprechend fiir Supremum und Infimum von endlich vielen
Nullfunktionen.

Es ist uns nun vertraut, Mengen M innerhalb von R durch ihre charakteristischen
Funktionen Xy zu beschreiben. So liegt es nahe, eine Menge M in R als ,Nullmen-
ge“ (wieder: beziiglich der gegebenen Integralnorm) zu bezeichnen, wenn eben Xar
Nullfunktion ist: ||Xas]| = 0. Man hat dann sofort: Lifit sich eine Menge durch eine
Vereinigung endlich vieler Nullmengen tberdecken, so ist sie selbst eine Nullmenge.
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Wie wir sofort sehen werden, treten oft Mengen auf, die moglicherweise selbst nicht
Nullmengen sind, sich aber durch abzdhlbar viele Nullmengen iiberdecken und da-
mit auch als Vereinigung abzahlbar vieler Nullmengen darstellen lassen. Fiir solche
Mengen verwenden wir die Bezeichnung ,,Null-x-Mengen®. (Die in diesem Zusam-
menhang gelegentlich verwendete Bezeichnung ,,abzéhlbare Nullmenge® ist ja doch
wohl stark mifiverstéindlich.)

Fiir eine Funktion f aus § bezeichnen wir
Trf:={zeR: f(x) #0}

als ihre , Tragermenge“ oder kurz auch den ,, Trdager® von f. Von Interesse sind nun
vielfach Aussagen iiber Funktionen und ihre Trigermengen im Zusammenhang mit
Nullfunktionen und Nullmengen:

(i) Ist eine Funktion beschrinkt und ihr Triger Nullmenge, so ist die Funktion
Nullfunktion.

(i) Ist eine Funktion Nullfunktion und der Betrag der Funktion auf ihrem Triger
positiv nach unten beschrinkt, so ist der Trdager Nullmenge.

(iii) Der Trager jeder Nullfunktion ist Null-x-Menge.

Zum Beweis von (i) sei ¢ aus R und }f| < c¢. Dann hat man mit
[f] < e Xory

durch Anwendung der Integralnorm die Behauptung. — Fiir (ii) sei mit ¢ > 0 fiir
alle z in Tr f jetzt {f(x)} > ¢ . Dann hat man

1
Xyy < z |f],
also in gleicher Weise die Behauptung. — Fiir (iii) wird man zu ¢ > 0
M. = [}f| ZC] = {xe]R s f()| > c}

einfithren. Dann sind die Funktionen Xz, f, weil betraglich durch |f‘ majorisiert,
Nullfunktionen. Andererseits ist auf sie (ii) anwendbar. So sind die M. Nullmengen,
und offenbar ist Tr f die Vereinigungsmenge der abzihlbar vielen Mengen M /,, . O

Der Leser sollte sich klar machen, dafl die Umkehrung zu (iii) im allgemeinen
nicht gilt. Hier sei auf die Ubungsaufgaben verwiesen, in denen unter anderem
speziell im Zusammenhang mit der RIEMANN-DARBOUX-Norm und der RIEMANN-
Integrierbarkeit diese und verwandte Fragen geklért werden.

Die eben geschilderten Uberlegungen bezogen sich auf eine beliebige Integralnorm
auf unserem §, wobei der Leser noch die Verallgemeinerungsmoglichkeit auf an-
dere Definitionsmengen anstatt R und sogar auf Funktionen mit Werten in einem
normierten Vektorraum unschwer bestétigen wird. Demgegeniiber wollen wir im
folgenden einige ganz speziell auf die RIEMANN-DARBOUX-Norm bezogene einfache
Feststellungen notieren.
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(a) M st eine Nullmenge genau dann, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele
offene Intervalle Ay, Az, ---, An gibt mit

n

M C LnJ Ay, Y (A <e.

v=1 v=1

(B) Ist N eine Null-x-Menge, so gibt es zu jedem € > 0 abzdhlbar viele offene
Intervalle Ay, Az, -+ mit

N C UA,,, iu(z‘lu) <e.
v=1

(v) Jede endliche Menge ist eine Nullmenge.
(6) Jede abzihlbare Menge ist eine Null-x-Menge.
(e) FEin Intervall mit Endpunkten a < b ist nicht Null-+-Menge.

(n) Andert man eine RIEMANN-integrierbare Funktion f an den Punkten einer
Nullmenge M so ab, dafy die gednderte Funktion f wieder beschrdnkt ist, so
ist auch f integrierbar mit gleichem Integralwert.

Zu (a): Sei M Nullmenge und ¢ > 0. Dann gibt es h aus € mit

Xu < h, i(h) <e.

{3

Xu <k <h, aso ik)<e.

Wir setzen dann

und haben immer noch

k ist charakteristische Funktion einer endlichen disjunkten Vereinigung von Inter-
vallen. Durch entsprechend kleine Vergroflerung zu offenen Intervallen erhélt man

so eine Uberdeckung der gewiinschten Art zu e. — Umgekehrt wihlt man einfach
n
h = Z Xa,
v=1

und hat die Existenz von h € € mit
X}u < h, l(h) < €.
Dies fiir jedes ¢ > 0 erweist M als Nullmenge.

Zu (B): Sei

Nc N
k=1
mit Nullmengen N, und € > 0. Dann wahlt man zu jedem & offene Intervalliiber-
deckungen
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N, C A, Awv) < 5=
W e L) < 3
und hat so - -
NclJ UAw DD mAw) <e
k=1lv=1 r=1lv=1

Zu () und (8): Hier ist nur () zu zeigen, was aber von den Treppenfunktionen
her bekannt ist.

Zu (¢): Es geniigt, ein abgeschlossenes Intervall [a, b] mit a < b zu betrachten.
Wir nehmen eine offene Intervalliiberdeckung

oo

[a, b} C U A,

v=1

an. Dann geniigen nach dem Uberdeckungssatz von HEINE-BOREL (Kompaktheit)
endlich viele:

la, b] C L’,_LJAU‘

v=1
So hat man
Xiayg < D Xay,
v=1

also durch Anwendung von i

b—a < iu(flu)-

v=1

Dies zeigt, daf8 es fiir ¢ < b — a keine entsprechende Uberdeckung gibt: [a, b] ist
nicht Null-+-Menge.

Zu (n): Hierzu ist nur zu bemerken, dafl nach der oben notierten Feststellung (i)
die Funktion f — f Nullfunktion ist. O

1.8 Andere geeignete Integralnormen

Der Leser wird sich an den Ausgangspunkt unserer Gedanken zur Einfithrung des
RIEMANN-Integrals erinnern: Ein Hauptziel war, die diesbeziiglichen Methoden und
Beweise — ohne Abstriche an Einfachheit fiir den speziellen Fall — moglichst weit
verallgemeinerungsfahig zu formulieren. Dies ist uns in grofem Umfang gelungen.
Vieles Dargestellte basierte nur darauf, dafl einerseits die RIEMANN-DARBOUX-
Norm eine Integralnorm, also eine monotone Pseudonorm, auf unserem § ist und
andererseits fiir eine Fortsetzung des elementaren Integrals i ,geeignet® ist: Es gilt
die Abschétzung (4),
ji()] < IIn]
fiir h aus €.
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In Fortfithrung dieses Gedankens wollen wir nun in den folgenden Abschnitten
andere Integralbegriffe einfach mit Verwendung anderer geeigneter Integralnormen
gewinnen.

So werden wir einmal das RIEMANN-Integral ausdehnen, indem wir von der For-
derung beschriankter Funktionen auf beschranktem Triger abgehen, und eine wei-
te Klasse ,uneigentlich (absolut konvergent) RIEMANN-integrierbarer Funktionen
erhalten. Dies geschieht in einfacher und natiirlicher Weise: Man geht von der
RIEMANN-DARBOUX-Norm || || aus und definiert fiir f aus §

£l := sup{ IR A[f|Il - he €, h>0}.

Wir bezeichnen dies auch als die der RIEMANN-DARBOUX-Norm zugeordnete ,lo-
kale“ Integralnorm.

Weiter wollen wir auf d&hnliche Weise das ,LEBESGUE-Integral‘ gewinnen, das wegen
seiner besonderen Eigenschaften in Verbindung mit Grenzprozessen fiir die Analy-
sis, ihre Nebengebiete und Anwendungen weitgehend unverzichtbar ist. Die dieses
Integral erzeugende geeignete Integralnorm erhalten wir auf folgende Weise:

Wir betrachten aufsteigende Folgen nicht-negativer Treppenfunktionen, deren Su-
premum | f | majorisiert und bilden fiir jede solche Folge das Supremum der zu-
gehorigen Integralwerte. Dann wird man versuchen, hierbei moglichst kleine Werte
dieses Supremums zu erreichen. So erhélt man die ,, LEBESGUE-Norm “ mit der De-
finition

Ifllg = inf{supi(hn): hn € €,0<h;1 <hy <---<sup h, > |f‘}

Eine dritte, sehr einfache, aber auch nicht sehr weit fithrende, Moglichkeit wird
vielen Lesern bekannt sein:

Wenn man sich auf ein Intervall [a, b] (a < b) als gemeinsamen Definitionsbereich
an Stelle von R beschriankt, so kann auf den dort definierten Funktionen

Il = (b—a)-sup { [f(@)| : = € [a, 8] }

gewahlt werden. Diese Integralnorm erweist sich als geeignet zur Fortsetzung des
elementaren Integrals von Treppenfunktionen auf [a, b]. Man erhélt die Integrale
der sogenannten ,Regelfunktionen auf [a, b].

Unsere Leser werden schon an dieser Stelle sehen, daf§ es recht einfach ist, im ersten
und vor allem im dritten Falle das Vorliegen einer ,geeigneten Integralnorm‘ zu er-
kennen, wihrend im Falle der LEBESGUE-Norm gewisse Zusatziiberlegungen erfor-
derlich sind. Wir verschieben jedoch diese Uberlegungen auf den Zusammenhang
der jeweiligen folgenden Abschnitte.

Vorwegnehmen mochten wir jedoch eine einfache Betrachtungsweise, die einen Ver-
gleich verschiedener Integralerweiterungen ermoglicht:

Vergleichsprinzip:

Es seien || ||, und || ||, auf § definierte Integralnormen. || ||, sei iberdies fir die
Fortsetzung von i auf € geeignet. Schlieflich gelte fiir f aus §
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1l < Ay -
Dann ist offenbar auch || ||, eine geeignete Integralnorm. Bezeichnet man die

Rdaume der zugehdrigen integrierbaren Funktionen mit J1 und J2, ebenso die er-
haltenen Integralfortsetzungen mit i1 und iz, so gelten

J1 C J2

und dariber hinaus: iz ist Fortsetzung von i1 .

Hat man nédmlich f aus J; und eine zugehérige approximierende Folge (h,) aus €,
so erhélt man
th - f“g < Hh" - f”l — 0.

Dies zeigt: h, ist auch approximierende Folge beziiglich || [|,. So hat man, was
zunichst zu zeigen war, f aus J2. Andererseits konvergiert die Folge der Integral-
werte i(hy,) sowohl gegen 41 (f) als auch gegen i2(f), was die zweite Behauptung
ergibt. O

Dies Prinzip wird unten unmittelbar erkennen lassen, dal das LEBESGUE-Integral
das angegebene uneigentliche RIEMANN-Integral und dies wiederum das ,eigentliche’
RIEMANN-Integral fortsetzt. Bei Beschrinkung auf die Funktionen auf [a, b] wird
sich zudem noch das Integral von Regelfunktionen als Einschréankung des RIEMANN-
Integrals erweisen.

Das Vergleichsprinzip haben wir hier in einer den spiteren Anwendungen nahen
Formulierung notiert. Man bemerkt natiirlich sofort, daf es allgemein im Rahmen
einer Fortsetzung mit geeigneten Pseudonormen gilt.

1.9 Integral von Regelfunktionen

Bei der ersten Einfiihrung in die Analysis, deren Schwerpunkte die Rechenmetho-
den der Differential- und Integralrechnung darstellen, ist man oftmals bestrebt,
moglichst rasch zu einer Integraldefinition fiir eine Klasse von Funktionen zu gelan-
gen, die wenigstens die wichtigsten umfafit. Hier verwendet man oft die Idee, das
elementare Integral von Treppenfunktionen durch gleichméfige Konvergenz auf ei-
nem kompakten Intervall fortzusetzen. Dies ist im Grunde das einfachste Beispiel
fiir die von uns vielfiltig verwendete Methodik.

Man muf} sich dazu beschrinken auf ein Intervall [a, b] mit @ < b, die dort de-
finierten reellwertigen Funktionen Fla, b], die dort definierten Treppenfunktionen
€[a, b] und deren elementares Integral, das wir wieder ¢ nennen. Dann liefert

11, = (b—a)-sup { |f@)] : = € [a, 8] }

eine geeignete Integralnorm, die iiberdies definit ist und auf den beschriankten Funk-
tionen eine Norm wird. (Der Leser moge dies, wenn nétig, iibungshalber bestétigen.)
In diesem Falle sind die erzeugten integrierbaren Funktionen — wir bezeichnen
den Vektorraum mit J,, wobei wir die Notierung der Abhéngigkeit vom Intervall
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hier und im folgenden oft fortlassen — die gleichméfligen Limites von Treppen-
funktionen. Diese integrierbaren Funktionen lassen sich auch durch die Eigenschaft
kennzeichnen, daf8 an jeder Stelle von [a, b], soweit sinnvoll, die rechtsseitigen und
linksseitigen Limites existieren. Fiir Leser, denen dies nicht vertraut ist, haben wir
den Sachverhalt in den Ubungen noch einmal formuliert und dazu eine Anleitung
gegeben.

Wir bestédtigen nun unmittelbar, da8 fiir eine beschrinkte Funktion f auf [a, b]

b

fuunm»zw—@~wp{wun:xe[%m}

gilt. So hat man im Vergleich zur RIEMANN-DARBOUX-Norm, sinngeméif einge-
schriinkt auf Funktionen iiber [a, b], die Ungleichung

I < Ul -

Unser zuvor festgehaltenes Vergleichsprinzip 148t also erkennen:

Das RIEMANN-Integral fiir Funktionen auf [a, b] ist eine Fortsetzung des eben ge-
schilderten Integrals von Regelfunktionen.

An dieser Stelle sollten wir auf einen gravierenden Nachteil dieses Integralbegriffs
hinweisen: Es ist keine sinnvolle Ubertragung ins Mehrdimensionale méglich ist.
Hierbei wiirde schon im Zweidimensionalen eine so einfache Funktion wie die cha-
rakteristische Funktion der Einheitskreisscheibe nicht mehr integrierbar sein. Wir
verweisen wieder auf eine einschligige Ubungsaufgabe.

1.10 Uneigentliches Riemann-Integral

Unsere Leser werden schon aus ihrem ersten Kontakt mit der Analysis, und zwar
im Anschlufl an die elementare Integralrechnung, den Wunsch kennen, von der Be-
schriankung auf Integrale nur fiir beschriankte Funktionen mit beschranktem Trager
abzugehen. So mochte man doch etwa

1
/ dx .7
V1-—2z2 2
0
schreiben, obwohl hier die Funktion bei 1 nicht beschrénkt ist, oder

=)

/da; _m
1+2z° 2

0

notieren kénnen, auch wenn es sich hier um eine Funktion mit nicht beschrianktem
Trager handelt. Anschaulich m6chte man so auch gewissen unbeschrankten Fldchen
einen ,Inhalt‘ zuordnen. Der Leser weif3 sicher auch, dal man hier und in #hnlichen
Fillen analytisch streng die Limes-Definitionen
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1 1—¢
/ dx — lim / dx
J Vi—az2 = elo J VI—a?’
oo T
/ dzx . / dx
— = lim 5
1+ T—oo ) 142
0 0

gibt. Auf Derartiges beschrinken sich nun fast alle einfiihrenden Darstellungen.
Es wird eben nur dem RIEMANN-Integral in bestimmten einfachen Fillen noch ein
Limesprozefl aufgesetzt. Bei mehreren ,Singularititen‘ hat man schon Definitions-
und Bezeichnungsschwierigkeiten, so dafl dann auch nicht einmal Summen mehre-
rer solcher Funktionen mit verschiedenen Singularitidten einfach betrachtet werden
konnen.

Wir werden nun im folgenden zeigen, dafl die oben schon notierte einfache (loka-
le) Modifikation der RIEMANN-DARBOUX-Norm geméif der von uns geschilderten
allgemeinen Methodik in ganz natiirlicher Weise eine Fortsetzung des RIEMANN-
Integrals liefert, die weitgehenden Wiinschen nach Einbeziehung von Funktionen oh-
ne Schranken und ohne beschrinkten Triger gerecht wird. Nur eine Einschrankung
gilt dabei: Nicht alle Limites der oben besprochenen Art werden einzuordnen sein,
sondern genau nur solche, bei denen der entsprechende Grenzwert auch existiert,
wenn man die Funktion durch ihren Betrag ersetzt. Dies ist aber eine ganz na-
turgeméfle Einschrinkung. Denn, wenn man sie fallen liele, wiirden entsprechen-
de Limites bei verschiedenartiger Durchfiihrung eines Grenziibergangs verschieden
ausfallen kénnen. Dies entspricht dem bekannten Sachverhalt, dafl eine nicht ab-
solut, sondern nur bedingt konvergente Reihe bei Umordnung eine andere Reihen-
summe erhalten oder auch divergent werden kann. Wir verweisen wieder auf eine
Ubungsaufgabe hierzu.

Wir gehen nun aus von der RIEMANN-DARBOUX-Norm, die wir hier mit || ||, be-
zeichnen wollen. Ist f beschrinkt mit beschrinktem Triger und [a, b] ein endliches
Intervall, das Tr f enthélt, so wird also

b

\mu:/ummw

Fiir die Gewinnung des normalen oder ,eigentlichen‘ RIEMANN-Integrals hatten wir
nun einfach Funktionen, die nicht beschriankt mit beschrinktem Triger sind, den
Wert ||f||z := oo zugeordnet. Hier gehen wir etwas anpassungsfihiger vor und
betrachten bei beliebigem f aus § die ,Beschneidungen‘ h A { f | der Betragsfunk-
tion durch nicht-negative Treppenfunktionen h — wir schreiben h € ¢ —, die
natiirlich beschrankt mit beschrianktem Triger sind. So liegt es nahe, fiirs Folgende

11 o= sup { n A [f], 5 heet}
einzufithren. Wir stellen fest:

|||l ist eine Integralnorm auf §. Fir beschrinkte Funktionen f mit beschrinktem
Triger, also speziell fiir Treppenfunktionen und auch fir eigentlich® RIEMANN-
integrierbare Funktionen, gilt:
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11 = 1fllg -
Damit ist also || || eine fiir die Fortsetzung des elementaren Integrals von Treppen-
funktionen geeignete Integralnorm. Man hat fiir alle f aus §

1A < 1/l -

Wir bestiitigen zum Beweise zunichst die letzte Aussage mit dem Hinweis auf die
Monotonie von || ||z. Dann ergibt sich die zweite Behauptung mit der Bemerkung,
daB es in diesem Fall ein h aus €' mit h A |f| = |f| gibt. Damit sind die Ei-
genschaften (1) und (4) unmittelbar gegeben. Fiir (2) verwendet man, daf eine
Ungleichung

[£] < 1fa] + -+ |fal

die entsprechende Ungleichung fiir die ,Beschneidungen®,
WALEL < BALR] 4o+ hal g,

mit beliebigem h aus €T nach sich zieht. Man wendet hierauf die ,Subadditivitat®,
also (2), von || || an und erhélt, indem man zuerst rechts und dann links zu den
Suprema iibergeht, die Subadditivitét (2) fiir || ||. Die ,Homogenitét‘ (3) folgt mit
Beachtung von

(|| R)Alaf| = |a|(ha]f])- O

Nach diesen Feststellungen ist unser Fortsetzungsprinzip anwendbar. Wir bezeich-
nen die Funktionen des so erhaltenen R-Vektorraumes J als ,,uneigentlich RIEMANN-
integrierbar®, wobei wir, falls mifiverstindlich, ,absolut konvergent“ hinzusetzen.
Entsprechend wird 7, das wir auch hier weiterhin mit 7 bezeichnen, ,uneigent-
liches RIEMANN-Integral“ genannt. Die Bezeichnung ist zuléssig; denn nach der
letzten Ungleichung oben ist das Vergleichsprinzip anwendbar:

Das uneigentliche RIEMANN-Integral ist Fortsetzung des ,eigentlichen’ RIEMANN-
Integrals.

Wir bezeichnen in diesem Zusammenhang die Menge der eigentlich RIEMANN-
integrierbaren Funktionen mit Jr und schliefen sogleich die Feststellung an:

Jr =3N3%s,

wobei wir hier und im folgenden mit §; den Unterraum von § der beschrankten
Funktionen mit beschrinktem Triger bezeichnen. Zum Beweis ist ,C¢ klar. Sei
andererseits f im Durchschnitt von J und §» und (h,) eine approximierende
Folge in € beziiglich || ||, so sind h, — f in §p, also aufgrund einer oben notierten
Feststellung

I = fllg = lha = fIl — 0,

was f € Jr zeigt. O

Auch fiir unsere uneigentlich RIEMANN-integrierbaren Funktionen werden wir gele-
gentlich

iuv::/fqu::jf@wx
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schreiben, wobei fiir die letzte Bezeichnung angenommen wird, daf§ der Tréger von
f in einem (beliebigen) Intervall mit den Grenzen a, b mit —oo < a < b < +o0 liegt.
Dariiber hinaus werden wir wieder fiir Funktionen f, deren Definitionsbereich ein

solches Intervall umfaft,
b
/f(r)dz = z(f)

erkldren, wenn f die Einschriankung der Funktion f auf das betrachtete Intervall
auflerhalb des Intervalls mit den Werten 0 fortsetzt und diese Funktion uneigentlich
RIEMANN-integrierbar ist.

Zusammenfassend wollen wir im folgenden die Grundeigenschaften des gewonne-
nen uneigentlichen RIEMANN-Integrals festhalten. Sie ergeben sich aufgrund der
Integralnorm-Eigenschaft, die die Monotonie einschliet, und der Beziehung der
Treppenfunktionen zu den Intervallen vollstéindig im Rahmen der Uberlegungen,
wie wir sie im Hinblick auf Verallgemeinerungen schon oben bei der Behandlung
des eigentlichen RIEMANN-Integrals durchgefiihrt haben:

Das wuneigentliche RIEMANN-Integral i stellt eine lineare Abbildung des R-
Vektorraumes J in R dar. Ist die Funktion f uneigentlich RIEMANN-integrierbar, so
auch |f‘ und, falls A (auch unbeschrinktes) Intervall ist, auch Xaf. J ist wieder
abgeschlossen gegeniber Bildung endlicher Suprema und Infima. Fir f aus J gilt
ebenfalls

Il = i(f]) < oo.

Daher ist auch das uneigentliche RIEMANN-Integral positiv und monoton.

Sehr niitzlich ist oft die Bemerkung, dafi man zur Gewinnung unserer Integral-
norm nicht die Beschneidungen mit sdmtlichen nicht-negativen Treppenfunktionen
h heranzuziehen braucht. Wegen der Monotonie der RIEMANN-DARBOUX-Norm
geniigt es offenbar, Teilmengen MM von €T zu betrachten, die zu jeder beliebigen
Funktion aus @* eine majorisierende enthalten. Wir bezeichnen solche Mengen
I nicht-negativer Treppenfunktionen als ,majorisierende Mengen“. Eine spezielle
Rolle werden abz&hlbare majorisierende Mengen spielen, die durch geeignete nicht-
fallende Folgen gegeben sind. In diesem Falle sprechen wir von ,majorisierenden
Folgen“. Héaufig benutzt wird die offenbar majorisierende Folge der Funktionen

hn, = nX[,nvn] .
Fiir eine beliebige majorisierende Menge 9 gilt
171 = sup {Ih A [f], = hem}
und fiir eine beliebige majorisierende Folge (hn)

Il ALF[ L T IIFIL

In diesem Zusammenhang verabreden wir noch eine bequeme Sprechweise fiir einen
héufig zu beschreibenden Sachverhalt: Eine Funktion f aus § wird als ,&-lokal
RIEMANN-integrierbar® bezeichnet, wenn fiir jede Treppenfunktion A > 0 die
,Beschneidung von f mit h“
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WS = (~W)V (hAf) = hA((=h)V ) = (hA|f])signf,

die sich der Leser auf jeden Fall eingehend veranschaulichen sollte, (eigentlich)
RIEMANN-integrierbar ist. Auch hier geniigt wieder die Forderung, dafl dies fiir die
Funktionen h aus einer majorisierenden Menge oder Folge gilt.

Sehr einfach 148t sich nun formulieren:

Integrierbarkeitskriterium und Limessatz:

Eine Funktion f aus § ist genau dann uneigentlich RIEMANN-integrierbar, wenn
sie €-lokal RIEMANN-integrierbar ist und ||f|| < oo gilt. In diesem Falle gilt mit
jeder magorisierenden Folge (hy)*

i(hn@®f) — i(f) .

Hier wird offenbar das moglicherweise echt uneigentliche RIEMANN-Integral von f
als Limes von eigentlichen RIEMANN-Integralen erhalten. In Verbindung mit dem
Kriterium hat man es so mit der wichtigsten Berechnungsmethode fiir uneigentliche
RIEMANN-Integrale zu tun. Hierzu verweisen wir auf die ausfiihrliche Behandlung
dieser Dinge an Hand einiger Beispiele in den Ubungen.

Zum Beweis des Kriteriums ist zunichst wegen der notierten Grundeigenschaften
die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung offensichtlich. Dafl diese hinreichend
ist, zeigen wir zusammen mit der Limes-Aussage auf folgende Weise: Wir gehen aus
von der Gleichung

(*) k/\|f*h®f|:((k+ll)/\|f|)7(h/\‘f|)
mit A, k aus €, die der Leser punktweise mit Beachtung von

|f = hOf| = [f] = hAf]
durch geeignete Fallunterscheidung bestétigen moge. Ist nun f eine ¢-lokal RiE-
MANN-integrierbare Funktion, so sind die drei Funktionen in (x) eigentlich RIE-
MANN-integrierbar. Durch Anwendung von ¢ erhilt man, da die Funktionen nicht-
negativ sind,

Ik ALF = hDf Ny = IE+R) Af[ g = IBALf]-
Indem man zum Supremum beziiglich & iibergeht, folgt
If = h®FI = 1£1 = Ik A LF] -

Hieraus sind unsere Behauptungen einfach ablesbar. O

Aus diesem Kriterien ergibt sich bequem das als praktisches, sehr zugkriftiges Hilfs-
mittel oft zu verwendende

Majorantenkriterium:

Ist eine Funktion g uneigentlich RIEMANN-integrierbar, ist die Funktion f €-lokal
RIEMANN-integrierbar und betraglich durch g magorisiert, |f| < |g|, so ist auch f
uneigentlich RIEMANN-integrierbar.

* Es geniigt offenbar eine nicht-fallende Folge aus &%, die im Supremum |f| iiber-
trifft.
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Fiir einige héufig niitzliche Vergleichsfunktionen und die einschlégige Beweistechnik
verweisen wir auf unsere Ubungen.

1.11 Das Lebesgue-Integral

Das eben eingefithrte uneigentliche RIEMANN-Integral, das, wie wir sahen, den bis-
her umfassendsten Raum integrierbarer Funktionen lieferte, ist durchaus fiir einen
groflen Bereich von Anwendungen ausreichend. Es zeigt jedoch gravierende Méngel
im Zusammenhang mit der wiinschenswerten und vielféltig auch fiir praktische
Anwendungen notwendigen Betrachtung von Grenzprozessen beziiglich der Funk-
tionen.

So muf} nicht einmal dann, wenn die RIEMANN-integrierbaren Funktionen f, eine
gemeinsame Schranke besitzen und die Tréger in einem festen kompakten Intervall
liegen, ein existierender punktweiser Limes f wieder RIEMANN-integrierbar sein:
Standardbeispiel ist die charakteristische Funktion der Menge der rationalen Zahlen
aus [0, 1] als (punktweiser) Limes charakteristischer Funktionen endlicher Mengen.

Auch ist der R-Vektorraum der uneigentlich RIEMANN-integrierbaren Funktionen
beziiglich der Integralnorm || ||, die wir eingefiihrt hatten, nicht, was viele ,funk-
tionalanalytische' Betrachtungen (z.B. auch fiir die Quantentheorie) vereinfachen
wiirde, ,vollstindig*. Es kann eine Folge (fn) aus diesem Raum CAucHY-Folge
sein, d.h.

[fo = fmll — 0 (n, m — o0)

gelten, ohne dafl es eine Funktion f in diesem Raum gibt, gegen die die Folge
beziiglich der Integralnorm konvergiert, d. h.

Ifo=fl — 0 (n — o0).

Dies ist nicht ganz so unmittelbar zu erkennen; wir verweisen auf den iibernéichsten
Abschnitt.

Mit diesen Bemerkungen héngt die Feststellung zusammen, dafl im bisherigen
Rahmen die Beziehungen zwischen Nullmengen, Null-x-Mengen und Nullfunktio-
nen, auch hinsichtlich der Moglichkeit entsprechend weitgehender Abénderung von
Funktionen ohne Verénderung von Integrierbarkeit und Integral, nicht so einfach
sind, wie dies wiinschenswert wire.

Allen diesen Wiinschen geniigt nun das ,, LEBESGUE-Integral“, das das uneigentliche
RIEMANN-Integral noch umfafit und den Integralbegriff fiir das analytische Arbei-
ten darstellt. Wir wollen im folgenden zeigen, dafl man nur im Zusammenhang mit
der Definition und den Eigenschaften einer geeignet einzufiihrenden neuen Integral-
norm wenig mehr von der ,Topologie‘ der reellen Zahlen zu investieren braucht, um
danach diesen Integralbegriff auf die gleiche einfache Weise wie die bisherigen, ja
beziiglich der Eigenschaften oft noch einfacher, zu erhalten.

Zu diesem Zweck notieren wir zunéchst den
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Satz von Dini:

Die Funktionen fn, (n € N) seien auf dem kompakten Intervall [a, b] ,oberhalb
halbstetig‘. Sie mdégen punktweise absteigend (fn > f,,,+1) gegen O konvergieren.
Dann ist die Konvergenz gegen 0 gleichmdfig.

Dabei heifit eine reelle Funktion f ,oberhalb halbstetig“ in [a, b], wenn fiir jedes
zo € [a, b] und jedes K > f(zo) eine Umgebung U von zo derart existiert, daf fiir
alle x € U N|a, b] auch K > f(x) gilt.

Manche unserer Leser werden eine entsprechende Fassung des Satzes von DINI mit
stetigen Funktionen f, kennen und sofort bemerken, daf§ der Beweis nur die Halb-
stetigkeit benotigt:

Sei € > 0. Wegen der Konvergenz gegen 0 gilt dann

a8 = JIfn <4l

n=1

Wegen der Halbstetigkeit sind die Mengen
fn <el={z€fab]: fulz) <e}

relativ-offen, d. h. Durchschnitte von offenen Mengen mit [a, b]. Nach dem Uberde-
ckungssatz von HEINE-BOREL geniigen also endlich viele dieser Mengen zur Uber-
deckung: Es gibt ein N mit

N

la,0] = (Jfn < el = /v <],

n=1

wobei die letzte Aussage aus der Monotonie beziiglich n folgt. Diese ergibt dann
auch fn(z) < fn(z) < ¢ fiir alle = € [a, b] und alle n > N. ]

Die angegebene einfache Form des Satzes von DINI verwenden wir nun fiir einen
relativ kurzen Beweis einer Eigenschaft der Integrale von Treppenfunktionen, in der
schon alles ,Topologische' konzentriert ist, das fiir eine recht elementare Einfithrung
des LEBESGUE-Integrals benotigt wird, ndmlich quasi eine ,Keimzelle’ der spéter
dann schnell herleitbaren starken Konvergenzsétze:

Haupthilfssatz:

Die Treppenfunktionen h, (n € N) (auf R) mégen punktweise absteigend (h,,, >
hn+1) gegen 0 konvergieren. Dann gilt

i(hn) 1 0 (n — o).

Zum Beweis bemerken wir vorweg, dafl wegen der Monotonie beziiglich n mit einem
festen kompakten Intervall [a, b]

Trhn C Trh C a, b]
gilt und daB h; und damit alle h,, beschrinkt sind:

hn < ht <M >0.
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Sei dann ¢ > 0 gegeben. Wir schliefen die Sprungstellen aller h, ein in abzdhlbar
viele offene Intervalle Ay (n € N) derart, da8

oo

€
Z /J‘(Ak) < m .
k=1

Dabei mogen A, - - -, Ag, die Sprungstellen von h; und weiter allgemein Ag, 11,

.-+, Ay, diejenigen Sprungstellen von h,, einschliefien, die nicht schon bei einem
hm mit m < n auftraten. Wir &ndern dann die Treppenfunktionen h, in der Weise
ab, dafl wir ihre Werte fiir die Punkte von

kn

U 4

k=1

zu 0 definieren und sonst unveréndert lassen. Dann sind die abgeénderten Funktio-
nen h, (n € N) offenbar oberhalb halbstetige Treppenfunktionen, die immer noch
absteigend gegen 0 konvergieren. Andererseits gibt die konstruierte Abénderung
nur eine Integralabweichung mit

(%) i(hn) + £ > i(ha) (n€N).

Nun wenden wir den Satz von DINI auf die %, und [a, b] an. Wir erhalten mit der
gleichméBigen Konvergenz fiir alle hinreichend groflen n

i(hn) <

NG

und daher aufgrund von (k)
i(hn) < e.

Das war die Behauptung. O
Wir definieren nun fiir f € §

If|l := inf {sup i(hn) @ hn € €T hy <hy <--- <suphy > |f|}

und bezeichnen dies als ,, LEBESGUE-Norm*“. Gelegentlich schreiben wir genauer
auch || ||,. Im Vergleich zur RIEMANN-DARBOUX-Norm, fiir die versucht wird, |f|
durch eine Treppenfunktion mit moglichst kleinem Integralwert zu majorisieren,
wird jetzt also } f | durch aufsteigende Folgen nicht-negativer Treppenfunktionen,
was stets moglich ist, so majorisiert, dal dabei das Supremum der Integralwerte
moglichst klein wird.

Wir erhalten die folgenden Eigenschaften:

(0) I 1: & — [0, 00],
) o = o,
(2+) < 2 Al =17 < 2 I8,
(3) lle- fIl = |af-Ifl (0 - 00 :=0).
Speziell fir h € € gilt
(4) li(h)| < [IAll,
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(5) Il = i(|A])-

Dabei sind (0) und (1) unmittelbar gegeben. — Fiir (24) geniigt es, die Summe
rechts als < oo anzunehmen, womit speziell alle Summanden endlichwertig sind.
Zu gegebenem ¢ > 0 hat man dann zu jedem v geeignete h,, € € mit

. 3
ot hys <o Sswphon 2 [fof,i(hun) < Ifll + o5 -
n

Man kann dann etwa
hn = hin + han + -+ + hnn

bilden und hat offenbar

hi <hy <o <suphy > |f], i(ha) < 3 Ifll + €,

v=1

was die Behauptung erkennen laft. — Fiir (3) geniigt es, 8 = ‘oz{ > 0 zu betrachten
und nur ,<‘ zu zeigen. Das aber folgt mit der Uberlegung, daB aus by < hg < --- <
sup hp, > }f‘ sich Bhy < Bhe < --- < sup Bhy, > |af| ergibt, wobei supi(Bh,) =
Bsupi(hy) gilt. — Entscheidend fiir die Méglichkeit einer Integralfortsetzung mit
dieser Integralnorm ist nun (5). Zum Beweis sei k := ‘h| € ¢*. Da man h, durch
k A hy ersetzen kann, geniigt es, in der Definition von ||h|| anzunehmen, da8 h, T
k, und dann i(h,) 1 (k) zu zeigen. Das aber ergibt sich gerade aus unserem
Haupthilfssatz, den man auf die Funktionen k& — h,, anwendet. Schliefllich folgt
(4) bekanntlich aus (5). O

Die LEBESGUE-Norm || || ist also eine Integralnorm auf §, die zur Fortsetzung
von i geeignet ist. (Wir sahen iibrigens im Beweis, da diese letzte Eigenschaft
genau die Aussage unseres Haupthilfssatzes bedeutet.) Im Gegensatz zur RIEMANN-
DARBOUX-Norm ist diese Integralnorm gemif (2+4) nicht nur endlich-subadditiv,
sondern ,,abzdhlbar-subadditiv® oder, wie man auch sagt, ,total-subadditiv® oder
»o-subadditiv® oder ,stark®. Dies wird die entscheidenden Vorteile des LEBESGUE-
Integrals bringen.

Wir bemerken dazu:

Die LEBESGUE-Norm ist die gréfite o-subadditive Integralnorm auf §, die auf € mit
dem Integral des Betrages tibereinstimmit.

Dies ergibt sich sofort, indem man in der Definition umschreibt
suphn, = h1 + (ha —h1) + (hs —h2) + -+,
supi(hn) = ||ha|l+ [[hz—=hall + [|hs—hall + -

Wir kénnen nun das oben herausgestellte Fortsetzungsprinzip und die schon entwi-
ckelte Methodik bei der Integralerweiterung mit Integralnormen auf das elementare
Integral ¢ auf dem Raum der Treppenfunktionen, ¢, und die LEBESGUE-Norm an-
wenden. Wir erhalten einen € umfassenden R-Vektorraum J von Funktionen, die
wir jetzt als ,, LEBESGUE-integrierbar“ bezeichnen, und eine wieder mit 7 bezeichnete
Integralfortsetzung, die natiirlich ,, LEBESGUE-Integral“ genannt wird. Wir werden
wieder oft
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it = [ 1@ = / f(@)de

schreiben, wobei fiir die letzte Bezeichnung angenommen wird, da8 der Triger von
f in einem (beliebigen) Intervall mit den Grenzen a und b (—oc0 < a < b < +00)
liegt. Auch fiir Funktionen, die nicht auf ganz R definiert sind, verfahren wir wieder
wie beim eigentlichen oder uneigentlichen RIEMANN-Integral.

Das LEBESGUE-Integral i stellt eine lineare Abbildung vonJ in R dar. Mit f ist auch
}f| und, falls A (auch unbeschrinktes) Intervall ist, X4 f LEBESGUE-integrierbar. J
ist abgeschlossen gegen Bildung endlicher Suprema und Infima. Fir f aus J gilt

Il = i([f]) < 0.
Das LEBESGUE-Integral ist daher positiv und monoton.
Ebenfalls ohne Verwendung von (2+) an Stelle von (2) kénnen wir hier feststellen:
Das LEBESGUE-Integral ist eine Fortsetzung des eigentlichen RIEMANN-Integrals.

Allgemein gilt namlich:

Ist || || eine Integralnorm auf §, die auf € mit dem Integral des Betrages tiberein-
stimmt, so gilt im Vergleich zur RIEMANN-DARBOUX-Norm || || fir alle f aus §
1A < 11fll -

Ist ndmlich h Treppenfunktion und h > |f|, so hat man
1< NInll = i(h)

und durch Bildung des Infimums rechts die Behauptung.

Diese Bemerkung gibt nun den Beweis fiir unsere oben behauptete Fortset-
zungseigenschaft einfach aufgrund des allgemein notierten Vergleichsprinzips. Das
LEBESGUE-Integral umfafft auch noch das uneigentliche (absolut konvergente)
RIEMANN-Integral. Dies erkennt man am besten im folgenden in Verbindung mit
den Konvergenzeigenschaften des LEBESGUE-Integrals, fiir die neben (5) nun wirk-
lich die starke Eigenschaft der o-Subadditivitit (2+) eingesetzt wird.

1.12 Vorteile des Lebesgue-Integrals - Konvergenzsitze

Zunéchst betrachten wir wieder — jetzt beziiglich der LEBESGUE-Norm — Nullfunk-
tionen, also solche, deren Integralnorm 0 ist, und Nullmengen, also solche, deren
charakteristische Funktion Nullfunktion ist. Auf den ersten Blick iiberraschend —
im Vergleich zu den bisherigen Integralbegriffen — erscheinen die Eigenschaften:

Jede Funktion, deren Betrag durch eine abzihlbare Summe von Nullfunktionen ma-
jorisiert ist, ist selbst Nullfunktion.

Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Vereinigung von Nullmengen ist selbst Nullmenge.

FEine Funktion ist Nullfunktion genau dann, wenn ihr Triger Nullmenge ist.
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Eine Folgerung der zweiten Aussage ist natiirlich, da$§ jetzt eine Null-x-Menge schon
Nullmenge ist und alle abzihlbaren Mengen Nullmengen sind.

Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (2+). Die zweite ergibt sich direkt aus der
ersten. Fiir die dritte schlieBlich schreibt man mit M := Tr f die beiden Unglei-
chungen

Xor 1+ +0 [f] € Xur + Xar + -
auf, aus denen man mit der o-Subadditivitét (2+) beide Implikationen abliest. [

In diesem Zusammenhang wollen wir hier sogleich fiir einen oft auftretenden Sach-
verhalt eine kurze und bequeme Sprechweise einfiihren. Gilt eine Eigenschaft, spe-
ziell eine Gleichung oder Abschétzung, fiir alle z aus R mit Ausnahme einer Null-
menge () ist natiirlich zugelassen), so werden wir sagen: sie gilt ,fast dberall®.
Entsprechend verwenden wir auch die Redeweisen ,fast iberall auf M “ oder ,fir
fast alle © aus M “ falls ausgedriickt werden soll, dal die Menge der Ausnahme-
stellen, hier natiirlich eine Teilmenge von M, eine Nullmenge ist. Als Abkiirzung
setzen wir hinter entsprechende Aussagen auch einfach ,f.4.“

Auf diese Weise kénnen wir etwa formulieren:

Gilt f(z) = g(x) f.i. fir zwei Funktionen f, g aus §, so haben sie gleiche Inte-
gralnorm. Ist dabei f LEBESGUE-integrierbar, so auch g, und die Integralwerte sind
gleich.

Zum Beweis ist nur zu bedenken, dal Tr (f — g) eine Nullmenge und nach obiger
Bemerkung also f — g eine Nullfunktion ist. Eine solche ist aber integrierbar mit
Integralnorm und Integralwert 0. O

Wie wir dies schon eben getan haben, werden wir in diesem Abschnitt statt ,,LE-
BESGUE-integrierbar® und ,, LEBESGUE-Integral“ kurz ,integrierbar“ und ,Integral®
sagen.

Mit Hilfe einfacher SchluBweisen aufgrund von (2+4) und (5) erhalten wir nun im
folgenden eine Reihe sehr starker Konvergenzsitze und verwandter Aussagen, deren
Fehlen bei den fritheren Integralbegriffen wir zu Beginn des vorigen Abschnitts
schon motivierend bemerkt hatten.

Erster Konvergenzsatz:

Sind fn beliebige Funktionen aus § und gilt
Dol < oo,
v=1
so ist die Reihe der Funktionen selbst,
> ful@),
v=1
fast iiberall absolut konvergent (und somit konvergent). Ist mit einer Funktion f
S f@) = f@) fi.,
v=1

so gilt
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ZfoH — 0 (n—o0).

v=1

Ist ndmlich M die Menge der Stellen, wo absolute Konvergenz nicht gilt, so hat
man fiir jedes n € N

Xu < Z |£o]
also durch Anwendung von (2+)
Xodl < 1A

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen 0. Also ist
M, wie behauptet, Nullmenge. Fiir die zweite Aussage konnen wir f schon so ab-
gedndert annehmen, da f(z) genau die Reihensumme ist, falls die Reihe in x
absolut konvergiert. Dann hat man offenbar

IR E T}
v=1 v=n+l
und Anwendung von (2+) liefert wieder die Behauptung. O

Indem wir dies auf integrierbare Funktionen spezialisieren, haben wir den
Konvergenzsatz von Levi I: (Levi Z)

Sind die Funktionen f, integrierbar und gilt

> [1n@la < .

n=1

so ist die Reihe

> fal@)

n=1
selbst fast tberall absolut konvergent. Gilt fiir eine Funktion f aus § fast tberall

oo

S fale) = f(@),

n=1

so ist f integrierbar, und man kann gliedweise integrieren:

[i@a= 3 [n@a.

n=1

In J stimmen Integralwerte der Betridge und Integralnormen iiberein. Daher ist nur
noch zu bemerken, daf die Partialsummen und damit f, nach bekannter Schluwei-
se, in J liegen. Dann gibt die Integralabschétzung (4) (in J) die letzte Behauptung.

O

Eine einfache Folgerung ist der
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Konvergenzsatz von Levi II: (Levi T)

Sind die Funktionen fy integrierbar, gilt fir jedes n € N

fa(z) < fayi(z) foa.,

und ist die Folge der Integralwerte der f, beschrdankt, dann ist fir fast alle x die
Folge der Funktionswerte fy(x) konvergent (in R). Ist f eine Funktion mit

fol@) — f(z) [,

so ist f integrierbar, und man hat

/fn(x)dav — /f(x)dx.

Zum Beweis kann man vereinfachend die abzihlbar vielen Ausnahmemengen zu
einer Nullmenge zusammenfassen und auf dieser die Funktionen f, und f zu 0
abédndern. Das éndert Integrierbarkeit und Integrale nicht, und alle Voraussetzun-
gen gelten jetzt dberall. Man schreibt dann zu

Y (Fnsi(@) = fa(@)) = fyia(2) = i)

n=1

um und wendet hierauf den Konvergenzsatz von LEVI I an, wobei man beachtet,
daB die aufgeschriebenen Differenzenfunktionen nicht-negativ sind. Damit ist
der Beweis gegeben. O

Trivial ist die

Bemerkung:  (Levi |)

Im Konvergenzsatz von LEVI II kann dberall ,<° durch ,>° ersetzt werden.
Als leichte Anwendung erhalten wir den

Satz von Fatou:

Sind die Funktionen f, integrierbar und nicht-negativ und ist

liminf/fn(:v) dr < oo,

50 ist
liminf fn(z) < oo foi. .

Ist f aus § mit
f(z) = liminf f,(z) JATAR

so ist f integrierbar und es gilt

/f(z)d:z: < liminf/fn(x) dzx .
Zum Beweis betrachtet man die Funktionen

gn = inf{f, : v > n},
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die man als nicht-negative Limites der absteigenden Folgen integrierbarer Funktio-
nen
Gnm = faAfagit A Afm  (m=n,n+1, )

darstellen kann und so (Bemerkung) als integrierbar erkennt. Man hat

gn < fn.

Somit stellen die g, eine offenbar aufsteigende Folge integrierbarer Funktionen dar,
die beschriinkte Integralwerte haben. So ist noch einmal der (Konvergenz-)Satz von
LevI II anwendbar, und nach Voraussetzung konvergieren die g, (z) fast iiberall
gegen f(x). Soist also f integrierbar und es gilt

oo > liminfi(f,) > liminfi(gn) = limi(gn) = i(f) .

Das liefert auch die letzte Behauptung. |

Voraussetzungen und Behauptung des Satzes von FATOU lassen sich sofort noch
in zwel Richtungen modifizieren. Zunéchst geniigt es, statt ,> 0° vorauszusetzen
> g‘, wobei g eine integrierbare Funktion ist. Andererseits kann man natiirlich die
Anordnung umkehren und iiberall ,>‘ und ,<‘ vertauschen, also auch ,sup‘ und
,inf¢) limsup® und Jim inf*.

Hat man gleichzeitig eine gemeinsame untere Schranke g und obere Schranke h,
so ergibt sich fiir den Spezialfall der konvergenten Folge der wichtige

Konvergenzsatz von Lebesgue: (Satz iiber majorisierte Konvergenz) Anderung
Sind g, h, fn integrierbare Funktionen, gilt
g(x) < fa(z) < h(z)  fi. (neN)
und hat man mit einer Funktion f aus §
fu(@) — f(x) [,

so ist f integrierbar und es gilt

/fn(ac)d:v — /f(z)dac
Der Leser moge hier iibungshalber zeigen, daf3 auch

Ifn=fIl — 0

gilt. Ebenso moége man sich verdeutlichen, dal bei Abschwichung der Vorausset-
zung g(z) < fa(z) < h(x) fi. (n € N) zu g(z) < f(z) < h(z) f.d. noch die
Integrierbarkeit von f erhalten bleibt, jedoch im allgemeinen nicht mehr die Kon-
vergenz der Integrale. Man verwendet hierzu natiirlich die ,Beschneidungen‘ der f,
durch g und h: (gV fn) Ah.

Fast direkte Folgerung aus dem ,,Ersten Konvergenzsatz* ist der

Vollstédndigkeitssatz:
§ und T sind beziiglich || || ,vollstindig®: Sind fn aus § bzw. aus I mit
Ifo = fmll — 0 (n, m — o0),
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also (fn) ,CAUCHY-Folge beziiglich || ||, so gibt es ein f aus § bzw. aus T mit
Ifo=fll — 0  (n — o0),

gegen das also (fn) ,beziiglich || || konvergiert®.

Zum Beweis wihlt man (ﬁbungsaufgabe!) eine Teilfolge n1 < n2 < ng < ---
derart, daf

oo
Z Ilf"n+1 - fmcH < 00

k=1

Nach dem , Ersten Konvergenzsatz“ existiert eine Funktion g € § mit

v—1
Z(fn~+1 - fnx) -9

k=1

— 0 (v — 00);

fir f:= fn, + ¢ hat man also
Ifn, = fl — 0 (v — 00).
Mit der Dreiecksungleichung
Ifn = FIl < Wfn = froll + Ifnn — £l
ergibt sich dann wegen der Voraussetzung, dal (f,) eine CaucHY-Folge ist,
Ifo=fll — 0  (n— oo).

Soweit der Beweis fiir beliebige f, aus §. Liegen diese speziell in J, so gehort auf-
grund friitherer Schlufiweise auch f zu J. O

Im Zusammenhang mit dieser Beweistechnik notieren wir noch die folgende
Charakterisierung von Konvergenz beziiglich || ||:

Innerhalb § gilt ||fn — fll — 0 genau dann, wenn ||fn — fm| — 0 und eine
Teilfolge (fn,) existiert, die punktweise fast tiberall gegen f konvergiert.

Zum Beweise der einen Richtung gehen wir von || fn — f|| — 0 aus. Dann folgt, wie
iiblich, die CAucHY-Konvergenz ||fn — fm| — 0 mit der Dreiecksungleichung.
Nach den zuvor notierten Uberlegungen gibt es nun eine Teilfolge, die fast iiberall
gegen eine Funktion g konvergiert, wobei andererseits ||f, — g|] — 0 gilt. Die
Dreiecksungleichung erweist dann f — g als Nullfunktion, die Trégermenge als Null-
menge. Also konvergiert die Teilfolge auch fast {iberall gegen f. — Fiir die andere
Richtung kann man mit den obigen Argumenten ohne Einschrinkung annehmen,
daf} schon die urspriingliche Folge fast iiberall gegen f konvergiert. Nach dem schon
Bewiesenen gibt es eine Funktion g derart, da8 || f» — g|| — 0 gilt und eine Teil-
folge fast iiberall gegen g konvergiert. Damit ist aber wieder f — g Nullfunktion,
also gilt ||fn — fI| — 0. O

Wir bitten den Leser, sich riickblickend deutlich zu machen, was an Hilfsmit-
teln fiir die Beweise dieser Konvergenz- und Vollstindigkeitssidtze jeweils benutzt
wurde. Man erkennt némlich, daf fiir die ersten vier Aussagen iiber Nullmengen
und Nullfunktionen, den Ersten Konvergenzsatz, den Vollstandigkeitssatz und die
anschlieBende Charakterisierung nur verwendet wurde, dal die Integralnorm die
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starke Eigenschaft (2+) erfiillt. Dagegen wurde schon fiir die Formulierung des
(Konvergenz-)Satzes von LEVI I und erst recht beim Ubergang zum Satz von LEVI
IT wesentlich benutzt, dal die Integralnorm auf € und damit auf J mit dem Integral
des Betrages iibereinstimmt, was eine entsprechende ,Additivitét‘ liefert. So sind
denn auch die erstgenannten Sétze fiir die Theorie des Integrals von Regelfunktio-
nen giiltig, da die Supremums-Norm offenbar abzéhlbar-subadditiv ist. In diesem
Falle hat man jedoch keine ,Additivitat’ im oben erwéhnten Sinne: Der Leser wird
sofort bestétigen, dal in diesem Falle Aussagen, die den Sitzen von LEVI, FATOU
und LEBESGUE entsprechen, — hier ist iibrigens nur die leere Menge Nullmenge —
nicht gelten (~ Ubungsaufgabe).

Wir kommen nun noch einmal zuriick auf die oben definierten LEBESGUE-
Nullmengen. Wir sind dem Leser von den Uberlegungen zu den Kriterien fiir Rie-
MANN-Integrierbarkeit her (im Buch Seite 19) noch den Nachweis fiir die folgende
Feststellung schuldig;:

Eine Menge M ist genau dann LEBESGUE-Nullmenge, wenn es fir jedes € > 0 eine
Uberdeckung durch offene Intervalle

M C U Ay, mit Z,u(Au) <e
v=1 v=1
gibt.

Daf die angegebene Bedingung hinreichend ist, folgt sofort mit (2+) und (5), indem
man diese auf die charakteristischen Funktionen anwendet:

IXarll < D IXall = D iXa,) = D u(A)) < e.
v=1 v=1 v=1

Fiir die andere Richtung geht man bei gegebenem ¢ > 0 von einer Folge
hi <hg <o <suphi > xy, hi € €7, i(hi) < /4

aus. Sei dann etwa
My = {IER B hk(.ﬁf) > 1/2},

so hat man
(%) €3 X, < 20, i(Xny,) < €/2.

Nun lassen sich disjunkte Intervalle B, (n € N) und n; < nz < nz < --- in N so
finden, daf

M = L-g B, .
n=1

Nach Konstruktion und (*) hat man

oo oo
€
Mc Y Ba, Y ubBn) <.
n=1 n=1
Schliellich findet man offene Intervalle A, D B, mit
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1#(An) = p(Bn) < ooy

und hat so, wie gewiinscht,

M C G An, iu(An) < e€. O
n=1

n=1

Im folgenden wollen wir noch einmal auf unsere Definition der LEBESGUE-Norm
zuriickkommen und diese jetzt im Zusammenhang mit dem Konvergenzsatz von
LEVI II betrachten. Ist ndmlich f € § mit || f|| < oo, so hat man aufsteigende Folgen
hn € €1 mit sup hy,, > |f‘, supi(hn) < oo. Hier ist der genannte Konvergenzsatz
anwendbar: Erklart man

(@) = sup hy () (falls < o0),
glw) = |f(x)| (sonst),

soist g €3, g > |f‘ und supi(hn) = i(g). Damit ist, wenn man dazu noch die
Monotonie von || || und (5) fiir J, speziell hier i(g) = ||g||, beachtet, gezeigt, daB

IfIl = inf {i(g) : €T, g>|f|}.

Dabei driickt sich in der Verabredung inf () := oo die Tatsache aus, daf ein g aus
J mit g > | f | genau dann existiert, wenn || f|| < oco. Bemerkenswert ist nun, dafl
fiir || f|] < oo das Infimum zugleich das Minimum ist:

Norm-Hiillen-Satz:

Ist f aus § mit ||f]| < oo, so gibt es eine integrierbare Funktion g > |f} mit

i(g) = IIFIl-

Als Ubungsaufgabe fiir den Leser sei empfohlen zu zeigen, da$ eine Funktion g mit
der geschilderten Hiilleneigenschaft zu f bis auf eine Nullmenge bestimmt ist: Die
Differenz zweier solcher Funktionen ist Nullfunktion.

Wir beweisen™ den Norm-Hiillen-Satz zugleich mit dem folgenden
Norm-Limes-Satz:

Sind fn fir n aus N und f beliebige Funktionen aus § und gilt |fn(z)‘ 1> }f(z)‘
foii., so hat man auch || full T> |||l -

In suggestiver Notierung bedeutet natiirlich ,7>‘, dafl es sich um eine nicht-
abnehmende Folge mit Supremum > handelt.

Aquivalent ist die Aussage:

Aus |fn(@)] 1 |f(2)] folgt stets || full TIS-

Fiir die gemeinsame Herleitung setzt man beim ersten Satz f, := f und kann
sich einerseits auf die Betrachtung nicht-negativer Funktionen, andererseits beim
zweiten Satz auf die Konvergenz iiberall beschranken. Wir gehen so aus von

0 fulf
und setzen

* In der Vorlesung beide Sitze separat beweisen, da so doch etwas durchsichtiger!
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s := sup||fall-
Beide Sitze folgen dann offenbar aus der Feststellung:
Ist s < o0, so gibt es eine Funktion g € J mit g > f und i(g) <'s.
Um dies zu zeigen, kniipft man an die vorangehende Bemerkung an, nach der Funk-
tionen

. 1
35 g0 > fus ilgn) < Ifull + %

existieren. Definiert man nun

lim inf g, (z), falls < oo,
9(z) =
(=), sonst,

so hat diese Funktion nach dem Satz von FATOU die gewiinschten Eigenschaften:

3392/ Ifll <i(g) <liminfi(gn) <s. O

Abschlieend wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob es sinnvoll ist, das
LEBESGUE-Integral #hnlich fortsetzen zu wollen, wie wir dies beim Ubergang vom
eigentlichen zum uneigentlichen RIEMANN-Integral durchgefiihrt haben. Wir wollen
also hier die mit der LEBESGUE-Norm || || gebildete zugehérige Jokale* Integralnorm

Il = sup { IR A[f|] - heet}

untersuchen. Indem man eine majorisierende Folge (h,) betrachtet, zeigt nun unser
Norm-Limes-Satz, angewendet auf (h, A | f ‘) T | f |, dafl diese lokale Integralnorm
hier mit der zugrundegelegten LEBESGUE-Norm iibereinstimmt:

Iflle = 1A1I-

Da fiir g aus § gilt [|g|| < ||g]| 5, erhélt man durch Anwendung dieser Ungleichung
auf die zur Definition der beiden lokalen Integralnormen betrachteten Funktionen
g=hA |f| sofort

Ifllre = IFle = 1171

wobei die erste Norm sinngeméf die fiir das uneigentliche RIEMANN-Integral ver-
wendete Integralnorm bezeichnet. So kann man sagen:

Die Bildung der lokalen Integralnorm zur LEBESGUE-Norm liefert nichts Neues.

Das LEBESGUE-Integral ist Fortsetzung des uneigentlichen (absolut konvergenten)
RIEMANN-Integrals.

Die letzte Aussage ergibt sich natiirlich mit dem oben formulierten Vergleichsprin-
zip (Seite 20).

DaB es sich wirklich um eine echte Fortsetzung handelt, sieht man sofort durch
Hinweis auf die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1],
die wegen der Abzédhlbarkeit des Triagers LEBESGUE-Nullfunktion, also LEBES-
GUE-integrierbar, aber bekanntlich nicht eigentlich oder uneigentlich RIEMANN-
integrierbar ist.
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