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Kapitel 2

Verallgemeinerte
Riemann- und

Lebesgue-Integrale,
Inhalte und Mafle

Im vorangehenden Kapitel 1 haben wir verschiedenartige einfache Integral-
begriffe fiir Funktionen auf R behandelt und dabei eine allgemeine Methodik
der Integralfortsetzung entwickelt. Ein néchstes Ziel wird im folgenden sein,
derartige Uberlegungen auch auf Funktionen auf dem R", also fiir die mehrdi-
mensionale Analysis, auszudehnen. Dort werden an die Stelle der Intervalle in
R Rechtecke, Quader, eben mehrdimensionale ,Intervalle‘, treten. Fiir die zu-
gehorigen RIEMANN- und LEBESGUE-Integrale {ibernimmt dann das Produkt
der Kantenldngen® die Rolle der Intervall-Lénge.

Es ist nun zweckméfig, hier sogleich etwas zu verallgemeinern und inner-
halb einer beliebigen Grundmenge geeignete Mengensysteme und zugehorige
Inhalte’ zu betrachten. Dies bringt ein hohes MaB an Ubersichtlichkeit und
vermeidet es, in verschiedenartigen Situationen immer wieder dhnliche Uber-
legungen anzustellen. Der angesprochene Verallgemeinerungsschritt wird es
gestatten, so verschiedenartige Situationen wie die genannten mehrdimensio-
nalen Integrale, Aspekte der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Reihenlehre
— und natiirlich vieles andere mehr — als Spezialfille einzuordnen.

Neben diesem ganz einfachen Abstraktionsschritt, den wir bei unseren Be-
trachtungen im Kapitel 1 iiber Treppenfunktionen und deren Integrale schon
angekiindigt und vorbereitet haben, lassen wir jetzt auch allgemeinere Wer-
tebereiche zu. Wir bleiben dagegen vorldufig noch bei der Betrachtung nicht-
negativer [Inhalte‘. Mit Blick auf das Ziel der Integrale der mehrdimensiona-
len Analysis wird so nichts Uberfliissiges, sondern lediglich Vereinfachendes
bereitgestellt.

Anderung!
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2.1 Pra-Ringe, Inhalte, verallgemeinerte
elementare Integrale

Sei jetzt PR eine nicht-leere Menge und S ein nicht-leeres System von Teil-
mengen von R mit der ,Zerlequngseigenschaft

S enthiilt die leere Menge (), und zu beliebigen Elementen A, (v =1,2,--- ,n)
aus S gibt es disjunkte Cy (A = 1,2,--- ,£) in S derart, daf8 jedes A, (dis-
junkte) Vereinigung gewisser, eben der in ihm enthaltenen, Cy ist:

A, =H{Cr: Cr C A}

Wir gehen dabei ,ijmmer‘ (E von U}_;A, = &Jﬁ\:lC’A aus.
Dann folgt speziell (siche unten):

Sind A und B Mengen aus S, so lifit sich die Differenz A\ B als disjunkte
Vereinigung endlich vieler Mengen aus S darstellen.

Wir nennen ein nicht-leeres Mengensystem S mit dieser letzten Eigenschaft
einen ,Prd-Ring“. Offenbar gehort () zu jedem Pri-Ring.

Wir zeigen nun in relativ einfachen Schritten:

Fiir ein nicht-leeres System S wvon Teilmengen von R sind dquivalent:

(a) S ist Pri-Ring,

(b) Das System R(S) der endlichen disjunkten Vereinigungen von Men-
gen aus S ist ,Mengen-Ring‘, also abgeschlossen gegen Bildung von
Vereinigungen und Differenzen und damit Durchschnitten von je zwei
Mengen und so von Vereinigungen und Durchschnitten endlich vieler
Mengen,

(¢) S hat die Zerlegungseigenschaft.

Wir schlieen dazu (a) = (b) = (c) = (a).

(a) = (b): Allgemein geniigt es fiir den Nachweis der Ring-Eigenschaft, die
Abgeschlossenheit gegen die Bildung von Differenzen und disjunkten Verei-
nigungen zu zeigen, weil

AUB = (A\B)W(ANB)W(B\ A), ANB = A\ (A\ B).
Im vorliegenden Fall ist die Abgeschlossenheit gegen disjunkte Vereinigungen

trivial. So bleibt nur die Betrachtung von Differenzen. Hier aber rechnet man

einfach
n k

UA \UB UA \B1) \ |H B«

v=1 K=2
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und schlieSt mit Induktion nach k.

(b) = (c): Man schliefit natiirlich durch Induktion nach n, der Anzahl
der gegebenen beliebigen Mengen aus S, wobei n = 1 trivial ist. Der In-
duktionsschritt fiihrt dann auf die folgende reduzierte Aufgabe: FEs seien
By, Ba, -+, By disjunkt in S und By41 eine beliebige weitere Menge in S;
man hat hierzu endlich viele disjunkte Mengen D1, Da, -+, Dy, in' S zu fin-
den, die die Darstellung aller gegebenen Mengen B, als disjunkte Vereini-
gungen gestatten. Um dies zu erkennen, bildet man einfach die 2k disjunkten
Mengen
B1 N Byy1, Bi\ Bit1, -+, B N Bit1, B \ Bry1

und die dazu disjunkte Menge

k
Biy \ [H Be.

k=1

Diese Mengen liegen offenbar in R(S) und lassen sich also jeweils als endliche
disjunkte Vereinigungen von Mengen aus S darstellen. Alle diese sind dann

die gewiinschten Mengen Dy, Da, -+, Dy, .

(¢) = (a): Wir betrachten zu zwei beliebigen Mengen A, B aus S geméf

(c) die darstellenden disjunkten Mengen C4, Ca, ---, C¢; wir konnen

annehmen, daf hierzu () gehort. Dann ist in jedem Falle offenbar
A\BZL‘*J{C)\CACA\B} O

Seien nun im folgenden S ein Pré-Ring von Teilmengen der nicht-leeren
Menge R und {0} # B ein K-BaNACH-Raum*, wobei K € {R, C}. Wir
betrachten

17; = 3(%7 %)

den K-Vektorraum aller Funktionen von QR in 8. Dann wird man in Verall-
gemeinerung der Treppenfunktionen™*

k
¢ = span{XAa :AeS,ae %} = {ZXANGN :keN, a, €B, A, GS}
k=1
bilden, was natiirlich Unterraum von § ist. Gelegentlich notieren wir genauer
¢ =: &('B) =: €(R, S, B).

Wesentlich ist auch hier wieder die Eigenschaft, dafl fiir eine Funktion aus
€(B) die zugehorige Betragsfunktion zu (R) gehort. Der Unterraum &(R)

* hier reicht noch: 8 K-Vektorraum
** Fir ¢ € §(R,R) und b€ B: (pb)(z) = ¢(z)b (z € R)
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ist also auch abgeschlossen gegen die Bildung endlicher Suprema und Infima
ist. (Hier und an dhnlichen Stellen benutzt man — wie bei den Treppenfunk-
tionen — immer wieder ,Darstellungen‘ bzw. gemeinsame Darstellungen mit
disjunkten Mengen in S.) Wir bezeichnen die Funktionen aus € als die ,ein-
fachen Funktionen (zu S und 9B8)“ und Funktionen Xsa (mit A € S,a € B)
gelegentlich auch als ,einfachste Funktionen®. Offenbar gilt X4h,X zh € €
fir h € € und A € R(S).

Man bestétigt noch sofort:

R(S) ist der kleinste S umfassende Ring. Die Mengen aus R(S) sind genau
diejenigen, deren charakteristische Funktionen in €(R) liegen. R(S) besteht
genau aus den Trigermengen der Funktionen aus €.

Sei nun allgemein

w:S— 0, cof
ein ,(klassischer) Inhalt* auf S, wobei ,Inhalt‘ die Additivitét bei endlichen
disjunkten Vereinigungen beinhaltet und klassisch‘ die endlichen und nicht-
negativen Werte betonen soll. Dann kann aufgrund der Zerlegungseigenschaft
von S und der Additivitéit von p die SchluBweise aus Abschnitt 1.3 vollstéindig
durchgefiihrt werden. Sie liefert die Aussage:

Es gibt genau eine lineare Abbildung
iy : € — B
mit
in(Xaa) = p(d)a (A€S,ac®).

Wir nennen diese das von p erzeugte ,elementare Integral®. igr ist positiv,
damit monoton und man hat

liss (h)| < ir(|h]).

Umgekehrt erkennt man:
Ist
j:¢R)—R

eine positive lineare Abbildung der einfachen Funktionen zum Prd-Ring S in
R, so gibt

v(4) == j(Xa) (A€S)
einen klassischen Inhalt auf S, der offenbar wieder j als zugehiriges elemen-
tares Integral ir erzeugt.

Nun kann man natiirlich R(S) auch wieder als Pré-Ring betrachten und
bemerken, dafl € auch die Menge der einfachen Funktionen zu R(S) ist. So
liefert unsere vorangehende Bemerkung offenbar die eindeutige Ezistenz einer
Fortsetzung des Inhalts p auf S zu einem Inhalt auf R(S). Wir bezeichnen
diesen der Einfachheit halber auch wieder mit p.
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2.2 Verallgemeinertes Riemann-Integral

In der eben dargestellten allgemeinen Situation eines klassischen Inhalts
auf einem Pré-Ring kann man nun stets eine verallgemeinerte ,, RIEMANN-
DARBOUX-Norm*“ einfiihren, indem man fiir f € § erklért:

171 = 11l o= inf {i(h) : €5 5 b= [f]},
natiirlich mit der Verabredung inf @ := co und
¢t .= {he ¢R) :h > 0}.

I £l hingt offenbar nur von |f| ab, ist also insbesondere unabhingig von B.

Vollig analog zu dem Spezialfall der Intervall-Lidnge in R erweist sich || ||
als Integralnorm auf §: Es gelten die Eigenschaften (0), (1), (2) und (3) von
Seite 10. Uberdies hat man fiir h € & wieder

liss (h)] < |2l = ir(|n]),

also die Eigenschaften (4) und (5) von Seite 10. Auch erweist sich wieder
I |z als die grifte Integralnorm auf §, die auf € mit dem reellen Integral
des Betrages tibereinstimmt (vgl. Seite 31).

Aufgrund von (4) ist nun || || 5 fiir die Fortsetzung von igs gemdf unserem —
auch in dieser allgemeineren Situation giiltigen — Fortsetzungsprinzip (vgl.
Seite 11) ,,geeignet®. Die entsprechende Fortsetzung von ig nennen wir (ver-
allgemeinertes) ,eigentliches RIEMANN-Integral®.

Fiir den Raum J(B) = TJr(B) der entsprechenden integrierbaren Funktionen
gilt wieder: Fiir f € 3(B) ist |f| € IJ(R). J(R) ist also wieder abgeschlossen
gegen Bildung endlicher Suprema und Infima. Auch auf J stimmt die Inte-
gralnorm mit dem reellen Integral des Betrages iiberein. Die Integralnorm ist
also auf J endlich und das erweiterte Integral auf J(R) positiv und monoton.

Ebenfalls wie im Spezialfall kann man fiir f € § erkldren:

1l = flme i= sup IR A ], = he et ).

Diese zugehorige ,lokale‘ Integralnorm ist offenbar die kleinste Integralnorm,
die fir Funktionen f mit ||f||gr < oo mit || ||z dbereinstimmt. Sie liefert in
analoger Weise ein (verallgemeinertes) ,uneigentliches RIEMANN-Integral®.
Es gilt fiir f € §

Iflle < IFIls

daraus ergibt die Vergleichsiiberlegung ganz wie im Kapitel 1:

Das uneigentliche RIEMANN-Integral ist eine Fortsetzung des eigentlichen
RIEMANN-Integrals.
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Wir bezeichnen den Raum der entsprechenden integrierbaren Funktionen ge-
legentlich mit Jr, = Jr¢(B); wegen der festgestellten Fortsetzungseigen-
schaft kann weitgehend ohne Miflverstindnis das Integral wieder mit i be-
zeichnet werden.

Wie im Spezialfall erkennt man, da§ Jz(8) genau aus den Funktionen f aus
Jr,e(B) besteht, fiir die ||f||r < oo gilt. Dies besagt offenbar gerade: f ist
beschrénkt und Trf ist in eine Menge aus R(S) einschlieSbar.

Ergéinzend ergeben sich noch — ebenfalls wie im Spezialfall — aus den ent-
sprechenden Eigenschaften fiir &

fE€TR(B) N A€ RS) = Xaf.Xzf € Ir(B),
g €Tr(R) N f€Tr(B) = gf € Tr(B).

2.3 Verallgemeinerter Jordan-Inhalt

Zugleich mit den eben beschriebenen Integralerweiterungen hat man Fort-
setzungen des auf S bzw. R(S) gegebenen Inhalts p: Man hat nur die Inte-
grale entsprechender charakteristischer Funktionen zu betrachten. Dies gibt
im Spezialfall die Definition von Fldcheninhalten oder Volumina im Zwei-
und Dreidimensionalen. Inhalte (bzw. MaBe) ergeben sich so als einfaches
Nebenprodukt der Integral-Fortsetzung. Dies steht im Gegensatz zu vielen
Darstellungen von Integrationstheorien, die zuerst gewisse Fortsetzungen von
Inhalten (oder Maflen) ausgiebig beschreiben und darauf erst spéter — re-
lativ umsténdlich — die Einfiihrung von Integralen begriinden. Hier geniigt
also fiir beides ein einfacher Fortsetzungsschritt. Wir empfehlen dem Leser,
eine Darstellung der genannten Art zum Vergleich einmal kurz anzusehen.

Wir werden einige diesbeziigliche Uberlegungen sogleich etwas allgemeiner
durchfiihren, um sie speziell nicht nur fiir das (verallgemeinerte) eigentliche
oder uneigentliche RIEMANN-Integral, sondern spéter auch im Zusammen-
hang mit dem (verallgemeinerten) LEBESGUE-Integral anwenden zu konnen.
So gehen wir, wie eben, von einem klassischen Inhalt p auf einem Pré-Ring
S in einer nicht-leeren Menge R und dem zugehorigen elementaren Integral
¢ auf dem Raum der einfachen Funktionen & := &(R) aus, betrachten je-
doch allgemeiner irgendeine Integralnorm || || auf § (alle reellen Funktionen
auf M), die nur fir die Fortsetzung von i geeignet ist, also die oft notierte
FEigenschaft
im| < 8] (hee)

besitzt. Fiir die zugehorige Integralfortsetzung seien wieder die Bezeichnun-
gen J und ¢ verwendet.

Mit der gleichen Argumentation wie in den schon behandelten Spezialfillen
ergeben sich die Eigenschaften:
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$
fes=|fles, [N <i(f) <,
frgedI = fVvyg fAg€eT,
i ist positiv auf J, also isoton,
A€RS), fed = Xaf,Xzf €7,

|| || endlich auf € = || || endlich auf J.
Wie oben schon beschrieben, erkléren wir
M= {McR:XueT}

und
p:M— [0/ OO[

durch
w(M) = i(XM) (M eM).

Dabei konnten wir die Bezeichnung p verwenden, weil offenbar
R(S) c M

gilt, und die neue Abbildung Fortsetzung des urspriinglichen Inhalts auf R(S)
ist. Wir nennen die Mengen von M, meftbare Mengen“. Es gilt nun

M st ein Ring. u ist ein klassischer Inhalt auf M.

Fiir die erste Aussage hat man nur
Xmun = Xmu VXN, Xann = Xm — Xmu AXN

zu beachten. Die Inhaltseigenschaft ist mit der Linearitét von 7 gegeben; denn
die charakteristische Funktion einer disjunkten Vereinigung ist die Summe
der charakteristischen Funktionen der Komponenten. O

Vermerken sollten wir noch: Ist eine Menge M in R || ||-Nullmenge, so gehirt
M zuM und es gilt u(M) = 0. — Der Leser moge sich deutlich machen, da8
die ihm vielleicht vertraute Umkehrung dieser Aussage hier, wo wir allein
eine geeignete Integralnorm angenommen haben, allgemein nicht gilt. Sie ist
dagegen sicher dann richtig, wenn noch vorausgesetzt wird, daf§ auf ¢ (und
damit auf J) die Integralnorm mit dem Integral des Betrages iibereinstimmt,
wie dies speziell natiirlich fiir die von uns betrachteten verallgemeinerten
RIEMANN- und LEBESGUE-Integrale zutrifft.

Von besonderer Bedeutung sind im gegebenen Zusammenhang diejenigen
Mengen in R, deren Durchschnitte mit allen Mengen des Pré-Ringes S mef3-
bar sind. Wir bezeichnen diese als , lokal-mef$bar® und definieren also
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L:={MCR:VAeS AnNM eM}.
Natiirlich hat man, da M ein S umfassender Ring ist,
M cL.

Betrachtet man die Definition von M und geht zu den charakteristischen
Funktionen iiber, so erkennt man: Eine Menge M ist lokal-mefibar genau
dann, wenn alle Produkte von Xj; mit charakteristischen Funktionen von
Mengen des Pra-Rings S integrierbar sind. Damit folgt aufgrund der Defi-
nition von &: M ist lokal-mefibar genau dann, wenn alle Produkte von X/
mit Funktionen aus € integrierbar sind. Schliefilich ergibt die Abschitzung

IXnrf = Xnrgll < IIf =gl

noch: M ist lokal-mefbar genau dann, wenn alle Produkte von X p; mit Funk-
tionen aus J wieder zu J gehéren. Mit dieser letzten Aussage erkennt man
sofort:

L={MCcR:VBeM BNMeM}.

Damit nun ist zu erkennen: LL ist ,Algebra, d.h. Ring, zu dem die Grund-
menge R selbst gehort.

M st Ideal in (]L, A,ﬂ) .
Fiir beliebige Mengen M € P(R) (,Potenzmenge‘) kann man definieren:
pr (M) = [ Xall-
Die Integralnormeigenschaften ergeben:
w* ist yduferer Inhalt auf P(R), d. h. man hat
p* 2 P(R) — [0, oo,
w (@) =0,
aus M C 01 M, folgt stets p*(M) < i w(M,).

v= v=1

Jeder solche #uflere Inhalt erzeugt in kanonischer Weise mit der Definition*
S(M, N) = " (MAN) (= Xasanll = [Xar = X))

eine ,Pseudometrik® fiir die Teilmengen von R, d. h. § hat die Eigenschaften
einer Metrik mit Ausnahme der Endlichkeit und der Definitheit; § liefert al-
so Werte in [0, oo], den Wert 0 zumindest fiir M = N, ist symmetrisch und
erfiillt die bekannte Dreiecksungleichung. Der Leser mége sich an die Ubungs-
aufgabe (1.1) und speziell die Eigenschaften der symmetrischen Differenz A
erinnern.

* Beachten: Fiir MAN := (M\ N)U(N\M) = (MUN)\(MnNN) gilt
Xman = |Xar — Xn|.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 8. Juni 2006, 22:41 Uhr

2.8 Verallgemeinerter JORDAN-Inhalt 49

Es gilt nun:

M ist die Gesamtheit derjenigen Teilmengen von R, die sich beziglich der
Pseudometrik 6 durch Mengen A € R(S) beliebig gut approzimieren lassen.
Daher gehért auch jede Menge, die beziiglich § beliebig gut durch Mengen
A € M approzimiert werden kann, wieder zu M .

Der Leser, der iiber einfache Grundkenntnisse der Topologie verfiigt, wird
dies sofort so formulieren: M ist die abgeschlossene Hiille von R(S) in der
durch § gegebenen Topologie fiir P(R) .

Zum Beweis erkennt man zunéchst rasch, dafl die gegebene Bedingung hinrei-
chend ist, weil die charakteristische Funktion jeder Menge aus R(S) einfache
Funktion ist. — Fiir den Nachweis der Notwendigkeit seien ¢ > 0 und h
einfache Funktion mit

”XM — h” < €.

Man bildet dann etwa
A={zeR: hz)>1/2},
erkennt A € R(S) und bestétigt
Xnaa < 2|Xa —h|, 6(M, A) = [|[Xaaall < 2e.

Die notierte , Abgeschlossenheit’ von M folgt dann, wie gewohnt, mit der
Dreiecksungleichung fiir 4. O
Weiter erkennt man auch:

L ist ,0-abgeschlossen’.

Zum Beweis kombiniert man die Definition von L mit der Abschitzung
S(ANM, ANN) < 6(M, N),

hier speziell fir A € R(S). O

Die Abschétzung der Integrale durch die Integralnorm fiir alle integrierbaren
Funktionen 148t speziell

|W(M) = p(N)| < (M, N)

erkennen. Damit bestéitigt man — etwas mehr ,topologisch‘ gesagt — :

Der Inhalt p auf M ist die eindeutige 0-stetige Fortsetzung des Inhalts p auf
R(S).

So weit unsere allgemeineren Uberlegungen, auf die wir speziell spiter beim
verallgemeinerten LEBESGUE-Integral zuriickkommen.
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Wir spezialisieren jetzt auf den Fall der (verallgemeinerten) RIEMANN-
DARBOUX-Norm und damit des eigentlichen RIEMANN-Integrals. Die Men-
gen von M, gelegentlich genauer Mg, werden hier als ,(eigentlich) JORDAN-
mefbar®, die Inhaltsfortsetzung pur = p als ,JORDAN-Inhalt“ und entspre-
chend die Mengen von L := L als ,lokal JORDAN-mefbar“ bezeichnet. Dazu
notieren wir gelegentlich deutlicher i}, statt p*.
Hier gilt in Analogie zur Definition der RIEMANN-DARBOUX-Norm fiir alle
MC™R

pr(M) = inf { p(A) : R(S)2 ADM}.
Ist ndmlich h € € mit X s < h, so setzt man

A={zeR: hx)>1} € R(S)
und hat
ADM, w(A) <i(h).
Daraus ist die gewiinschte Charakterisierung von p} ablesbar. O

Es gibt hier eine enge Beziehung zur anschaulichen Erklarung des RIEMANN-
Integrals oder zu elementaren Beschreibungen von Flidcheninhalten oder Vo-
lumina:

Eine Menge M C R ist genau dann JORDAN-mefbar, wenn zu jedem € > 0

eine Finschlieffung
UcMcO

zwischen Mengen aus R(S) derart existiert, daf§

uw(O\U) <e.
Zum Beweis kann man nach dem zuvor Notierten M € M durch die Eigen-
schaft charakterisieren, da§ zu jedem ¢ > 0 zwei Mengen A, B € R(S) exis-

tieren mit
MAA C B, u(B) <e.

Fir O == AUB und U := A\ B hat man dann eine EinschlieBung
der genannten Art; umgekehrt wéhlt man zu einer solchen A := U und
B:=0\U. |

Eine Folgerung aus dem eben Gezeigten ist
pr(M) =pp(M) =sup{u(U) : RS)sU C M} (M € MRg).
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2.4 Verallgemeinertes Lebesgue-Integral

Unser Ziel ist im folgenden, die Einfiihrung des LEBESGUE-Integrals im Ka-
pitel 1 in entsprechender Weise zu verallgemeinern, wie wir dies eben fiir das
eigentliche und uneigentliche RIEMANN-Integral durchgefiihrt haben. Wir
gehen also wieder von der gleichen Grundsituation aus: Es seien

R eine nicht-leere Menge,

S ein Pré#-Ring von Teilmengen von *R,

w1 klassischer Inhalt auf S und

{0} # B ein K-BANACH-Raum, wobei K € {R, C}.
Dazu seien § := F(R, B), € := E(R, S, B), €T, in und i :=ig wie oben
erklart.

Man kann dann immer, ganz analog zum Spezialfall des Kapitels 1, fiir f € §
definieren

£ o= [1fllp = inf {supi(hn) : by € €, by 7> |f] ],

wobei hier — im Spezialfall trat das an dieser Stelle nicht auf — inf ) := oo
zu beachten ist.* Wegen der Additivitiat von ¢ ist auch

£, = inf{Zi(kn) Dk € €T Tk, > |f|}.
n=1

n=1 =
Man bestitigt wie im Kapitel 1:
| I| ist stets eine starke Integralnorm.

Statt der endlichen Subadditivitét (2) gilt also sogar die o-Subadditivitit
(2+). Wir bezeichnen || ||, als (verallgemeinerte) ,, LEBESGUE-Norm*“.

Im allgemeinen wird nun aber, wie eine einfache Ubungsaufgabe zeigt, diese
Integralnorm nicht zur Fortsetzung von igs , geeignet’ sein, d. h. es wird nicht

(4) lis(h)| <|Ibll  (hee€)

gelten. Wir wollen daher iiberlegen, wann diese Eigenschaft gegeben ist. Vor-
weg bemerken wir (konstante Folge heranziehen!):

Immer gilt: Rl < i(h) (heeh)
Dann erkennt man sofort:

| || ist geeignet genau dann, wenn diese Integralnorm auf €% mit i dberein-
stimmft.

Daraus wiederum erkennt man dhnlich wie im Spezialfall des Kapitels 1:

* |Ifl] hingt wieder nur von |f| ab, ist insbesondere also unabhingig von 9.
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| | ist geeignet genau dann, wenn das elementare Integral i bei O absteigend
stetig ist,

d. h., wenn die dem Haupthilfssatz im klassischen Falle entsprechende Eigen-
schaft gilt

(D) ¢t >h, |0 = i(h,) 0.

Aus der zweiten Darstellung von || ||, liest man iiberdies ab:

| I, ist geeignet genau dann, wenn es iberhaupt eine starke Integralnorm
gibt, die auf €T mit i dibereinstimmt.

In diesem Fall hat || ||, also ebenfalls diese Eigenschaft und, was bemerkens-
wert ist, dies ist dann die grifste derartige starke Integralnorm.

Von besonderem Interesse ist nun die Moglichkeit, die Tatsache, daB || ||,
geeignet ist, schon durch eine einfache Eigenschaft des Inhalts p zu charak-
terisieren.

Wir nennen dazu einen klassischen (d.h. endlichwertigen nicht-negativen)
Inhalt ein ,Maf“ genauer ,klassisches Maf$“, wenn nicht nur die endliche
Additivitdt, sondern stirker die , o-Additivitit“ gilt:

Ist eine Menge A aus S disjunkte Vereinigung von abzdihlbar vielen Mengen
A aus S (n=1,2,--+), so gilt

n(A) = u(Ay)
n=1

Bemerkenswert ist nun:
Es sind dquivalent:
(a) u ist ein Maf auf S,
(b) u ist ein Maf$ auf R(S),
(c) i erfillt die Figenschaft (D),
(d) Il st fir i geeignet.

Dazu haben wir oben die Aquivalenz von (c) und (d) schon erkannt.
(b) = (a) ist trivial. (¢) = (b): ...  Den Nachweis von (a) = (b) fiihrt
man in zwei Schritten. Zuerst wird gezeigt, dafl

w(A) = ZN(AWL)
n=1

gilt, wenn A € S und 4,, € R(S). Man iiberlegt dazu, daf} jedes A,, disjunkte
Vereinigung endlich vieler Mengen aus S ist. A ist dann disjunkte Vereinigung
der abzéhlbar vielen so gegebenen Mengen. Hier gilt nach Annahme (a) die o-
Additivitdt. Durch entsprechendes Setzen von Klammern in der erhaltenen
Reihe fiir u(A) entsteht dann die gewiinschte Zwischenbehauptung. Damit
nun kann man den Fall, da8 auch A € R(S), rasch durch geeignete Zerlegung
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gewinnen: Ist ndmlich A disjunkte Vereinigung der Mengen Bj, B, -+, By
aus S, so hat man aufgrund des eben Gezeigten

o0

p(Bx) = > p(An N By).

n=1

Summiert man dann gliedweise iiber x, so entsteht offenbar die behauptete
Gleichung. — Um jetzt schlieBlich (b) = (c) zu erhalten, stiitzt man sich
zweckmiBig auf die (fiir einen klassischen Inhalt) fiquivalente Eigenschaft

R(S)> M, | 0 = u(M,) 0.

Sei nun also (h,) eine Folge aus €' mit h, | 0 und ¢ > 0. Man bildet
dann
M, = {z€R: hy(x) >e} € R(S)

und schétzt mit |f|Oo = sup {|f(T)| cx €M} (fir f€F)
hn < € Xrrn, + ‘hn‘oo Xum, < e Xrrn, + |hl|oo - X,

ab. Wegen M, | 0 gilt nun p(M,) < e fiir geniigend grofe n. Fiir diese folgt
dann aus der vorangehenden Abschitzung

i(ha) < (B(Trh) + bl ) <.

Das ergibt i(hy) | 0, was zu zeigen war. d
Im folgenden sei nun die LEBESGUE-Norm || || := || ||, fiir ips geeignet bzw.,
was wir eben als dquivalent erkannt haben, y Maf. Dann kann also ig geméf
dem Fortsetzungsprinzip mit Hilfe von || || fortgesetzt werden. Wir erhalten

damit das (verallgemeinerte) ,, LEBESGUE-Integral®, das wir wieder mit imq
bezeichnen. Den Raum der entsprechenden ,LEBESGUE-integrierbaren’ Funk-
tionen J = J(B) werden wir gelegentlich auch genauer durch den Index L
kennzeichnen, ebenso fiir 7 .

Wir vermerken, daf} offenbar

e <1 s

gilt, so dafl die gewohnte Vergleichsiiberlegung das LEBESGUE-Integral als
Fortsetzung des RIEMANN-Integrals erweist.

Fiir das so eingefiihrte verallgemeinerte LEBESGUE-Integral gelten mit fast
identischen Formulierungen und Beweisen wie im klassischen Spezialfall:

Aussagen® iiber Nullfunktionen und Nullmengen,

* (die ersten vier Aussagen dazu auf S. 31f)
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Erster Konvergenzsatz,
Vollstindigkeitssatz,
Charakterisierung von Konvergenz beziiglich || ||,
Konvergenzsatz von LEVI I (LEVI )_),
Konvergenzsatz von LEVI II (LEVI 1)  (fir 8 = R),
Satz von FATOU  (fiir B = R),
Norm-Hillen-Satz  (fir B = R),
Norm-Limes-Satz.
Dabei sind nur die Integrale immer mit ip bzw. i zu schreiben.
Der Konvergenzsatz von LEBESGUE kann hier in der folgenden Form
gezeigt werden:
Vor.: fe3(R,B); [fueI(B); geIR R) mit [g <oo,
f(@) — fz) fi.; |fa(@)] < g(z) fi
Beh.: fe€3(B), |[fa—fIl — 0, in(fn) — in(f)
Beweis: Nach der ,Charakterisierung von Konvergenz beziiglich || || geniigt

der Nachweis, da8 (f,) eine || ||-CF ist; denn dann gilt: ||f, — f|| — 0,
woraus man die Behauptung abliest.

Nach LEvI T gilt (...) : g = sup{|fy—f“| :Nowv,pu > n} € J(R);
gn(z) | 0 fii., nach LEvi | folgt daher ||g,|| — O, also ist — da
1o = full < llgnll fix v, > n — (fn) eine || [-CF. 0
Der Norm-Limes-Satz zeigt unmittelbar:

Ist eine Funktion f € § durch eine aufsteigende Folge h, € €% betraglich
magjorisierbar, bzw., was dquivalent ist, kann Tr f durch eine abzdhlbare
Vereinigung von Mengen aus S tiberdeckt werden — wir nennen dann f bzw.
Tr f ,0-endlich® (beziiglich € bzw. S) — , so ist

Ifll, = sup{lILA[f]Il, : he€"} < [Ifllg,-
So ist erkennbar:

Ist R o-endlich, so erweitert das LEBESGUE-Integral auch das uneigentliche
RIEMANN-Integral.

Genauer gilt: Eine Funktion aus Jre, die o-endlich ist, ist LEBESGUE in-
tegrierbar.

Man vergleiche hierzu auch Ubungsaufgabe (2.4.8).

2.5 Verallgemeinertes Lebesgue-Maf3

Wir haben oben — im Abschnitt iiber den verallgemeinerten JORDAN-Inhalt
— allgemein die mit einer Integralerweiterung durch eine geeignete Integral-
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norm verbundene Fortsetzung eines Inhalts untersucht. Im folgenden betrach-
ten wir speziell die Inhaltserweiterung im Zusammenhang mit dem verallge-
meinerten LEBESGUE-Integral. Dies fiihrt uns in die Theorie des ,, LEBESGUE-
Mafes“, die fiir viele Fragen der Analysis, der Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik grundlegende Bedeutung hat. Wir gliedern zweckméfig unsere Dar-
stellung derart, daf§ wir nach der Schilderung der Grundsituation und Notie-
rung der Definitionen zunichst diejenigen Eigenschaften wiederholen, die sich
oben schon allgemein ergaben, und danach die wesentlichen Ergénzungen fiir
den betrachteten Spezialfall bringen.

Wir gehen also aus von einem Pri-Ring S innerhalb einer nicht-leeren Men-
ge R und — gemiiB den Uberlegungen des vorangehenden Abschnittes —
von einem klassischen Maf p auf S. Dazu bilden wir, wie eben dargestellt,
mit Hilfe der LEBESGUE-Integralnorm || || das (verallgemeinerte) LEBESGUE-
Integral i = g auf dem Raum der LEBESGUE-integrierbaren Funktionen

3 =3(R).

Wie oben allgemein ausgefiihrt, betrachten wir das System der mefibaren
Mengen

M = {MCER:XMGJ}

und die durch
w(M) = i(Xn)

definierte Mengenfunktion
o M — [0, oof.
Dazu erklédren wir das System der lokal-me3baren Mengen
L:={McCcR:VAeS ANnM e M}
und bilden schliefllich zur LEBESGUE-Norm
WD) = Xl (M € BER)).

Wir wissen dann aus unseren allgemeinen Uberlegungen:

M ist ein Ring, der R(S) umfaft. p ist ein klassischer Inhalt, der das ge-
gebene Mafl auf S fortsetzt. L ist eine M umfassende Algebra. p* ist ein
duferer Inhalt auf P(R).

Dazu hatten wir schon erkannt:

w* erzeugt mit der Definition

6(M, N) := p*(MAN)
eine Pseudometrik auf P(R). M ist die Abschlieffung von R(S) beziiglich die-
ser Pseudometrik, und p ist auf M beziiglich 0 gleichmdfig stetig,
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(M) — (V)| < 8(M, ),
und daher die eindeutige stetige Fortsetzung des Inhaltes, hier also Mafes,
auf R(S).

Schliellich war auch

L= {Mcm:\meMAmMeM}.

Aufgrund der MaB-Eigenschaft von p auf S und der daraus resultierenden
Eigenschaften der LEBESGUE-Integralnorm und des LEBESGUE-Integrals er-
kennen wir nun rasch zahlreiche weitere bemerkenswerte Aussagen.
Zunichst zeigen wir:

1 ist ein Majf$ auf M.

Dazu haben wir Mengen M,, und M in M zu betrachten derart, dafi M die
disjunkte Vereinigung der abzihlbar vielen Mengen M,, ist. Man schreibt um

zu oo
Xu = ZXMR.
n=1
Dies ist nach Definition von M eine Relation mit integrierbaren nicht-
negativen Funktionen. Man kann zum Beispiel den Satz von LEVI ) an-
wenden und erhélt

o o

p(M) = i(Xar) = Y i(Xw,) = > p(M,).

n=1 n=1
Aufgrund dieser Tatsache bezeichnen wir p auf M als wverallgemeinertes
,, LEBESGUE-Maf“.

Noch einfacher ist die Feststellung:
w* st dufleres Mafs‘.
Damit ist gemeint: p* ist sogar ,o-subadditiv’ auf P(R):

Mc M, = p(M)<> p'(M,).
n=1

n=1

Man schreibt dazu die Voraussetzung um zur Ungleichung

Xu < Z X,

n=1

und wendet die o-Subadditivitit der LEBESGUE-Norm an. O
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Der Konvergenzsatz von LEVI T ergibt dariiber hinaus noch eine weitere
Struktureigenschaft von M:

Hat man eine aufsteigende Folge von Mengen M, in M derart, dafi die Ma-
Be p(M,) beschrinkt bleiben, so gehdrt die Vereinigungsmenge M aller M,
ebenfalls zu M. Dazu gilt dann

S(M, My) — 0,  pu(M,) T u(M).

Zum Beweis betrachtet man die charakteristischen Funktionen der M,,,
die nicht-fallend gegen die charakteristische Funktion von M konvergieren,
wihrend ihre Integrale beschriinkt bleiben, und wendet den Satz von LEVI T
an.

Eine einfache Folgerung ist:
M ist ein 6-Ring‘;
dies bedeutet: ein gegen die Bildung abzidhlbarer Durchschnitte abgeschlos-

sener Ring. — Das ,0¢ ist hier natiirlich kein Hinweis auf die gleich benannte
Pseudometrik; ein Mifiverstindnis sollte ausgeschlossen sein.

Bekannt ist: M ist ein Ring. Zum Beweis der zusitzlichen Eigenschaft be-
trachtet man fiir (A,) € MN

n oo

M>M,:= (A, | M:=[)A4,.
v=1 v=1

Man hat dann M > My \ M,, T M; \ M, also _— unter Beachtung von

w(My \ M,) < u(M;) < co — nach der obigen Uberlegung M; \ M € M

und so schlieBlich M = M, \ (M, \ M) € M. O

Mit der letzten Aussage ergibt die Definition von L oder auch die notierte
zweite Charakterisierung durch die Schnitte mit Mengen aus M sofort die
weitergehende Eigenschaft von L:

L ist eine ,0-Algebra’,

d.h. Algebra und zusétzlich abgeschlossen gegen Bildung von abzihlbaren
Vereinigungen, damit natiirlich auch von abziahlbaren Durchschnitten.

Als Teilsystem von L 148t sich M einfach charakterisieren durch die Eigen-
schaft endlichen dufleren Mafles:

M={MecL: py'(M)<oo}.

Hier zeigen wir zuerst die Inklusion ,D‘. Dazu geht man aus von einer Majo-
risierung der Funktion Xps durch eine aufsteigende Folge von nicht-negativen
einfachen Funktionen, die wegen ||[Xp/|| = p*(M) < oo gewil existiert. Be-
zeichnet man die Trigermengen dieser einfachen Funktionen mit A,, (n € N),
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so gehoren wegen M € L die Durchschnitte M N A,, zu M. Sie bilden eine
aufsteigende Folge, deren Vereinigungsmenge M ist. Dabei bleiben die Werte
der MaBe (M N A,) offenbar durch p*(M) < oo beschriinkt. Damit kann
man die oben notierte Eigenschaft von M anwenden und hat, wie zu zeigen
war, M € M. Die umgekehrte Inklusion ,C‘ und damit ,=‘ ist wegen
M C L durch die schon gelegentlich benutzte Bemerkung gegeben:

pr(M) = (M) (M €M),

was natiirlich der Tatsache entspricht, daf§ fiir integrierbare Funktionen die
Integralnorm mit dem Integral des Betrages iibereinstimmt. O

Einige der zuletzt erhaltenen Eigenschaften lassen sich zweckméBig und ele-
gant zusammenfassen:

Schrankt man das duflere Maff p* ein auf die o-Algebra L, so ist die ent-
stehende Mengenfunktion (mit Werten in [0, oo]) o-additiv, also in ent-
sprechend verallgemeinertem Sinne ein MafS, und Fortsetzung des (endlich-
wertigen) Mafes (1 auf M.

Ausdriicklich weisen wir darauf hin, dafl in fast allen Darstellungen
der LEBESGUEschen Maf- und Integrationstheorie die o-Algebra L und das
eben angesprochene Maf}* mit Werten in [0, oco] auf L die primére Rolle spie-
len. So werden dort die Mengen aus L als ,mefibar’ bezeichnet, und unsere
mefBbaren Mengen (M) sind dort die ;meBbaren Mengen endlichen Mafes*.
— Unsere vom Ublichen deutlich abweichende Bezeichnungs- und Vorgehens-
weise begriindet sich nicht nur durch die Methodik, die Maerweiterung als
Nebenergebnis der Integralfortsetzung mit Hilfe der LEBESGUE-Norm zu ge-
winnen, sondern vor allem auch durch die einfachen Verallgemeinerungen
auf vektorwertige Funktionen und Mafle, wo eben Mafi und dufleres Mafl
vollig verschiedene Dinge sind. Man kann sagen, daf§ manche Schwiichen der
gewohnten Darstellungen der Mafitheorie, so auch die eben angesprochene
mangelnde Verallgemeinerungsféhigkeit, gerade darin begriindet sind, daf
das endliche Maf} einerseits und das die topologischen Aspekte induzieren-
de duBere Mafl andererseits nicht geniigend differenziert erscheinen. — Wir
bitten also den Leser, gegebenenfalls an diese Bezeichnungsabweichungen zu
denken.

Mit einigen der topologischen Aspekte, die mit der Pseudometrik § und damit
mit p* zusammenhéngen, wollen wir uns im folgenden kurz beschéftigen.

Vorweg notieren wir noch eine Darstellung fiir u*, die derjenigen entspricht,
die wir oben fiir den dufleren JORDAN-Inhalt erhalten haben:

WH(M) = inf { sup u(By) : R(S) > B, 1> M},
k
oder auch, dquivalent dazu,

() u* (M) = inf { i W(An) : A €S, E‘jl A, o M}.

n=
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Dabei bedeutet By 1D M natiirlich By C By C--- A U Bx D M.
k=1

Beweis: Um von einer aufsteigenden Folge einfacher Funktionen (hy), deren
Supremum Xp; majorisiert, wihrend

i(hg) < p*(M)+e, 0<ex<l1

beschréinkt bleiben, zu einer geeigneten Mengenfolge By zu kommen, wihlt
man etwa
By = {;EGSR : hk(ac)zlfe}

und zeigt

pB) < 7 (WMD) +2).

Der Rest ergibt sich durch Routine-Uberlegungen. O

Als eine Folgerung notieren wir:

Fir eine Menge M C R sind dquivalent:

e M ist eine LEBESGUE-Nullmenge,
o M ist meflbar und hat das Maf$ 0,
w* (M) =0,

o zu jedem € > 0 existiert eine Uberdeckung von M durch abzihlbar viele
Mengen aus S derart, dafi die Summe ihrer Mafe kleiner als € ist.

Aus den Darstellungen von p*, die wir eben notiert haben, ergeben sich
mit ganz analogem Beweise zwei Sétze, die dem Norm-Hiillen-Satz und dem
Norm-Limes-Satz voll entsprechen:

Hiillen-Satz:

Zu einer Teilmenge W von | mit p*(W) < oo gibt es stets eine mefbare
Menge M D W mit p(M) = p*(W).

Limes-Satz:

Fiir Teilmengen M, M von R mit M, T M gilt stets p*(M,) 1 p*(M).
Fiir die Beweise und Ergiinzungen empfehlen wir die zugehorigen Ubungs-
aufgaben.

Beziiglich der ,6-Topologie* wollen wir nun als bemerkenswerte Resultate zei-
gen:

P(R) st vollstindig,
M ist vollstindig,
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L st vollstindig.

Den Beweis der ersten Aussage kénnen wir einfach auf den Vollstéandigkeits-
satz und die Charakterisierung von Konvergenz beziiglich || || stiitzen: Hat
man eine CAUCHY-Folge beziiglich § von Mengen M,,, so geht man {iber zu
den charakteristischen Funktionen. Mit

5(M, N) = ||Xa — Xn]|

erkennt man diese als CAUCHY-Folge beziiglich || ||. Nach den erwiihnten
Sétzen gibt es eine Funktion f, gegen die diese Funktionen beziiglich || || kon-
vergieren; andererseits gibt es eine Teilfolge dieser charakteristischen Funk-
tionen, die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Daher hat f fast
iiberall nur Werte 0 oder 1. Nach entsprechender Abidnderung kann also
f als charakteristische Funktion einer Menge M gew#hlt werden. Die oben
verwendete Gleichung 148t dann die J-Konvergenz der Mengen M,, gegen M
erkennen.* Dafl M und L vollstdndig sind, erkennt man ebenso wie oben die
Vollsténdigkeit von J: Beide Mengensysteme sind beziiglich § abgeschlossene
Teilmengen des vollstéindigen P(9R) und daher ebenfalls vollstéindig. O

An dieser Stelle sollten wir etwas zu der in der Literatur verbreiteten anderen
Darstellungsweise der Theorie des LEBESGUE-Mafles sagen: Fiir die Erweite-
rung eines Mafles p auf einem Pré-Ring S (oder vielmehr meist schon auf
einem Ring) geht man dort so vor, dafl man die obige Gleichung (x) als De-
finition von p* zugrunde legt und zunichst zeigt, dafl p* dufleres Maj$ ist,
das p fortsetzt.

Durch die | CARATHEODORY-Bedingung |

wWW) =pw(WnL)+ p*(W\L) firalle Mengen W aus P(R)

wird L. — L € L — erkldrt. Man rechnet — miithsam — nach, dafl L eine
o-Algebra ist, die S umfafit. Die Einschrinkung von p* auf L ist dann als
o-additiv nachzuweisen.

Wir kommen auf diese Charakterisierung von L in einer Ubungsaufgabe
zuriick.

Es wir schnell deutlich, wieviel an Aufwand auf einem solchen Wege erforder-
lich ist und wieviel an weiteren Uberlegungen noch einmal investiert werden
muf}; um die Natur von M und L im Zusammenhang mit S, die bei der
CARATHEODORY-Bedingung eben vollig verschleiert ist, schlielich sichtbar
zu machen. Als Ausgangspunkt fiir einen Zugang, der einerseits einfach ist

* Man kann {ibrigens den Beweis auch mehr direkt, ohne den Ubergang zu
den Funktionen, fithren, indem man den Grundgedanken fiir den Beweis des
Vollstindigkeitssatzes fiir Funktionen entsprechend iibertrigt, wobei natiirlich
ein geeignetes M zweckmifig zu definieren ist (Ubungsaufgabe).
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und andererseits die Strukturen deutlich macht, erscheint die CARATHEO-
DORY-Bedingung ziemlich ungeeignet.

Meist wird dann auf einer Mafltheorie der eben geschilderten Art zunichst
noch eine umfangreiche Betrachtung ,mefbarer Funktionen‘ aufgebaut, um
dann erst, wieder relativ kompliziert, zum LEBESGUE-Integral zu gelangen.
Man hat so eine Vielzahl von — zum Teil nicht-trivialen — Erweiterungs-
schritten. — Das Argument der Notwendigkeit eines ganz anderen Zugangs
fiir den Fall der Verallgemeinerung auf vektorwertige Funktionen und Mafle
— wir haben schon darauf hingewiesen — sollte man nicht vergessen.

Im folgenden werden wir die eben mit der LEBESGUE-Norm eingefiihrten g,
M und L, die wir unterscheidend mit dem Index L versehen, mit den ent-
sprechenden Bildungen im Rahmen der Betrachtung des eigentlichen und
uneigentlichen JORDAN-Inhalts vergleichen. Dazu braucht man natiirlich nur
die schon bekannten Aussagen iiber die Integrale und die integrierbaren Funk-
tionen im wesentlichen auf die charakteristischen Funktionen einzuschrénken.
Man erhélt so die folgenden Aussagen:

o Stets ist i, eine Fortsetzung von p, und
MRCML7 ]LR,e:]LRC]LL.

o Ist eine uneigentlich JORDAN-meflbare Menge zugleich o-endlich, so ist
sie auch LEBESGUE-mef$bar.

o Ist daher R o-endlich, so ist auch p1; eine Fortsetzung von g g Also
gilt dann

MRCMRJC {]LR I\:/JI]LR'Z} cLyg.
L

Der Leser moge sich an die Ubungsaufgabe erinnern, die gerade auch fiir
diese Situation im Falle einer nicht o-endlichen Grundmenge fR ein Beispiel
fiir MR7g ¢ ML glbt

Wir verzichten hier auf die entsprechenden Uberlegungen im Zusammenhang
mit der lokalen LEBESGUE-Norm.

2.6 Mef3bare und lokal-mefibare Funktionen

Im Rahmen der eben entwickelten Theorie des verallgemeinerten LEBESGUE-
Integrals — mit dem Ausgangspunkt eines (klassischen) Mafies auf einem Pri-
Ring — erfordert die Behandlung ,mefbarer Funktionen‘ etwas mehr Sorgfalt
als im Spezialfall der Intervall-Lénge im Kapitel 1. Dort dquivalente Charak-
terisierungen liefern namlich in der Verallgemeinerung nicht mehr die gleichen
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Funktionenmengen. Vielmehr spielt jetzt der Begriff der ,o-Endlichkeit’ von
Mengen bzw. Funktionen eine entscheidende Rolle.

Wir beschrianken uns hier auf den Fall 8 = R. Im allgemeinen Fall miifiten
nur noch Beschneidungen h@® f geeignet verallgemeinert und einfache Ei-
genschaften dazu zusammengestellt werden.

Wir beginnen mit den folgenden vier Definitionen:

Eine Funktion f € § heiBt ,lokal-mefibar®, wenn fiir jede Funktion h € €T
die Beschneidung h@ f integrierbar ist. Wir konnten also auch sagen: €&-
lokal LEBESGUE-integrierbar.

Eine Funktion f € § heifit ,mefbar®, wenn sie Limes fast iiberall einer Folge
von einfachen Funktionen ist.

Eine Menge M in R heifit ,o-endlich®, wenn sie sich in eine abzihlbare
Vereinigung von Mengen des Pré-Rings S einschlieflen 148t.

Eine Funktion f € § heifit ,o-endlich®, wenn ihr Tréger o-endlich ist.

Diesbeziiglich erhélt man relativ rasch eine Reihe einfacher Sétze oder Be-
merkungen:

(a) f ist o-endlich genau dann, wenn es eine nicht-fallende Folge nicht-
negativer einfacher Funktionen h,, gibt, deren Supremum ‘f| majori-
siert.

Damit hat man zugleich punktweise h,@® f — f und hy A |f| T |f‘ —
FEine Funktion f mit || f|| < oo ist daher stets o-endlich. — Jede Menge
mit endlichem dufleren Maf ist o-endlich.

(b) Ein Limes f. 1. von o-endlichen Funktionen ist o-endlich.

(¢) [ ist mefbar genau dann, wenn f Limes f.1. einer Folge integrierbarer
Funktionen ist.

(d) Ein Limes f.1. einer Folge von lokal-mefbaren Funktionen ist lokal-
mefsbar.

(e) [ ist meflbar genau dann, wenn f lokal-mefbar und o-endlich ist. Die
beiden Begriffe fallen also genau dann zusammen, wenn 98 o-endlich
ist, wie etwa im Falle des Intervall-Systems in R .

(f) Ein Limes f.1. einer Folge von mefbaren Funktionen ist mefibar.

(9) Ist f lokal-mefbar, so sind auch alle Beschneidungen mit nicht-
negativen integrierbaren Funktionen integrierbar.

(h) [ ist integrierbar genau dann, wenn f (lokal-)mefbar ist und || f|| < oo
gilt.
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Eine Reihe weiterer einfacher und interessanter Eigenschaften in diesem Zu-
sammenhang haben wir in den Ubungsaufgaben (2.6.5) bis (2.6.10) des Bu-
ches formuliert. Wir empfehlen, diese jedenfalls einmal anzusehen.

Nun zum Beweise von (a) bis (h):
Der Nachweis von (a) und (b) verlduft in gewohnten Bahnen.

Zu (c): In der nicht-trivialen Richtung approximiert man einfach integrier-
bare Funktionen f,, durch einfache Funktionen h,, so, dafl

Zan_hnH < 0.

n=1

Damit hat man nach dem Ersten Konvergenzsatz f,,(z) — h,(z) — 0 f. ii,
also auch fast iiberall h,(z) — f(z).

Zu (d): Dies erhélt man unmittelbar, indem man fiir jedes h € ¢ den Kon-
vergenzsatz von LEBESGUE auf die entsprechenden Beschneidungen anwen-
det.

Zu (e): Nach (b) und (d) ist zunichst jede meBbare Funktion lokal-mefibar
und o-endlich. Fiir die Umkehrung verwendet man die Funktionen h,, von
(a) und schliefit mit (c).

Zu (f): Dies folgt nun unmittelbar aus (e) mit (b) und (d).

Zu (g): Man bemerkt dazu, daf eine Approximation einer nicht-negativen

integrierbaren Funktion g durch Funktionen h,, aus ¢* wegen

”g®f - hn@f” S ”gfhnH

zugleich entsprechende Approximationen fiir die Beschneidungen ergibt.

Zu (h): Es ist nur noch zu zeigen, daf§ die beiden Bedingungen hinreichend
fiir die Integrierbarkeit sind. Dazu bemerkt man, dafl es eine integrierbare
Funktion g > | f| gibt, und wendet den Konvergenzsatz von LEBESGUE auf
die Beschneidungen einer gegen f fast iiberall konvergierenden Folge einfa-
cher Funktionen mit g an. O

Den Zusammenhang der entsprechenden Begriffe fiir Mengen und fiir Funk-
tionen zeigen die folgenden Zeilen:

Eine Menge ist lokal-meffbar genau dann, wenn ihre charakteristische Funk-
tion lokal-mefbar ist.

Die charakteristische Funktion einer Menge ist meflbar genau dann, wenn die
Menge lokal-mefbar und o-endlich ist.

Fine Menge ist (nach Definition) mefbar genau dann, wenn ihre charakte-
ristische Funktion integrierbar ist.

Nur zu der ersten Aussage ist eine einfache Uberlegung erforderlich: Ubungs-
aufgabe.
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Zum Abschluf notieren wir noch eine Aussage, die die oben (Seite 58) be-
merkte o-Additivitdt des duBeren Mafles auf L verallgemeinert:

Die LEBESGUE-Norm ist auf den nicht-negativen lokal-mefSbaren Funktionen
ausfiihren! o-additiv.
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