Kapitel 3

Produkt-Integration

Wir mochten einleitend den Leser an das schon zu Beginn des Kapitels 2
genannte Ziel erinnern, entsprechende Integralbegriffe wie im Kapitel 1 auch
im Mehrdimensionalen, also fiir Funktionen auf dem R™, zu gewinnen. Dem
dienten schon die etwas verallgemeinernden Uberlegungen des Kapitels 2,
die sich auf Funktionen auf einer beliebigen Grundmenge und Inhalte (oder
Mafle) auf einem Pri-Ring innerhalb dieser Menge bezogen. Im folgenden
soll in einer dhnlich leicht abstrahierenden Form nun der Schritt vom Ein- ins
Mehrdimensionale betrachtet werden: Wir verallgemeinern dabei die Bildung
von Rechtecken als ,Produkte’ von Intervallen und von Rechtecksinhalten als
Produkte der Kantenléingen. Diese Abstraktion zieht zugleich eine wesentliche
Vereinfachung nach sich: Die entsprechende Bildung in hheren Dimensionen
kann dann einfach induktiv erhalten werden.

3.1 Erginzende Bemerkungen zu Integralnormen

Seien nun {0} # B ein K-BANACH-Raum, wobei K € {R, C}, und — wie
wir dies schon durchweg im Kapitel 2 betrachtet haben — || || eine beliebige
Integralnorm (Eigenschaften (0), (1), (2) und (3)) auf dem Raum §F der 98-
wertigen Funktionen auf einer nicht-leeren Menge SR. Wir wollen dann — das
wird jetzt von Bedeutung sein — der Beobachtung Rechnung tragen, dafl
aufgrund von (2) die Integralnorm offenbar nur vom Betrag der Funktion
abhiingt. Wir kénnen dies beschreiben, indem wir die Menge B (R) der nicht-
negativen (endlich-wertigen) Funktionen auf R und mit einem b € B vom
Betrage 1

el = llebll (¢ € Be(R))
betrachten. Man hat dann:
(0) I ”, : Pe(R) — [0, o0,
1) ol = o,

2) <ttt e = Y1 <l + 1l + - 4 [l

Anderung

Anderung



Auslassung

66 Kapitel 3 Produkt-Integration

3) 189" =Bl (8> 0).

Die Integralnorm || || entsteht aus einer solchen ,Integralnorm® auf PB.(R)

mittels || f|| := || | f } I fiir f € § oder kurz (zusammengesetzte Abbildung)
=11l |

Im folgenden erweist es sich mehrfach als zweckmifig, ja fast als notwendig,
nicht nur endlich-wertige nicht-negative Funktionen zu betrachten, sondern
den Funktionswert oo (= +00) zuzulassen. Wir bezeichnen die Gesamtheit
dieser Funktionen auf 9R mit Werten in [0, co] dann als P(R).

Sei nun eine Integralnorm || ||" auf P (M) gegeben. Man mochte diese dann
in moglichst einfacher, ja kanonischer* Weise auf den grofieren Bereich PB(R)
fortsetzen, das heifit insbesondere, ohne auf eine friihere spezielle Konstruk-
tion noch einmal zuriickzugreifen. Indem wir die Fortsetzung der Einfachheit
halber wieder mit || || bezeichnen, gelingt eine kanonische Fortsetzung ein-
fach mit der Definition

[0lI" = sup {lle]l" - ¢ € Pe(R), 9 <} (v €PDR)).

Offenbar ist diese Fortsetzung die kleinstmdgliche zu einer Integralnorm. Da-
bei bedarf nur die Eigenschaft (2°) einer Uberlegung: Seien dazu 1 und 1,
jetzt aus P(R) mit ¢ < Y1 + P + - + ¥,,. Man betrachtet dann P.(R) >
@ < 1 und bildet ¢, := ¢ A 1,. Man hat offenbar ¢ < p1 + o + -+ + @y
Mit (2’) fiir Pe(R) und der Definition der kanonischen Fortsetzung folgt
lloll” < lonll” + lb2l|” + - - - + ||¥m]|” und daher wieder mit der Definition die
Behauptung. O

Dieselbe Schluiweise zeigt auch:

Ist || || eine starke Integralnorm auf B.(R), gilt also

2+) V<3 Y = 0l < 3 Wl

n=1 n=1

so ist auch die kanonische Fortsetzung auf PB(R) starke Integralnorm.

3.2 Produkt-Inhalte und elementare Integrale

Wir kommen nun zur Betrachtung von Produkt-Réumen, Produkt-Inhalten
und zugehorigen elementaren Integralen.

Wir betrachten — neben dem K—BANACH-Raum % — fiir ¥ = 1, 2 nicht-
leere Mengen R,, dazu Pri-Ringe S, von Teilmengen von R, und klassische
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Inhalte p, auf S, (bzw. schon auf R(S,)). Jeweils bilden wir das zugehorige
elementare Integral i, := i, » auf dem Raum der entsprechenden einfachen
Funktionen, der einen Unterraum €, des Raumes §, aller B-wertigen Funk-
tionen auf R, bildet.

Sei nun Rz = Ry x Ry die Produkt- oder Paar-Menge. Dann wird man
naturgemifl das Mengensystem

Sg:zgligzlz{AXB : AESl7B€SQ}

betrachten. — Dies verallgemeinert offenbar die Bildung von Rechtecken im

R? aus Intervallen in R (und weiter zu mehrdimensionalen Quadern).

Man erkennt:

Ss ist wieder Pri-Ring (von Teilmengen von Rs).

Dazu benutzt man etwa die rasch zu bestétigende Darstellung
(AXB)\(Cx D) = (Ax(B\D))w((A\C) x (BN D)),

aus der man mit den Pré-Ring-Eigenschaften von S; und S die Behauptung

ablesen kann. — Wir verwenden die Bezeichnung , Produkt-Prd-Ring*“.

Der Leser sollte bemerken, dafl diese einfache Eigenschaft fiir Prd-Ringe gilt,
nicht jedoch fiir die entsprechende Produkt-Bildung bei zwei Ringen: Hier
muf} nicht wieder ein Ring entstehen.

Es liegt nun nahe, wenn man an das Produkt der Seitenléingen bei Rechtecken
denkt, pusz(A x B) := p1(A) - p2(B) zu definieren und die Inhaltseigenschaft
nachzurechnen. Man kann sich das jedoch ersparen. Man erhélt dies als Ne-
benresultat bei einfachen Uberlegungen, die ohnehin gebraucht werden.

Betrachtet man eine Funktion f aus §3, dem Raum aller B-wertigen Funk-
tionen auf M3, so ist fiir jedes x aus Ry die Funktion

f(‘ra) 1 Re _>%7
definiert durch die Zuordnung
Re Dy r— f(z,y) €B,

eine Funktion aus F2. Wir bilden nun den Unterraum €3 := €¢(Rj3,S3,B)
innerhalb von §3 und erkennen:

Fiir h aus €3 und x aus Ry gehort stets h(z,-) zu €.

Beweis: Dies bestétigt man unmittelbar fiir eine ,einfachste Funktion*

h = Xaxpb (AeSl,BeSz,be%);
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denn dafiir ist h(z,") = Xp (XA (r)b) . Man erhilt daraus die Aussage all-
gemein mit der Bemerkung, daf§ die Zuordnungen f —— f(z,-) lineare Ab-

bildungen sind. O

Nun kann man fiir » aus €3 und jedes = aus R;. das elementare Integral
i2(h(z,-)) bilden und damit die Funktion ja(h) aus §1 durch

Ja(h)(z) = iz(R(z,"))
erkldren. Man erkennt:
Fiir h aus €3 gehort stets ja(h) zu €.

Fiir diesen Nachweis verwendet man wieder die Bemerkung, daf} die Zuord-
nung js eine lineare Abbildung darstellt, und erhilt damit eine Reduktion
auf den Fall einfachster Funktionen: Fiir h := Xaxpb (---) rechnet man

(5) ia(h(@,)) = p2(B) (Xa@)b) = Xa(@) pa(B)b,  ja(h) = Xapa(B)b.
Damit jetzt kann man
13 1= 110 j3

bilden. Das heifit also: Man erzeugt fiir h aus €3 zuerst ja(h) aus €; und
hierzu i1 (j2(h)) in B. Mit (*) erkennt man:

i3 ist eine lineare Abbildung von &3 in B mit
ig(XAbi) :ﬂl(A)'/,tg(B)b (AESl,BGSQ,bG%).
Also liefert
13(A x B) := p1(A) - p2(B)

einen Inhalt auf Sg.

Diese Kette einfacher Uberlegungen hat nun nicht nur die Inhaltseigenschaft
der Produktbildung ergeben, sondern gleichzeitig die Darstellung des zu-
gehorigen elementaren Integrals mit Hilfe der Hintereinanderausfithrung ele-
mentarer Integrale. Wir bezeichnen ps als den von p; und po erzeugten
»Produkt-Inhalt“ und i3 als zugehériges ,elementares Produkt-Integral® (zu
i1 und iz).

Bemerken sollten wir noch, da man die Reihenfolge der Integrationen

natiirlich vertauschen kann.

Abschlielend notieren wir nun als wichtiges Resultat:
Sind p1 und po (klassische) Mafe, so ist auch ps (klassisches) Maf.

Zum Beweis zeigt man einfach, da — mit B := R — die in Abschnitt
2.4 iiber das verallgemeinerte LEBESGUE-Integral formulierte Eigenschaft (D)
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fir 43 gilt, und stiitzt sich auf die dort bewiesene Aquivalenz: Seien also
h, aus €§ mit h, | 0. Fiir jedes € 9%y hat man dann h,(z,-) | 0 in
¢§. Mit der Eigenschaft (D) fiir io folgt also ja(hn) | 0, dies jetzt in & .
Man wendet wieder (D), jetzt fiir 41, an. Man erhélt dann, wie gewiinscht,
Z‘3(hn) = Z‘1 (J2(hn)) l 0. O

3.3 Iterierte Integralnormen

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist nun, bei der eben geschilderten
Produktbildung von klassischen Inhalten entsprechende Integralfortsetzun-
gen der elementaren Integrale i;, i2 und 43 mit geeigneten Integralnormen
zu betrachten und vor allem zu iiberlegen, wann sich die Darstellung von i3
durch Produkt-Integration i; o jo in bestimmter Weise auf die Integralfort-
setzungen iibertragt. Es erscheint plausibel, daf es hierzu auf eine gewisse
Relation zwischen den verwendeten Integralnormen ankommen wird. Fiir die
Formulierung einer derartigen Relation wird man fast zwangsléufig zum Be-
griff der ,iterierten Integralnorm* gefiihrt:

Es seien, wie eben, $8; und Ry nicht-leere Mengen, Rs := R; x Re und
fiir v = 1, 2 nunmehr || ||/, Integralnormen auf B.(9,) im Sinne des obigen
Abschnitts 3.1. Wie dort ausgefiihrt, seien diese kanonisch (minimal) auf
PB(R,) fortgesetzt. Dann kann man dhnlich vorgehen wie bei den elementaren
Integralen. Man betrachtet eine Funktion 1 aus §B.(fR3). Dann liegt fiir jedes
x aus Ry die Funktion ¢(z,-) in Pe(R2). Man wendet || ||, an und erklirt
S0

[6]5(@) == (@, )5 -

Offenbar ist |w|; eine Funktion aus P3(R;). Sie ist im allgemeinen auch
bei endlicher Funktion 1 nicht mehr endlich-wertig. Man kann jetzt — hier
bengtigt man die kanonische Fortsetzung — || ||} anwenden. So erklirt man

I 1ls =11 10| o

Wie man sofort sieht, entsteht eine Integralnorm auf 9B.(fR3). Wir nennen
dies die aus || ||, und || ||; — die Reihenfolge ist wesentlich! — gebildete
Literierte Integralnorm®.

Hierzu tiberlegen wir ergénzend:

Sind || ||y und | ||} starke Integralnormen, so ist auch die aus ihnen gebil-
dete iterierte Integralnorm || || , stark.

Dies erkennt man durch zweimalige Anwendung der o-Subadditivitit, zuerst
fir || [}, danm fir || [

© Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 15. Juni 2006, 10:12 Uhr

ausfithren!



genauer: i

baw. jo

KR

70 Kapitel 3 Produkt-Integration

3.4 Der Hauptsatz zur iterierten Integration

Firr den entscheidenden Schritt unserer Uberlegungen zur Produkt-
Integration kombinieren wir nun die Bildung iterierter Integralnormen mit
den Betrachtungen iiber Produkt-Inhalte und elementare Produkt-Integrale.
Wir legen so fiir den gesamten Abschnitt die folgenden Annahmen zugrunde:

[1] Fiir v =1, 2 seien S, Prd-Ringe auf den nicht-leeren Mengen R, , p,
klassische Inhalte auf S, und dazu i, die elementaren Integrale auf den
zugehorigen Ridumen einfacher Funktionen ¢, = ¢(R,,S,,B) mit ei-
nem K-BANACH-Raum {0} # B. Auf R3 := Ry x Ry sei Sz := 51 xSy
der Produkt-Pré-Ring und i3 := ¢; o jo das zugehorige elementare In-
tegral auf €3 = €&(Rj,S;,B).

[2] Fiir v =1, 2 seien || ||/, Integralnormen auf P.(R,) und fiir i, ge-
eignet:

i, <, (hee,).

(3] Auf P(R3) sei || |5 eine Integralnorm. Fiir sie gelte

[N/

Dabei verwenden wir in [2] und entsprechend an spéteren Stellen die Verab-
redung
!
Il =1 1ol |-

In [3], das sich als die entscheidende Voraussetzung erweist, tritt die oben
diskutierte iterierte Integralnorm auf. Wir erinnern daran, daf fiir deren Bil-
dung die kanonische Fortsetzung von || ||' auf P(%1) verwendet wird. Diese
Fortsetzung (mit der gleichen Bezeichnung) wird auch im folgenden mehrfach
auftreten, ndmlich dort, wo entsprechende Funktionen mit moglichen Werten
oo betroffen sind.

Wir zeigen nun zunéchst:
" und damit auch " st fir is geeignet.
1,2 3 geerg

Dazu geniigt es, fir h € € zu rechnen:

. . . . /
is(h) = i1(ja(h) < 2y < NI, 0, = NRlG, < DR,

wobei man

(W) (@) = ia(h(z,-) < Az, ) = [h]()

beachtet. O
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Es seien im folgenden fiir v = 1,2, 3 die aus ¢, mit || ||, entstehenden
Réume integrierbarer Funktionen mit J, = J,(%8) und die Integralfortset-
zungen wieder mit i, = 4, bezeichnet.

Man wird nun anstreben, die Relation i3 = i3 o jo fiir die elementaren In-
tegrale auf die Fortsetzungen zu iibertragen. Es zeigt sich jedoch, daff im
allgemeinen fiir f € J3 nicht mit jedem z aus Ry auch f(z,-) zu Jo gehort.
Hier ist also eine gewisse Einschrinkung notwendig. Eine geeignet modifizier-
te Aussage in dieser Richtung gibt der folgende

Hauptsatz:

Es sei f aus Js .

Wir bezeichnen fir © aus Ry : @(z) := inf {||f(z,-) = hlly : h € E}.
FEs gilt dann:

(a) Es ist |o|; = 0; dafm't gehort f(x,-) zu Jo fir alle x aus Ry mit
Ausnahme einer (|| |}-) Null-+-Menge.

(b) Es gibt fiir jedes x € Tr eine Funktion hy in €y mit
If(z,) = hally < 20(2).

(c) Setzt man hiermit

guw={humdﬂﬂaaehx

ig(ha)  (f(2,-) & J2),

so gilt
g €T, i1(g) = is(f).

Zur Erlduterung sei gesagt: Die Funktion ¢ liefert fiir jedes x den ,Abstand
(beziiglich || ||,) der Funktion f(z,-) vom Unterraum der einfachen Funktio-
nen €, .

Zum Beweise geht man naturgemifl aus von einer Folge von Funktionen
hy, € €3 mit

| _fH3 — 0.
Fiir alle 2 aus Ry gilt f,,(z,-) € €3, also nach Definition
¢(z) < [lhn(@,) = f(@,)lly = [hn = f], (),
wobei wir die naheliegende Bezeichnungsweise

= lpel |

|l

benutzt haben. Die Anwendung von || ||} gibt

!
lelly < Ifhn = £l = Mhn = Fllig < B — flls — 0.
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So ist (a) bewiesen mit der Erinnerung daran, daB die Mengen
{# : ¢(z) > 1/n} Nullmengen sind — natiirlich auch, wenn Werte oo zu-
gelassen sind. — Fiir (b) geniigt der Hinweis auf die Definition von ¢. — Zur
Bestétigung von (c) setzen wir

gn = Ja(hyn) € &
und schétzen ab. Fiir den Fall, daB f(z,-) integrierbar ist (¢(z) = 0), hat
man
‘gn - g‘(l’) = |i2(h7L(x7 ) - f(.I ))| < ||hn(.”13, ) - f(l’, )”2 .

Fiir die iibrigen x erhélt man analog

!gn - g‘(x) < ||hn($, ) - hl”Z < ”hn(mv ) - f(xv )HZ + Hf(flf, ) - hIH2 .
Das ergibt zusammen nach (b)
|92 =gl < [ha = f], +2¢0.
Jetzt liefert die Anwendung von || ||, mit [3] und der Eigenschaft von ¢

lgn = glly < 0 = flls — 0

und damit g € J; sowie i3(hy,) = i1(gn) — i1(g). Wegen iz(hy,) — i3(f)
ist dann alles gezeigt. O

Die Aussage des Hauptsatzes vereinfacht sich wesentlich, wenn die Integral-
norm || ||} stark ist. Man erhiilt so den

»Satz von Fubini“:

Ist — zusitzlich zu den Annahmen [1], 2], [3] — || ||} eine starke Integral-
norm, so gilt, falls f € J3: Fir fast alle x aus Ry (bezﬂglieh I ||’1) gehaort
f(z,-) zu Jo. Erklirt man im Falle der Integrierbarkeit

g(z) = iz(f(z,"))

und wihlt die Werte von g auf der verbleibenden Nullmenge beliebig (in B),
so hat man

g€Tr mit is(f) = i1(g)-

Zum Beweis wird sich der Leser erinnern, dafl bei starker Integralnorm Null-
*-Mengen Nullmengen sind und Funktionen auf Nullmengen beliebig ab-
gedndert werden konnen, ohne Integrierbarkeit und Integralwert zu @ndern.

|
Wir haben diese leichte Folgerung aus dem Hauptsatz ,Satz von FUBINI®
genannt, um eine suggestive Bezeichnung zu haben, obwohl dieser Satz
eine wesentliche Verallgemeinerung des Satzes von FUBINI der klassischen
LEBESGUEschen Integrationstheorie darstellt.

Deutlich sei noch gesagt, dafi im allgemeinen Falle des Hauptsatzes keine
beliebige Abinderung auf der Ausnahmemenge zuldssig ist. Wir verweisen
dazu auf die Ubungsaufgaben (3.4.1) und (3.4.2) des Buches.
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Spezialfille

Im folgenden untersuchen wir im Hinblick auf die Anwendung der erhaltenen
recht allgemeinen Sitze zur Produkt-Integration zunéchst zwei spezielle Si-
tuationen. Stets gehen wir dabei von den Grundannahmen [1] aus. Die von
uns untersuchten Integralnormen in den drei Rdumen werden immer entweder
die (verallgemeinerte) RIEMANN-DARBOUX-Norm oder die LEBESGUE-Norm
sein. Im letzten Falle wird stets angenommen (oder sichergestellt sein), daf
der zugehorige Inhalt sogar Maf ist. Daher ist immer [2] gegeben. So werden
wir jeweils nur zu untersuchen haben, ob [3] erfiillt ist.

I. v=1,2, 3 Riemann-Darboux-Norm:

Wir notieren:
Hier ist [3] erfillt. Es gilt daher der Hauptsatz.

Beweis: Hier rechnet man — entsprechend zu S. 70, unten — fiir h € &7 :

. .. . 1!
ia(h) = i(G2(R)) = li2(W)lly = IRl 11, = 1Rl ,
wobel man fiir z € Ry
. . ’
Ja2(h)(x) = iz(h(z,-)) = [[P(z,)]l5 = |n],(x)
beachtet. Die Aussage [3] folgt nun aus der oben festgehaltenen Tatsache, daf

| |I5 die groBte Integralnorm auf (M) ist, die auf € mit i3 {ibereinstimmt
(vgl. Seiten 31 und 45). O

Wir bemerken dazu:

In der Ungleichung von [3] steht natiirlich ,=° fiir ¢ in €5, jedoch kann fiir
gewisse ¥ aus Pe(R3) durchaus auch ,>* stehen. Dariiber hinaus kann bei
Vertauschung der Reihenfolge fiir die Bildung der iterierten Integralnorm

I9ll2,0 # 1%l
auftreten. Hierzu verweisen wir auf die Ubungsaufgabe (3.5.1) des Buches.

Auf diesen Uberlegungen basiert speziell der Zugang zum RIEMANN-Integral
und JORDAN-Inhalt im R* (Kapitel 4 des Buches), auf den ich jedoch in
dieser Vorlesung nicht eingehe.

II. v=1,2,3: Lebesgue-Norm:

Wir erhalten wieder:

Es ist [3] erfillt. FEs gilt daher der Hauptsatz in der speziellen Fassung des
,Satzes von FUBINI®,

Dies gewinnt man sofort aus der Bemerkung, daB || |5 jetzt die grofte starke
Integralnorm auf 9P, (9R3) ist, die auf €F mit 43 iibereinstimmt (vgl. S. 52).
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Auch hier halten wir fest:

In der Ungleichung von [3] steht natiirlich ,=° fir ¢ in QE;, jedoch kann fir
gewisse ¥ aus Pe(R3) durchaus auch ,>* stehen. Dariber hinaus kann bei
Vertauschung der Reihenfolge fiir die Bildung der iterierten Integralnorm

Illa, # 19012

auftreten. Hierzu verweisen wir auf Ubungsaufgabe (3.5.2) des Buches.

Bemerkenswert ist, daf fiir den Fall, daf§ die Funktion f auf PR3 nicht nur
LEBESGUE-, sondern sogar RIEMANN-integrierbar ist, der Hauptsatz fiir die
Situation I. noch schiirfere Aussagen liefert als die Anwendung der Ergebnisse
von II. Einmal erkennt man damit sogar die RIEMANN-Integrierbarkeit ge-
wisser ,Schnittfunktionen’, zum anderen ist die Aussage iiber die Ausnahme-
menge im allgemeinen schéirfer. Man vergleiche dazu Ubungsaufgabe (1.7.12)
des Buches.
Als Folgerung aus dem Satz von FUBINI und den Ubungen (2.1.4), (2.2.1)
und (2.4.5) des Buches erhélt man:
Grofler Umordnungssatz
Vor.: K € {R, C}, {0} # B K-BANACH-Raum,
fi NXxN—B mit > |f(n,m)]<oo
NxN
Beh.: 1) Firne N > f(n,m) { (absolut) konvergent
m=1 =9 (TL)
>, absolut) konvergent
) £ gty { Colet) borves

n=1

3) Fiir eine bijektive Abbildung 7: N — N x N st
> . | (absolut) konvergent
for)(y { .
2 (70m0)

=:a

=a
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