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Kapitel 8

Vektorwertige Integrale
vektorwertiger Funktionen

8.1 Prinzip der Integralerweiterung

In den vorangehenden Kapiteln haben wir uns auf klassische’ Inhalte und
Mafle, d.h. mit nicht-negativen Werten, beschrinkt. Dabei werden jedoch
schon im Zusammenhang mit STIELTJES- und Kurvenintegralen Verallgemei-
nerungen als wiinschenswert erkannt. Den entscheidenden verallgemeinern-
den Schritt bringt dieses Kapitel. Wir beschrinken uns dabei allerdings auf
Funktionen mit Werten in einem normierten Vektorraum und Integrale mit
Werten in einem zweiten ebensolchen Raum. In wichtigen Féllen bedeutet
dies die Erzeugung von Integralen durch entsprechende operatorwertige In-
halte, die wir im folgenden Kapitel eingehender betrachten.

Der Leser wird sich an entsprechende frithere Bemerkungen erinnern und
sofort feststellen, dafl das dargestellte integrationstheoretische Konzept die
angestrebte Verallgemeinerung nicht nur ermoglicht, sondern sie in fast selbst-
versténdlicher Weise hinzuschreiben gestattet. Er wird auch gewif sehen, dafl
der Grad der Allgemeinheit dieser Uberlegungen keineswegs Selbstzweck ist.
Dieser ist zumindest wiinschenswert fiir eine angemessene Behandlung etwa
von Kurvenintegralen und entsprechenden Integralen der Funktionalanalysis,
speziell der Spektraltheorie.

Wir gehen von den folgenden Grundannahmen aus, auf die wir uns im fol-
genden mehrfach beziehen werden:

R sei eine nicht-leere Menge. Mit K bezeichnen wir stets den re-
ellen oder komplexen Zahlkorper. 98, sei ein normierter Vektor-
raum, B, ein BANACH-Raum iiber K, beide # {0}. In beiden
Raumen bezeichnen wir die Norm mit | ‘ F sei der Vektor-
raum (iiber K) der Funktionen auf 98 mit Werten in 9B;, € ein
Unterraum von §. ¢ sei nun eine K-lineare Abbildung von € in
By und || || eine Integralnorm auf P(R) = :P mit der Eigen-
schaft
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li(h)] < I || IV

fir h aus €.

Hierzu sollten wir erlduternd folgendes sagen:

Die Vollsténdigkeit des Werteraums der Integrale wird natiirlich benétigt,
weil die Integralfortsetzung Limites von CAUCHY-Folgen benutzt. Die An-
nahme, dafl die beiden Rdume nicht-trivial‘, d.h. # {0}, sind, haben wir
eingesetzt, um andernfalls gelegentlich notwendige Fallunterscheidungen, die
eben nur Triviales beinhalten, zu vermeiden. i werden wir im Hinblick auf die
Hauptanwendungen auch wieder als ,elementares Integral“ ansprechen. Be-
achtet werden sollte ausdriicklich die nunmehr geéinderte Bezeichnungsweise
bei den Integralnormen: Im Gegensatz zum vorhergehenden Kapitel, bei dem
die durchgingige Notierung eines ' unbequem gewesen wire, bezeichnen wir
hier Integralnormen auf P mit || |, um fiir §, das hier mehr im Vordergrund
steht,
=11 el |

erkldren zu kénnen. Der Leser wird bemerken, dafl wir demgegeniiber im vor-
angehenden Kapitel die Bezeichnung ¢’ im Hinblick auf dieses Kapitel schon
eingesetzt haben. Die Vektoroperationen fiir § sind natiirlich punktweise de-
finiert; dasselbe gilt fiir die Norm-Bildung, die in der letzten Formel schon
auftrat, und mit

|f|(z) = | f(2)]

die immer wieder wichtige kanonische Abbildung von § in P liefert. Die
letzte Forderung an elementares Integral und Integralnorm — wir sprechen
in diesem Zusammenhang wieder von ,geeignet“ — kann dann auch

li(h)[ < |In]

geschrieben werden.

Die JIntegralnorm‘ || || auf § erzeugt in gewohnter Weise mit

o(f,9) = |If =4l

eine Pseudometrik fir §. Es sollte beachtet werden, daB || || nicht notwen-
dig eine Pseudonorm ist, da wir hier keine Homogenitét gefordert haben.
Natiirlich bezeichnen wir die zu || || gehorende Pseudometrik auf § mit o:

(o, ) = oAy

Diesbeziiglich notieren wir einige einfache Eigenschaften:
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(a) ‘ | ist beziiglich der genannten Pseudometriken gleichméfig stetig;
genauer gilt:

(] lg]) < olf, 9)-
(b) + st in § gleichmifig stetig wegen

olf +9, f'+9) < olf, f) + olg, ¢').

(c) Beifestem a € K ist die Abbildung f —— af gleichmiiflig stetig; denn
mit |a| < k € N hat man

olaf, ag) < kolf, 9).

(d) || || auf § ist eine gleichméBig stetige Abbildung in [0, co] wegen
If1l Allgll < olf, g)-

(e) i ist eine gleichmifig stetige Abbildung von & in B, mit
li(h) —i(g)| < o(h, g).

Hier ist nur bei (c) eine kleine Verdnderung gegeniiber dem Gewohnten erfor-
derlich: Statt der nicht geforderten Homogenitét wird nur die Subadditivitit
benutzt.

Die obigen Grundannahmen reichen nun aus fiir das folgende allgemeinere
Fortsetzungsprinzip

Die Abschliefung 3 von € beziiglich o, kurz 3 = €, ist ein & umfassender
Unterraum von § .

Es existiert eindeutig eine stetige Fortsetzung © von i auf J. Diese ist K-
linear mit

[{(Hl < 171l
also auch gleichmdfig stetig.

Hierzu zunéchst einige Bemerkungen: Wie schon im Zusammenhang mit den
p-Normen zu verwenden ist, ist natiirlich auch der triviale Fall ¢ = 0 noch
von Bedeutung. — Natiirlich sind wesentliche Verallgemeinerungen moglich;
wie schon oben betont, beschranken wir uns auf die dargestellte Situation. —
In der Anwendung wird meist € ein Raum ,einfacher Funktionen® und hier
i ein ,elementares Integral® sein. J wird dann die Menge der ,integrablen
Funktionen® mit dem durch die gegebene Fortsetzung erhaltenen ,Integral®
7. — Meist werden wir im folgenden statt 7 wieder 7 schreiben.

Den Beweis sollten wir hier der Vollsténdigkeit halber in den wesentlichen
Schritten darstellen, obwohl sich dabei bestétigt, da3 er sich in Durchfiihrung
und Notierung gar nicht vom bekannten Spezialfall unterscheidet.
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e Man iiberlegt: Fulls 7 eine stetige Fortsetzung von ¢ auf J ist, so folgt
fir f aus J und eine ,approximierende Folge‘ (h,) aus € (das heifit
[hn = £l — 0)

w(f) = limi(hy,).
Dies zeigt einerseits die Eindeutigkeit und liefert andererseits den Hin-
weis auf die folgende Definition.

e Ist f aus J, so kann mit einer approximierenden Folge (h,) aus €
w(f) = limi(hy,)

definiert werden: Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von 4 erhélt man
némlich aus der CAUCHY-Folge (h,,) beziiglich o stets eine CAUCHY-
Folge (i(h,)) in Bo. Diese hat einen Limes in B aufgrund der
Vollsténdigkeit. Der Limes ist schliefllich unabhéngig von der Auswahl
der approximierenden Folge. Dies kann man entweder zeigen, indem
man sich noch einmal in naheliegender Weise auf die gleichméfige Ste-
tigkeit stiitzt, oder einfacher mit dem dem Leser vom Spezialfall her
bekannten Argument, das die ,Mischung‘ zweier approximierender Fol-
gen benutzt.

e DaB 7 eine Fortsetzung von ¢ ist (und J den Raum € umfaBt), zeigt
wieder die Betrachtung konstanter Folgen.

e 7 ist ein K-Vektorraum, und 7 ist linear, beides aufgrund der Stetigkeit
der Vektorraum-Operationen.

e Die angegebene Abschitzung von 7 durch || || folgt schlieBlich durch
Betrachtung einer approximierenden Folge iiber die Definition von 7
mit der Stetigkeit von | |

O

Fast trivial sind aufgrund der Definition und der Abgeschlossenheit von J
die beiden Feststellungen:

Ist die Integralnorm auf € endlich, so auch auf J.

Die Wiederholung des Fortsetzungsverfahrens mit 3 und 7 (mit der gleichen
Integralnorm) liefert nichts Neues, d.h. keine echte Fortsetzung mehr.

Als einfache Ergénzung notieren wir wie oben das
Vergleichsprinzip

Ist zusitzlich || ||| eine Integralnorm auf P mit

<1,

so ist neben der urspringlichen auch diese geeignet. Fiir die zugehirige Ab-
schlieffung und Fortsetzung gilt © O 71 : FEs ist also J1 ein Unterraum von
T, und auf I, stimmen 7 und 77 iberein.
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8.2 Starke Integralnormen

Die Grundannahmen des vorigen Abschnitts ergéinzen wir im folgenden durch
die Forderungen:

|l I sei eine starke Integralnorm auf 3,
B, sei ebenfalls BANACH-Raum.

Wir kénnen dann zunéchst wieder zeigen:

Erster Konvergenzsatz

Fiir eine Folge von Funktionen (f,) in § gelte

i}m — (m — o).
Dann gilt:
(a) Fir fast alle v aus R ist
>l < .

(b) Ist f eine — nach (a) existierende — Funktion aus § mit

Y falw) = fx) foi,

so konvergieren die Partialsummen auch beziiglich o gegen f:

Q(Zf =0 m— o).

(c) Sind speziell die Funktionen f, aus J, so liegt auch f in I und man
hat

[e’e]

D ilfa) = ilf).

n=1

Zum Beweis ist fiir (a) nur die entsprechende Aussage in P (vgl. Seite 81f)
beziiglich der endlich-wertigen Funktionen | fn| heranzuziehen. (b) folgert
man aus

IEED SACIEND STV
n=1 n=m++1

was dann
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Q(me f) < z }fn} — 0
n=1 n=m+1

ergibt. (c) ist dann mit der (Linearitét und) Stetigkeit von ¢ gegeben. g
Wie im Spezialfall (Seite 36) — wir erinnern an die geeignete Auswahl einer
Teilfolge — erhélt man hieraus fast unmittelbar den

Vollstéindigkeitssatz

§ ist beziiglich der Pseudometrik o vollstindig. Damit ist auch J beziiglich o
vollstindig.

Schliefilich gehort in diesen Zusammenhang wieder die

Charakterisierung von Konvergenz beziiglich der Integralnorm

Fiir Funktionen f, und f aus § gilt die Konvergenz f, — f (0) genau
dann, wenn

1) (fn) eine CAUCHY-Folge beziglich o ist und

2) eine Teilfolge existiert, die punktweise fast-iiberall gegen f konver-
giert.
Den Beweis kann man wie oben (man vergleiche S. 36 oder auch S. 84f)
fithren. Die Aussage dieses Satzes folgt aber auch ziemlich direkt aus der ent-
sprechenden Aussage fiir Funktionen in 3 (Kapitel 7) folgt. Man verwendet
dazu

Q/hr, = ‘fn_f|a 1/) =0

und benutzt fiir die eine Richtung noch

Q,(q/}nv ¢m) < Q(f71,7 fm) . O

8.3 Starke halbadditive Integralnormen

Zusitzlich zu den Grundannahmen vom Beginn dieses Kapitels und den
ergiinzenden Forderungen des vorangehenden Abschnitts gehen wir jetzt da-
von aus, daf

¢’ ein SV-System in P ist, das fiir jede Funktion h aus € die
Funktion |h‘ enthilt, kurz also ‘(’3| C ¢, und die Integralnorm
|l I auf ¢’ halbadditiv ist.

Als bekannt kann dann zunéchst notiert werden:

Die o-Abschliefung 3’ von &' ist ebenfalls ein SV-System. || ||' ist dort
halbadditiv. Es gilt
|3| c 7.
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Die letzte Aussage folgt aus der (gleichm#Bigen) Stetigkeit von | ‘ beziiglich
der beiden Pseudometriken; man vergleiche S. 93, Aussage (a). O

Als erstes wesentliches Resultat dieses Abschnitts erhalten wir nun im Rah-
men der betrachteten 8 ;-wertigen Funktionen ganz einfach den

Satz von Levi

Seien f, Funktionen aus J mit der Figenschaft

|l
k=1

Dann existiert eine Funktion f aus J mit

k=1

/
< 0.

sup
n

und

> felw) = f@) fi.
k=1
Fiir jedes solche f gilt
D ilf) = i)

k=1
Zum Beweis ergibt sich fiir v, := | fn‘ € 7’ mit dem Satz von LEVI IT des
Kapitels 7 zunéchst
o0 ’
Z |fk| — 0 (n — o0).
k=n+1

Damit liefert der ,Erste Konvergenzsatz® (dieses Kapitels) die volle Behaup-
tung. O

Ahnlich einfach gewinnt man die entsprechende Verallgemeinerung des Satzes
iiber ,majorisierte Konvergenz*:

Satz von Lebesgue

Es seien f, Funktionen aus J, f aus § und ¥ aus L. Fir sie gelte:
1) falz) — f(z) [,
2) | fal@) = fu(@)| < w(2) foi ((n,m)eN?),
3) vl < oo .

Dann hat man

Q(fnv f) — 0
und damit f €T mit i(fn) — i(f).
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Wieder wird der Beweis auf den entsprechenden Satz des Kapitels 7 zuriick-
gefithrt. Dabei geniigt es — diese Modifikationen haben wir bereits mehrfach
besprochen — anzunehmen, dafl sowohl die geforderte punktweise Konver-
genz in 1) als auch die Abschéitzung in 2) nicht nur fast-iiberall, sondern
iiberall gelten. Man fithrt dann fiir n aus N die Mengen

Smn::{|fk—fm|:k,m2n}

ein. Offenbar sind fiir diese die Voraussetzungen des Satzes von LEBESGUE aus
Kapitel 7 gegeben. So bestétigt man (f,) als g-CAucHY-Folge und gewinnt
mit der Charakterisierung der | |-Konvergenz die Behauptung. O

Wir haben in der Voraussetzung 2) die Abschétzung der Differenzen durch
eine Funktion mit endlicher Integralnorm verlangt. Da die Funktionen aus
J nicht notwendig endliche Integralnorm haben, ist dies echt schwécher als
die gewohnte Forderung der Majorisierbarkeit der Funktionen selbst.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand der Dinge: 27. Juni 2006, 19:18 Uhr



