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Aufgabe 12.1 Die Vandermonde-Determinante

Es seien x1, . . . , xn ∈ K mit n ≥ 2 und

Vn := det


1 x1 . . . xn−1

1

1 x2 . . . xn−1
2

...
... . . .

...
1 xn . . . xn−1

n

 .

Zeige mit Induktion über n, dass Vn =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi) gilt.

Hinweis: Zeige für den Induktionsschritt: Vn = (xn − x1) · · · (xn − xn−1)Vn−1

Aufgabe 12.2

(a) Wir sagen, dass eine Matrix A = (aij) ∈ Kn×n eine obere Dreiecksmatrix
ist, wenn aij = 0 für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i > j gilt.

Zeige, dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt der

Einträge auf der Diagonalen ist, also det(A) =
n∏

i=1

aii.

(b) Sei a ∈ K. Berechne die Determinante der folgenden n× n-Matrix:
a 1 . . . 1 1
1 a . . . 1 1
...

...
. . .

...
...

1 1 . . . a 1
1 1 . . . 1 a

 .



Aufgabe 12.3 Cramersche Regel

In der nächsten Vorlesung zeigen wir die Cramersche Regel:

Für n ∈ N, A ∈ GL(n,R) und b ∈ Rn ist die eindeutig bestimmte Lösung

x =

x1...
xn

 des linearen Gleichungssystems Ax = b gegeben durch:

xj =
det(A1, . . . , Aj−1, b, Aj+1, . . . , An)

det(A)

für 1 ≤ j ≤ n.
Benutze diese Regel, um das folgende lineare Gleichungssystem zu lösen:

x1 +x2 +x3 = 1
3x1 +2x2 +x3 = 2
9x1 +4x2 +x3 = 3

Aufgabe 12.4

Wir schließen an Aufgabe 11.4 — mit dem Standard-Skalarprodukt 〈 , 〉 auf dem
R3 — an. Zeige für v, w, z ∈ R3:

(j) (i) ‖v × w‖2 = ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉2 ,

und damit

(ii)
∣∣〈v, w〉∣∣ ≤ ‖v‖ ‖w‖ und

(iii) |〈v, w〉| = ‖v‖ ‖w‖ genau dann, wenn v, w linear abhängig sind.

(k) ‖v × w‖ = ‖v‖ ‖w‖ · sin∠(v, w) (v, w linear unabhängig)

(l) Das Volumen des Spats, auch Parallelepiped oder Parallelotop genannt,{
λ v + µw + % z | 0 ≤ λ, µ, % ≤ 1

}
ist gerade durch |〈v × w, z〉| gegeben. Die Größe

[v, w, z] := 〈v × w, z〉

heißt Spatprodukt.
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