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Aufgabe 5.1 Lineare Unabhingigkeit
(a) Sei V. = R?* als R-Vektorraum. Welche der folgenden Teilmengen von V sind linear

unabhangig?
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(b) Sei W der R-Vektorraum der Funktionen von R nach R. Welche der folgenden Teilmengen
von W sind linear unabhangig?

(i) {cos?(x), 1, sin®(z)}
(i) {sin(x), cos(z), z*}
(i) {f,|r € R} mit f,(z) == {

0, wennx <r;
1, sonst.

(c) Seien X und Y linear unabhingige Teilmengen eines Vektorraumes V. Keines der Ele-
mente von X sei eine Linearkombination von Elementen von Y und keines der Elemente
von Y sei eine Linearkombination von Elementen aus X. Zeige oder widerlege durch ein
Gegenbeispiel: Die Menge X UY ist linear unabhangig.

Aufgabe 5.2 Basen und Dimension

(a) Finde fiir die folgenden Unterraume des R* von Blatt 4 eine Basis und gib die Dimension
der Raume an:
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(b) Sei V. =R3und U = a | |a,beR
b

Gib eine Basis von V' an, die keine Elemente von U enthilt.

(c) Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U ein echter Unterraum von V' (d.h.
U # V). Zeige, dass V eine Basis besitzt, die keine Elemente von U enthilt.

Aufgabe 5.3
Sei n € N und sei V' der R-Vektorraum der Funktionen von R nach R. Sei P, C V die Menge
der polynomialen Funktionen von Grad < n, also

P,={fR—R| f(x)=a, 2"+ -+ ap fir o, ...,a,, € R}
(a) Zeige, dass P, ein Untervektorraum von V ist.
(b) Zeige, dass fiir jedes r € R die Menge
U, ={fe P | f(r)=0}
ein Untervektorraum von P, ist.
(c) Gib fir U2, U}, UY + U} und U? N U} jeweils eine Basis und die Dimension an.

Aufgabe 5.4 Lineare Abbildungen
Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

(a) F: R?® — R? definiert durch F(x,y,z) = (x,y).

(b) F: V — V definiert durch F'(z) = —x, wobei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum
sind.

c) F: R3 — R3 definiert durch F(z,y,2) = (z,y, z) + (0, —1,0).
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