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Aufgabe 7.1
Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e.

(a) G habe n Elemente. Zeige, dass dann zu jedem g ∈ G ein m ∈ N existiert
so, dass m ≤ n und gm = e.

(b) Zeige, dass G kommutativ ist, falls für alle g ∈ G, g2 = e ist.

Aufgabe 7.2
Sei Pn der R-Vektorraum der polynomialen Funktionen von R in R in der Vari-
ablen x, vom Grad kleiner oder gleich n (siehe Aufgabe 5.3).

(a) Zeige, dass die Differentation nach x, d
dx

, eine lineare Abbildung von Pn nach
Pn ist. Dabei definieren wir

d

dx

(
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

)
:= n·anxn−1+(n−1)·an−1x

n−2+· · ·+a1.

(b) Gib einen Isomorphismus Φ : Rn+1 → Pn und eine Matrix A ∈ R(n+1)×(n+1)

für die das Diagramm

Rn+1

Φ
��

fA // Rn+1

Φ
��

Pn

d
dx // Pn

kommutiert.



Aufgabe 7.3

(a) Zeige, dass GL(n,R) nicht kommutativ ist, in dem du zeigst, dass die fol-
genden Elemente von GL(n,R) nicht kommutieren:

f :


x1

x2

x3
...
xn

 7→


x1 + x2

x1

x3
...
xn

 und g :


x1

x2

x3
...
xn

 7→


x1 + 2x2

x1

x3
...
xn

 ,

(b) Sei Z(GL(2,R)) die Menge

{g ∈ GL(2,R) | ∀ h ∈ GL(2,R) gh = hg}.

Berechne Z(GL(2,R)).

Hinweis: Überlege zuerst, welche Matrizen mit(
0 1
0 0

)
und

(
0 0
1 0

)
.

vertauschen.

Aufgabe 7.4 Rotation und Spiegelung

(a) Für θ ∈ R sei

D(θ) :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
die Rotation um den Ursprung um den Winkel θ.

Zeige für θ, θ1, θ2 ∈ R:

(i) D (0) = I

(ii) D (θ1) ·D (θ2) = D (θ1 + θ2)

(iii) D (θ) ist invertierbar mit D (θ)−1 = D (−θ)
(iv) D (θ)n = D (nθ) für alle n ∈ N



(b) Gib eine Matrix an, durch die die Spiegelung an

(i) der x-Achse

{(
x
0

)
| x ∈ R

}
(ii) der y-Achse

{(
0
y

)
| y ∈ R

}
(iii) der Winkelhalbierenden

{(
x
x

)
| x ∈ R

}
im R2 gegeben ist.

Hinweis: Die folgenden Formeln dürfen ohne Beweis verwendet werden:

sinα = − sin (−α) (1)

cosα = cos (−α) (2)

cos2 α + sin2 α = 1 (3)

sin (α± β) = sinα cos β ± cosα sin β (4)

cos (α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β (5)
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