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Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

Klausur zur Vorlesung
”
Lineare Algebra“

Es gibt sechs Aufgaben bei denen jeweils maximal 10 Punkte erreicht werden können.
Es werden die besten fünf Aufgaben gewertet.
Die notierten Punkte (eingekreiste Zahlen) gibt es für richtige Lösungen mit begründe-
ter Herleitung.
Gewertet werden nur Lösungen auf den Aufgabenblättern und dem ausgegebenen wei-
ßen Papier. Die gelben Konzeptblätter werden nicht berücksichtigt.
Für die Note

”
sehr gut“ (1.0) werden 45 Punkte, für die Note

”
ausreichend“ (4.0)

23 Punkte erwartet. (Theoretisch erreichbar sind 50 Punkte.)

Viel Erfolg!

Auswertung: Auswertung: Auswertung:
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∑
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Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(1) Es sei V ein Vektorraum über einem Körper K.

(a) Definiere, wann eine Teilmenge von V eine Basis ist. Definiere alle Begriffe, die
in dieser Definition vorkommen. (Der Begriff

”
Vektorraum“ muss nicht definiert

werden.) Ã

(b) Es sei (v1, . . . , vr) — mit einem r ∈ N — eine Basis von V und

w =
r∑

i=1

λivi

mit (λ1, . . . , λr) ∈ Kr und λ1 6= 0.

Zeige, dass dann auch (w, v2, . . . , vr) eine Basis von V ist. Å



Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(2) Es sei α : R3 −→ R3 die durch

α :

 x1
x2
x3

 7−→
 1 2 −1

1 3 0
3 1 −1

 x1
x2
x3

 .

gegebene lineare Abbildung.

(a) Berechne

α

 3
−1

2

 .

À

(b) Berechne die Darstellungsmatrix von α bezüglich der Basis

A :=

a1 :=

 1
0
0

 , a2 :=

 1
1
0

 , a3 :=

 1
0
1

 .

È



Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(3) (a) Es seien (mit einem n ∈ N) A ∈ Rn×n und b ∈ Kn. Gib eine Bedingung für
det(A) an, die äquivalent dazu ist, dass die Gleichung

Ax = b

eindeutig lösbar ist. À

(b) Bestimme jeweils p, t ∈ R so, dass das lineare Gleichungssystem

px + y + z = 1
x + 2y + 4z = t
x + 4y + 10z = t2

(i) eine eindeutige Lösung hat,

(ii) unendlich viele Lösungen hat,

(iii) keine Lösung hat.

È



Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(4) Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K ∈ {R,C} und τ : V −→ V
eine lineare Abbildung.

(a) Zeige, dass die durch α(x) := x − τ(x) (für x ∈ V) gegebene Abbildung
α : V −→ V linear ist. Á

(b) Es seien
W1 := {x ∈ V | τ(x) = x}

und
W2 := {x− τ(x) | x ∈ V}.

Zeige, dass dies Vektorräume sind mit

dimW1 + dimW2 = dimV.

Â

(c) Es seien 〈 · , · 〉 ein Skalarprodukt auf V und τ eine Isometrie bezüglich 〈 · , · 〉.
Zeige, dass dann für W1 und W2 gemäß (b)

V = W1 ⊕W2

gilt. Ä



Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(5) (a) Es seien λ ∈ R und n ∈ N2. Berechne die Determinante der folgenden
(n× n)-Matrix:

A :=



−1 λ 0 · · · · · · 0
0 −1 λ · · · · · · 0

0 0 −1
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · · · · −1 λ
0 0 · · · · · · 0 −1


.

Á

(b) Es sei

Vn :=



λ 0 0 · · · 0 an
−1 λ 0 · · · 0 an−1

0 −1 λ
...

...
...

...
. . . . . .

... a3
0 0 0 −1 λ a2
0 0 0 0 −1 λ+ a1


∈ Rn×n.

Zeige per Induktion über n, dass

detVn = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

gilt. Ç



Punkte: Name: Vorname: Matrikel-Nr.:

(6) Es seien V und W Vektorräume über einem Körper K und α : V −→W eine lineare
Abbildung.

(a) Gib jeweils eine Bedingung für den Kern oder das Bild von α an, die dazu
äquivalent ist, dass

(i) α injektiv ist,

(ii) α surjektiv ist.

Á

(b) Zeige, dass wenn V = W endlich-dimensional ist, die Abbildung α genau dann
injektiv ist, wenn sie surjektiv ist . Ã

(c) Es seien nun K := R und V := W := RN.

Gib jeweils eine Abbildung α ∈ End(V) an, die

(i) injektiv, aber nicht surjektiv ist,

(ii) surjektiv, aber nicht injektiv ist,

(iii) bijektiv ist und α 6= idV,

(iv) weder injektiv noch surjektiv ist mit α 6= 0.

Ã


