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0. VORBEMERKUNGEN

0.1. Lineare Algebra in der Mathematik.

Lineare Algebra ist eine der beiden Grundvorlesungen, deren sdmtliche
Inhalte spéater in allen mathematischen Gebieten und Anwendungen
stdndig auftauchen werden. Sie bietet daher einen guten Einstieg in
die Mathematik.

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit Objekten, die linear, d.h. ge-
rade aussehen, also wie eine Gerade oder eine Ebene. Die Realitét ist
aber in der Regel nicht linear: It’s a Nonlinear World
http://www.springer.com/mathematics/applications/book/978-0-387-75338-6

Jedoch sehen Dinge aus der Ndhe — also lokal — héufig linear aus,
z. B. ein kleines Stiick der Oberflache des Bodensees.

0.2. Was kann man mit Mathematik anfangen?
Nach http://www.maths.monash.edu.au/ eine kleine Auswahl:

e Understanding our world (Bewegung der Sterne, schwarze Lo-
cher, Wasserwellen, Windhose, Buschbrande)

e Modelling and improving systems (Verkehrsleitsysteme, Logistik
fiir Containerschiffe, Borse, Produktion, Medizin, . ..)

e Studying the beauty of perfection (Seifenblasen, Symmetrien in
Sonnenblumen oder geometrischen Mustern, Fraktale, Wasser-
tropfen)

0.3. Literatur.

Die meisten Bucher uber lineare Algebra sind geeignet, z. B. die Bii-
cher von U. Stammbach [12], GERD FISCHER [2], MAX KOECHER [9],
SERGE LANG [10] oder FALKO LORENZ [11], alle etwa mit dem Ti-
tel ,Lineare Algebra“ und (mit Vorsicht; auch im Skript verwandt)
Wikipedia (http://www.wikipedia.org/) fir Definitionen. Fiir Stu-
dierende der Physik sind auch die entsprechenden Kapitel aus HELMUT
F1scHER und HELMUT KAUL [3] empfehlenswert.

1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
1.1. Lineare Gleichungssysteme, Einstieg.
Beispiel 1.1.1. Wir wollen das folgende Gleichungssystem losen:
2x + 6y — 4z = 10

-z + 5y + 2z = 11
3z + 7y + z = -3
Dazu dividieren wir die erste Zeile durch 2 und erhalten:
r + 3y — 2z = 5
—r + by + 2z = 11

3r + Ty + 2z = =3
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Wir addieren die nun erste Zeile zur zweiten Zeile und subtrahieren sie,
mit 3 multipliziert, von der dritten Zeile:

r + 3y — 2z = 5
8y = 16
- 2y + 7z = —18

Dividiere die zweite Zeile durch 4 und addiere das Resultat zur dritten
Zeile:

r + 3y — 2z = 5
2y = 4
Tz = —14
Hieraus ergibt sich von unten nach oben:
z = =2
y = 2
x = =5

Wir haben also die Losung (z,y,2) = (=5,2,—2). D.h. fir 2 = =5,
y =2 und z = —2 sind samtliche Gleichungen des obigen Gleichungs-
systems erfillt. 4

Wir wollen jedoch nicht in erster Linie spezielle Probleme 16sen, son-
dern Aussagen iiber allgemeine Probleme machen.

Definition 1.1.2 (Lineares Gleichungssystem). Ein reelles lineares
Gleichungssystem in n Unbekannten z', ..., 2" und m Gleichungen ist
ein System von Gleichungen der Form

ajzt + ayr? + + alz" = b

2.1 2.2 2t 2
ajr- + asr” + + azx™ = b
arzt + apa® + - 4+ a2 = ™

Dabei sind aé und ', 1 < i < m, 1 < j < n, reelle Zahlen, also
al, b’ € R,

(Anders als in vielen Biichern tiber lineare Algebra schreiben wir einen
Index der Koeffizienten a§- nach oben. (a§- hier entspricht a;; in sol-
chen Biichern.) Dies bedeutet keine Potenzierung und ist eine in der
Differentialgeometrie und Physik (EINSTEINsche Summenkonvention)
tibliche Schreibweise.)

Das System heifit homogen, falls b' = --- = b™ = 0 gilt und sonst
inhomogen.

Ein n-Tupel (£1,...,£") reeller Zahlen, also (£!,...,£") € R™, heifit
genau dann Ldsung des linearen Gleichungssystems, wenn samtliche
Gleichungen des Gleichungssystems erfillt sind, wenn wir die Zahlen
£ statt 2¢ fiir 1 < i < n einsetzen.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



4 1. Lineare Gleichungssysteme

Satz 1.1.3.

FEs sei (H) ein homogenes lineares Gleichungssystem wie in (1.1]). Es
seien (&Y,...,&") und (', ..., n") Losungen von (H) und \ € R. Dann
sind (E'4nt, ... €%+n") und (AL, ..., \E™) ebenfalls Losungen von (H).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir alle 1 <7 <m
(1.2) afé' +ab&® 4 -+ ale" =0,
(1.3) ayn’ + ay’ + -+ ayn® =0.
Wir addieren und und erhalten
ai(§ +n') + a5 (& ) + - ap (€ +n") = 0.

Somit ist (&' +nt, -+, €™+ n™) ebenfalls eine Losung von (H).
Multipliziere (1.2)) mit A\ und erhalte

a1 (A1) + ay(A%) + -+ + ay (A") = 0.
Daher ist (AL, ..., AE™), wie behauptet, auch eine Losung von (H). O

Bemerkung 1.1.4. Es sei (H) ein homogenes Gleichungssystem. Dann
besitzt (H) stets die ,triviale’ Losung (0,...,0).

Es sei (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (I.1)). Dann bezeichnen
wir das homogene lineare Gleichungssystem, das aus entsteht,
wenn wir die Koeffizienten b° durch 0 ersetzen, als das zugehérige ho-
mogene System (HL).

Satz 1.1.5.
FEs seien (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (1.1)) und (HL) das
zugehorige homogene lineare Gleichungssystem.

(i) Ist (Ct,...,C") eine Losung von (L) und (&, ..., €") eine Lisung
von (HL), so ist (¢t + &Y, ... "+ &™) eine Losung von (L).

(ii) Sind (¢',...,C") und (npt,....,n") Lésungen von (L), so ist die
Differenz (¢* —nt, ..., (" —n") eine Losung von (HL).

Beweis:

(i) Addiere
ai¢t +ahC 4+ ap " =0
und
aié +abe® + -+ al" =0
und erhalte
A+ +a(CH )+ d (M) =D
Das zeigt die erste Behauptung.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h
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(ii) Subtrahiere
ain' +ayn® + - +an" =
von
al¢t +ayC + -+ al (=0
und erhalte
ai(¢h =n') +ay(C® = *) + -+ ay (" =) =0.
Wir erhalten die zweite Behauptung. 0
Das zeigt:

Folgerung 1.1.6.

Hat man eine spezielle (,partikulire) Losung (des inhomogenen Systems),
dann erhdlt man alle Losungen, indem man zu dieser alle Losungen des
zugehdrigen homogenen Systems hinzuaddiert.

Beweis: o o o my

Folgerung 1.1.7.

Das Gleichungssystem (L) sei losbar. Dann ist es genau dann eindeutig
losbar, wenn (HL) nur die triviale Losung besitzt. Besitzt (HL) eine
nicht-triviale Losung, so besitzt (L) unendlich viele Lisungen.

Beweis: o o o 0
Fir n-Tupel verwenden wir die Abkiirzungen

n=hn ),

C=(¢H ¢ M,

und definieren
n+¢=0n"+ 7+t + ()
sowie fur A € R
=t A2 ).

Lemma 1.1.8. FEs sei (L) ein lineares Gleichungssystem. Dann ist die
Lésungsmenge unter den folgenden Operationen invariant.

(i) Vertauschen von Gleichungen

(i) Multiplikation einer Gleichung mit 0 # X € R

(iii) Addition des A-fachen der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung

Beweis: Es seien L; die Losungsmenge von (L) und Ly die Losungs-
menge des Systems, das wir erhalten, wenn wir die jeweilige Operation
anwenden.

190 notiere ich gelegentlich Stellen, an denen ich den Routine-Beweis nur in der
Vorlesung ausfiihre.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



6 1. Lineare Gleichungssysteme

(i) Klar
(ii) Fur jede Zahl A € R gilt Ly C Ly. Ist A # 0, so erhalten wir
durch Multiplikation derselben Gleichung mit % gerade wieder
(L). Somit gilt auch Ly C Ly, insgesamt also L; = L.
(iii) Auch hier ist Ly C Ly wieder klar. Addition des (—\)-fachen der
j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung liefert wieder (L), also gilt
auch Ly C L; und daher ist auch hier wieder L; = L. O

1.2. Gauflsches Eliminationsverfahren.

Das Gaufische Eliminationsverfahren erlaubt es, allgemeine lineare Glei-
chungssysteme zu losen oder auch nachzuweisen, dass sie keine Losung
besitzen.

Definition 1.2.1 (Zeilenstufenform). Es sei (L) ein lineares Gleichungs-
system in der Form (1.1). Dann ist (L) genau dann in Zeilenstufenform,
falls zunéachst ,in jeder Zeile links mehr Nullen als in der Vorgéangerzeile
stehen® und dann hochstens noch Zeilen, die nur aus Nullen bestehen,
folgen. Genauer: Setzen wir

g )@ 1<i<n 1<i<m,
J b, j=n+11<7<m,

so ist die Anzahl der ,links stehenden Nullen“ (,fithrenden‘ Nullen) in
Zeile ¢ durch

N(i) = max {k € {0,1,...,n+1}: A} =0 fiir 1 <j <k}
gegeben. Wir fordern, dass es ein ig € {1,...,m} so gibt, dass N(i) <
N(@i+1) furallel <i<ig—1und N(i) =n+ 1 fir alle ijg <i <m
gelten.

Wir verwenden
N:={1,2,3,...} und N;:={0,1,2,3,...}

Satz 1.2.2 (Gaufisches Eliminationsverfahren).

Es sei (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (1.1)). Dann ldsst sich
(L) mit endlich vielen Operationen aus Lemma in ein lineares
Gleichungssystem (G) der Form so umformen, dass (G) in Zei-

lenstufenform ist. (L) und (G) haben dieselbe Losungsmenge.

Beweis: Die Gleichheit der Losungsmengen folgt direkt nach Lemma
[1.1.8] Wir zeigen nun per Induktion nach der Anzahl der Spalten bzw.
der Variablen, dass dies stets moglich ist: Wir betrachten daher zuerst
den Fall einer Variablen. Dann haben wir ein Gleichungssystem der

Form
alz! =b'

al'zt ="

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



1.2. Gauf$sches Eliminationsverfahren 7

Es sei zunéchst ein a} # 0. Wir diirfen — nach eventueller Vertau-
schung von Zeilen — annehmen, dass at # 0 gilt. Wir addieren nun

das —Z—Z%—fache der ersten Zeile zur i-ten fiir ¢ = 2,...,m und haben
1

dann das obige System auf eine Form mit a! = 0 fir 2 < i < m ge-
bracht. Wir behalten die Bezeichnungen bei. Ist ein b* # 0 (sonst sind
wir ja fertig), so diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen (eventuell
Zeilen vertauschen), dass dies b? ist. Falls fiir alle 3 < @ < m auch
b" = 0 gilt, so sind wir wieder fertig. Wir nehmen daher an, dass dieser
Fall nicht eintritt. Wir addieren nun —Z—;—mal die zweite Zeile zur i-ten
fir 3 <@ < m. Das Ergebnis ist ein Gleichungssystem in Zeilenstufen-
form. Gilt @ = 0 fiir alle i = 1,...,m, dann verfahren wir — mutatis
mutandis — entsprechend. (Sind alle a’ = 0, aber ein b’ # 0, so ist das
System offenbar unlosbar, aber das ist ja nicht ausgeschlossen.)

Nun sei n (die Anzahl der Variablen in (I.1)) grofer als eins. Nach even-
tueller Umordnung der Gleichungen diirfen wir ohne Einschrénkungﬂ
annehmen, dass a} # 0 gilt. (Gibt es namlich keinen Koeffizienten a!
in der ersten Spalte, der nicht verschwindet, so folgt die Behauptung

sofort per Induktion.) Addiere nun —Z—Z%—mal die erste Zeile zur i-ten fiir

1t =2,...,n. Wir bezeichnen die Koeffizienten im resultierenden linea-
ren Gleichungssystem wieder mit a?. Dann gilt af = 0 fiir 2 <4 < m.
Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir den Block ab der zweiten

Gleichung in einem System der Form

ajr’ + a4+ o+ apa” = b
ax®* + -+ aiz"™ = b?
aga® + -+ oara o= b
in Zeilenstufenform bringen. Die Behauptung folgt daher. U

Nach Multiplikation der i-ten Zeile mit L wie in Definition [1.2.1
N(i)+1
(im nicht-trivialen Fall) diirfen wir zusétzlich ohne Einschrankung an-

nehmen, dass das Gleichungssystem in Zeilenstufenform A}'V(i) =1
erfilllt (falls N (i) < n ist), dass also der erste von Null verschiedene
Koeffizient gleich 1 ist, falls die Gleichung nicht trivial (0 = 0) ist. Wir
sprechen in diesem Fall von spezieller Zeilenstufenform.

Lemma 1.2.3. Es sei (L) ein lineares Gleichungssystem der Form
(1.1) in Zeilenstufenform.

a) Dann besitzt (L) genau dann eine Losung, wenn (L) keine Zeile der
Form 0 = b" mit b* # 0 enthilt.

2Dafiir schreiben wir im Folgenden kurz (E.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



8 1. Lineare Gleichungssysteme

b) Gilt N(i) =i—1 fir alle 1 <i <m, so existiert zu vorgegebenen
Wertmﬂ AL N € R eine eindeutige Losung € € R™ mit

=N firj=m+1,...,n.

Beweis: Tst das System (L) lésbar, dann gilt * = 0 fiir alle Zeilen,
in denen af =--- =a’, = 0 gilt. Im nicht-trivialen Fall, hat die letzte
Zeile, in der mindestens ein az- verschieden von Null ist, die Form:

arc® + - +ala" =1 (%)
mit ai # 0. Zu &1 .. €™ € R beliebig (richtig zu interpretieren im
Falle & = n), liefert dann

1 /.. 4 .
k 7 7 k+1 i en
— — (p — .
= (V= (@™ 4+ ag))
die eindeutig bestimmte Losung (&%, ..., £") der Gleichung (*). Induk-
tiv gewinnen wir so die Losung. Gilt N(i) =i—1fur allei =1,...,m,
so sind samtliche £ (von unten nach oben gerechnet) bei Vorgabe von
gmtl = \mtl = \" eindeutig bestimmt. O

Folgerung 1.2.4. Es sei (H) ein homogenes lineares Gleichungssystem
der Form (1.1)) mit m < n, also mit weniger Zeilen als Variablen. Dann

besitzt (H) eine nicht-triviale Losung, deine Losung (1, ...,6") # (0, ...

Das ,sieht' man — fast — ohne Beweis; ,etwas' genauer geht das wie
folgt: Wir bringen das Gleichungssystem in Zeilenstufenform.
(EN(1) = 0 (sonst o o o) Falls N(i) +1 = N(i + 1) fiir alle i =
l,....m—1:N(i)=i—1firallei=1,...,mund so N(m) <n—2.
Sonst gibt es ein i € {1,...,m — 1} mit N(ig) +2 < N(iop+ 1), dann:
N(ig) +2 < N(ig+ 1) < N(m) < n. Losen wir das Gleichungssystem
wie im Beweis von Lemma so ist N2 byw. €7 frei wihlbar.
O

Folgerung 1.2.5. Es sei (L) ein beliebiges lineares Gleichungssystem
wie in (1.1) mit m = n, also mit genauso vielen Gleichungen wie Va-
riablen.

Besitzt dann (HL) nur die triviale Losung, so ist (L) eindeutig losbar.

Beweis: Da (HL) nur die triviale Losung besitzt, hat (L) — auf Zeilen-
stufenform gebracht — die Gestalt

ajzt + asr* + + alz® = !
aiz? + ... + dlz" = b
apz™ = b

mit a! # 0 fiir 1 < i < n, hat also ,,obere Dreiecksgestalt®. Nach Lemma
besitzt (L) daher eine eindeutige Losung. O

3richtig zu lesen im Falle m = n

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h
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1.3. Matrizen.

Definition 1.3.1. Eine (m x n)-Matrix A ist ein Element in R™".
Wir schreiben A € R™*". A hat m - n reelle Komponenten, die wir

mit aé, 1 <i<m,1<j < n, bezeichnen: A = (aj-) oder genauer

A = (a})1zi<m . Wir stellen Matrizen wie folgt dar:

1<j<n
11 1
ai ay ... a,
at a3 ... da
A= .
m m m
a; Qg an

Der obere Index bezieht sich auf die Zeilen, der untere auf die Spalten
der Matrix. Das Element aé- steht daher in Zeile ¢ und Spalte j.

Es seien A, B zwei (m x n)-Matrizen mit Komponenten a bzw. bj.
Wir definieren die Gleichheit und Summe durch

A = B genau dann, Wennaé = bj. firallet=1,....m und 7=1,....,n
A+ B = (a +b}),
also jeweils komponentenweise. Es sei A € R. Wir definieren das Pro-
dukt einer Matrix mit einer reellen Zahl komponentenweise durch
AA = ()\a}) :

Wir kénnen n-Tupel £ € R™ als (1 x n)-Matrizen auffassen. Dann stim-
men die Operationen Summieren und Produktbildung mit einer reellen
Zahl mit den fiir n-Tupel bereits definierten Operationen iiberein.

Definition 1.3.2. Eine (n x n)-Matrix heifit quadratische Matrix. Die
speziell (n x n)-Matrix

100 ... 0
010 0
=10 0 1 0
000 ...1

heifit Finheitsmatriz der Ordnung n. Man schreibt auch I = 1, genauer
1,,. Wir definieren das KRONECKERsymbol durch

/' 1 i
0% = v=J
: 0, sonst.

Dann gilt I = (5}).
Eine quadratische Matrix heifit Diagonalmatriz, falls a§- =0firi#j
gilt. Die Elemente a! heifien Diagonalelemente.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



10 1. Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.3.3 (Matrixmultiplikation).
Es seien A eine (mxn)-Matrix und B eine (n X p)-Matrix, mit Eintragen

(a%) und (). Wenn — wie angegeben — die Spaltenzahl von A mit der
Zeilenzahl von B tibereinstimmt, definieren wir das Produkt C' = AB,
eine (m x p)-Matrix (i), fir 1 <i <mund 1 < k < p durch:

atby = aiby, + abbi + - - - + ai b}

i .

¢, =

NE

j=1

(Physiker benutzen die EINSTEINsche Summenkonvention und schrei-
ben kurz ¢, = a’by..)

Beispiele 1.3.4. Es gilt

1 2 3 2
ol (10 =[0),
2 1 3 1
(10)_11
VAR

Wie das letzte Beispiel zeigt, gilt im allgemeinen nicht AB = BA,
selbst, wenn beide Verkniipfungen definiert sind. Gilt AB = BA, so
sagen wir, dass die beiden Matrizen vertauschen oder kommutieren.

Lemma 1.3.5.
A sei eine (m xn)-Matriz, B, C seien (nx p)-Matrizen, D eine (px q)-
Matriz und A € R. Dann gelten die Rechenregeln

A(B+C) =AB + AC,
(M)B = \(AB) = A(\B),
A(BD) =(AB)D =: ABC.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



1.3. Matrizen 11

Beweis:

AB+C) = (i a;(bi + C‘i)) = (En: aﬁbi) + (i aéci)

=A(AB) =\(AB)
n P n
A(BD) = (Z a’ (Z bidf)) = (Z (Z a;bfg) dy
]:1 k=1 1<i<m k=1 ]:1 1<i<m
1<e< 1<¢<gq
=(AB)D O

ein lineares Gleichungssystem. Wir definieren die Koeffizientenmatrix A
und die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) zu diesem linearen Glei-
chungssystem durch

11 1 11 1t
a; ay ... a, a; ay ... a, b
a? a3 ... a a? a3 ... a® b
A= . , ) und (A|b) := )
m m m m m m m
al* ay ... ap at* ay ... ar b

(In (A]b) verwendet man gelegentlich auch einen senkrechten Strich
vor der letzten Spalte.) Definiere weiterhin

bt !

b2 x?
b=1 . und z =

bm "

Dann konnen wir das Gleichungssystem in der konzisen und dadurch
iibersichtlichen Form
Axr =0

schreiben.
Alle Aussagen dieses Kapitels lassen sich nicht nur fiir lineare Glei-
chungssysteme und Matrizen im Reellen zeigen, sondern auch fiir belie-

bige Korper (die wie im néchsten Kapitel definieren werden). Lediglich
die Aussage iiber unendlich viele Losungen ist abzuidndern.

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



12 2. Koérper und Vektorraume

2. KORPER UND VEKTORRAUME
2.1. Korper.
Dieser Abschnitt orientiert sich in der Darstellung an DIETER HOFFMANN [7].

Bei den folgenden Axiomen kommen u.a. Begriffe wie ,, Kommutati-
vitdat“ und ,, Assoziativitdt“ fir Addition und Multiplikation vor. Man
ist leicht geneigt, diese wichtigen Eigenschaften als banal anzusehen.
Deshalb weise ich vorweg darauf hin, dass es ein besonderer Gliicks-
fall ist, wenn Operationen kommutativ und assoziativ sind, weil dann
der Umgang mit ihnen besonders einfach wird. Die Kommutativitit be-
deutet, dass es bei der Verkniipfung von je zwei Elementen nicht auf
die Reihenfolge ankommt, zum Beispiel im Folgenden a +b = b+ a
oder a-b=10-a z B. fir reelle Zahlen a und b. Schon die Subtraktion
liefert ein Beipiel fiir eine Operation, die nicht kommutativ ist; denn
es ist 3 — 5 # 5 — 3. Auch bei der Zusammensetzung von Wortern
hat man keine Kommutativitéit, es kommt auf die Reihenfolge an: Ein
Hausmédchen ist etwas anderes als ein Madchenhaus.

Natiirlich ist auch bei fast allen Vorgdngen im téglichen Leben beim
zeitlichen Ablauf die Reihenfolge wesentlich: Beim Autofahren tritt
man zuerst die Kupplung und legt erst dann den Gang ein. (Der Ver-
such der umgekehrten Reihenfolge fithrt zu einem anderen Ergebnis.)
Diejenigen, die sich vor Jahren mit dem RUBIK-Cube (,,Zauberwiirfel“)
beschaftigt haben, wissen, dass die Schwierigkeit in der hochgradigen
Nicht-Kommutativitéit der einzelnen Operationen liegt; es kommt ent-
scheidend auf die Reihenfolge an.

Die Assoziativitit bedeutet, dass bei der Verkniipfung von drei Elemen-
ten die Art der Klammersetzung keine Rolle spielt: Fiir reelle Zahlen
etwa hat man zum Beispiel: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) (Assoziativitét
der Addition) und entsprechend (a - b) - ¢ = a - (b- ¢) (Assoziativi-
tat der Multiplikation). Auch hier liefert wieder die Subtraktion ein
einfaches und wichtiges Beispiel einer Operation fiir Zahlen, die nicht
assoziativ ist: (9 —7) —2 # 9 — (7 — 2). Beispiele aus dem sprachli-
chen Bereich, die deutlich machen, dass die Art der Klammerung ganz
wesentlich ist, sind etwa: ,Madchenhandelsschule‘, ,Kindergartenfest’,
,Urinsekten‘ und ,Urinstinkt".

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



2.1. Korper 13

Definition 2.1.1 (Kérper).

Ein Korper ist ein Tripe]|‘__‘| (K, +,-), bestehend aus einer nicht-leeren
Menge K und zwei Abbildungen, , Addition“ und ,, Multiplikation*,

+: KxK — K - KxK — K
W W und w W
(a,b) — a-+b (a,b) +— a-b=:ab

derart, dass die folgenden Gesetze gelten:
(Al) Va,b,ceK (a+b)+c=a+(b+c)=ta+b+c
L Assoziativitdt der Addition“
(A2) Va,beK a+b=b+a ,Kommutativitat der Addition*
(A3) 30eK VaceK a+0=a ,Null“ oder ,, Nullelement*
(A4) VaeK J-a €K a+(—a)=0
,Inverses Element zu a beziiglich +“, meist gelesen als , minus a“

Fir die Multiplikation gelten ganz analog — bis auf die Sonderstel-
lung der Null — :

(M1) Va,b,ceK (a-b)-c=a-(b-c) =a-b-c=: abc

(M2) Va,beK a-b=0b-a ,Kommutativitit der Multiplikation*
(M3) 31e€K\{0} VaeK a-1=a ,Fins“oder ,FEinselement
(M4) VaeK\{0} Ja'€eK a-a't=1

Inverses Element zu a beziiglich -“, gelesen als ,a hoch minus 1%
Fiir die Verbindung von Addition und Multiplikation gelte:
(D) Va,b,ceK a-(b+c) = (a-b) + (a-¢) (,Distributivitat®

%0ft notieren wir lax auch nur K... .

Zum Beispiel bei dem Distributivgesetz ist man von der Schule her gewohnt, die
Klammern rechts wegzulassen, also kiirzer a - b + a - ¢ oder nur ab + ac statt
(a-b) + (a-c) zunotieren, weil man vereinbart: Punktrechnung geht vor Strichrech-
nung. Hier soll also die Multiplikation starker ,binden‘ als die Addition. Man erspart
sich viele lastige Klammern, wenn man vereinbart, was zuerst ausgerechnet wird,
falls keine Klammern gesetzt sind.

Wir beschranken uns zunéchst einmal auf (K,+) mit den Axiomen
(A1) bis (A4) und zichen allein aus diesen vier Gesetzen Folgerungen.
Mathematiker sagen dafiir: (K, +) ist eine abelsche (oder kommuta-
tive) Gruppe*.

Wir benutzen natiirlich die vertrauten Sprechweisen: Fiir a + b heiflen a und b
yoummanden® und a + b ,Summe*.

Bemerkung 2.1.2.
Das Nullelement ist — durch (A3) — eindeutig bestimmit.
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14 2. Koérper und Vektorraume

Es gibt also nur eine Null, wir konnen daher von dem Nullelement
sprechen.

Der Beweis ist ganz einfach: Ist auch 0’ € K ein Nullelement, so gilt
also insbesondere 0+ 0’ =0(x) undso 0 =040 = 0+0 = 0. O

() (A2) (A3)

Bemerkung 2.1.3.

Zu gegebenem a € K ist das Inverse bezuglich + — durch (A}) —
etndeutig bestimmd.

Wir kénnen daher von dem Inversen (beztiglich +) zu a sprechen.

Auch hierzu ist der Beweis nicht schwierig: Ist auch o' ein Inverses
beziiglich + zu a, so gilt also a + a’ = 0(<$). So hat man —a =

(A3)

—a)+0 = (—a)+ (a+d) = ((—a)+a)+ad = (a+(—a))+d =

(-a)+0 = (~a) +a+d) = (@) +a)+d = (@t (-a)+d =

O+a = d+0 = d. |
(42) (43)

Bemerkung 2.1.4.
Zu gegebenen a,b € K existiert eindeutig ein x € K, das die Gleichung
a+x=0"> erfillt.

Dieses x notieren wir als b — ¢ und lesen ,b minus a“ .

Die Abbildung, die jedem Paar (a,b) € KxK den Wert b—a zuordnet,
bezeichnen wir als ,,Subtraktion“. Den einzelnen Wert b—a spricht man
auch als , Differenz“ an.

Beweis: Man rechnet sofort nach, dass = := (—a) +b eine Losung der
angegebenen Gleichung ist, und hat so die Ezistenz: a+x = a+ ((—a) +

b) & (a + (—a)) +b o O0+b = b+0 = b Fir die Findeutigkeit

A1) A1) (42) (43)
geht man von einer Losung x, also a + x = b, aus und rechnet: z (A:3)
O S T rian (o) +a) +e 5, Ca)t(ata) = (=a)+b

]

Wir haben gleichzeitig mitbewiesen:

Bemerkung 2.1.5.

Va,be K b—a=(—a)+b=—a+b=>b+(—a) (©),
speziell 0—a=—-a+0=—a

Die Kommutativitdt und Assoziativitat fir die Addition vermerken wir bei den
folgenden Beweisen nicht mehr gesondert, da der Gebrauch inzwischen vertraut
sein dirfte.

Bemerkung 2.1.6.
VaeK —(—-a)=a
Va,be K —(a+b)=—-b+(—a) 5 -b—a
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Beweis: Einerseits hat man (—a) +a = a + (—a) i 0, andererseits

(—a) + ( — (—a)) G 0, also nach der vorangehenden Bemerkung die

erste Behauptung.
—(a +b) ist die — nach obigem eindeutig bestimmte — Losung der

Gleichung a+b+x = 0. So gentigt zu zeigen: a+b+ (—b—l—(—a)) =0:
(.S =a+[p+(=b+(-a)] =a+[(b+(-b) + (~a)]
= a+ [0+ (-a)] = a+(-a) =0 O
(A4) (A3) (A4)

Wir betrachten jetzt (K, +,-) mit den Gesetzen (A1) bis (A4), (M1)
bis (M4) und (D) und ziehen daraus weitere Folgerungen.

Wir benutzen auch hier die vertrauten Sprechweisen: Fiir a - b heiflen
a und b , Faktoren“ und a - b ,Produkt®.

Bemerkung 2.1.7.
Das Einselement ist — durch (M3) — eindeutig bestimmt.

Es gibt also nur eine Eins, wir konnen daher von dem Einselement
sprechen.

Bemerkung 2.1.8.
Zu gegebenem a € K\ {0} st das Inverse beziglich - — durch (M4)
— eindeutig bestimmt.

Wir konnen daher von dem Inversen (beziiglich -) zu a sprechen.

Die Beweise dieser beiden Bemerkungen entsprechen vollig denen zu
2.1.2/und [2.1.3; ich fithre sie daher nicht noch einmal gesondert aus.

Bemerkung 2.1.9.

Zu gegebenen a € K\ {0} und b € K existiert eindeutig ein x € K,
das die Gleichung a -z =10b erfillt.

b
a
Auch hier enspricht der Beweis dem zu Gezeigten und liefert zu-
séatzlich:

Dieses x bezeichnen wir als - oder b :a und lesen ,,b dividiert durch a*

Bemerkung 2.1.10.

Fir alle a € K\ {0} und b€ K gilt g:a Lb=b-at,
speziell %:a_l .

Wir haben — wie allgemein iiblich — keine Klammer um a™! gesetzt.

Die Abbildung, die jedem Paar (a,b) € K x K\{0} den Wert ab™! = %
zuordnet, bezeichnen wir als ,, Division“. Den einzelnen Wert ¢ spricht

man als ,, Quotient“ oder ,, Bruch“ an, a als ,, Zdhler“ und b als ,, Nenner*.
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16 2. Koérper und Vektorraume

Bemerkung 2.1.11. Va e K a-0=0-a=0

Beweis: Es gentigt — wegen (M2) — die Gleichung a-0 = 0 zu zeigen:
Man hat a -0 e a-(0+0) o a-0+ a-0, also mit (A3) und

Bemerkung (2.1.4) die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.12.
Fiir a e K\ {0} gilt a™* #0 und (a™))™" =a

Beweis: Nach (M4) und (M3) ist aa™! = 1 # 0, also nach (2.1.11))
1

al#0. ala = e = 1 und a'(a™!)” = 1 zeigen mit
(a12) (a14) (418)
der Eindeutigkeit gemé (2.1.9) (a™})™' = a . O

Bemerkung 2.1.13. Fir a,be K gilt: ab=0 <= a=0Vb=0.

Das Gleiche noch einmal in Worten: Ein Produkt von Elementen aus
K ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist.

Beweis: Die Richtung von rechts nach links ist durch gegeben.

Fiir die andere Implikation ist man im Fall a = 0 fertig. Fiir a # 0 erhélt

man: 0 = a'-0=aYab) = (¢ta)p = 1b, = b O
(2.1.11) (M1) (M2),(M4)  (M2),(M3)

Bemerkung 2.1.14.

Fir a,b e K\ {0}: (ab)™! =b7la™! = a7 tb7!

Auch hier kann der Beweis wieder weggelassen werden, weil er genau
nach dem Muster des Beweises zu verlauft. Dabei ist nur zu
beriicksichtigen, dass nach hier das Produkt ab auch von 0
verschieden ist.

Bemerkung 2.1.15.
Fira,b e K: (—a)b = —(ab) = a(—=b), (=1)b = —b, (—a)(—b) = ab

Beweis: —(ab) ist die eindeutige Losung der Gleichung ab+ z = 0.
Also muf fiir die erste Gleichung nur ab + (—a)b = 0 nachgewiesen

werden: ab+ (—a)b = ba+b(-a) = b(a+ (~a)) o 0 0
Der Beweis der zweiten Gleichung folgt daraus durch Vertauschung von
a und b unter Berticksichtigung von (M2). Die dritte Gleichung ergibt
sich nun mit a := 1.

Nach dem gerade Bewiesenen ist (—a)(—b) = —(—(ab)) b. O

= a
Bemerkung 2.1.16.  Fir a,b,ce K : c(b—a) = cb—ca

Wir erinnern noch einmal an die Verabredung: , Punktrechnung (Multiplikation und
Division) geht vor ,Strichrechnung® (Addition und Subtraktion). Die rechte Seite ist
also als (¢b) — (ca) zu verstehen.

iewezs: (.S. c<b+(—a)> o cb+c(—a) cb+<—(ca))
cb — ca U
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Ausdriicklich betonen mochte ich, dass das Inverse Element zu 0 beziiglich -, dessen
Existenz oben gerade nicht gefordert wurde, gar nicht existieren kann; denn sonst

hiitte man 0-0"! = 1 # 0 im Widerspruch zu (2.1.11)). In der Schule lernt
(M3)

man das meist in der Form ,,Durch 0 darf man nicht dividieren!“ und hat dann

Schwierigkeiten, dieses ,Verbot‘ einzusehen, weil es nicht begriindet wird.

2.2. ,Bruchrechnen®.

Allein aus der Definition des Quotienten % fir (a,b) € K x K\ {0}
lassen sich einfach alle Regeln iiber das ,, Bruchrechnen“ herleiten. Wir
notieren die wichtigsten:

Fir a,e € K und b,c,d € K\ {0} gelten:

(@) 25 =3 B §=1 (v) §=a
@ g ai-nE FEof © 5§
a
a e _ ad & be b _ ad
(n) 1 A (‘9)2—56

(0) beschreibt die Gleichheit von Briichen: Briiche sind genau dann
gleich, wenn die , Uberkreuzprodukte® gleich sind.

(€) beschreibt von links nach rechts das Kiirzen, von rechts nach links
das Erweitern von Briichen.

(¢) und (n) zeigen, wie Briiche multipliziert, addiert und subtrahiert
werden. Dabei sind Formeln mit 4+ natiirlich immer so zu lesen, dass
auf beiden Seiten gleichzeitig + oder gleichzeitig — zu nehmen ist.
() schlieBlich belegt — in Verbindung mit (¢) — : Ein Bruch (hier §)
wird durch einen Bruch (hier §) dividiert, indem man mit dem ,Kehr-
wert® (hier also ) multipliziert.

Wir beweisen exemplarisch und ausfiithrlich (d), (¢) und (n) und tiber-
lassen die Beweise der restlichen Aussagen, die alle nach dem gleichen
Muster verlaufen, als Ubungsaufgabe.

Beweis: (§): Nach gilt § = ¢ genau dann, wenn b- § =
a . Hat man dies, so liefert die Multiplikation dieser Gleichung
mit d — unter Berticksichtigung von (M1) und (2.1.9) — be = ad.
Ausgehend von be = ad ergibt sich — unter Beriicksichtigung von

(M1) und 1| — © nach Multiplikation mit d='. (¢): & ist

die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung (bd) - x = ae. (Nach

2.1.13)) ist dabei bd # 0.) Andererseits gilt bd - (% : 2) )

(b- %) (d- 5) = ae. (n): Die r.S. ist die eindeutige Losung der
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18 2. Koérper und Vektorraume

Gleichung (bd)x = ad + be. Die (.S. erfillt auch diese Gleichung;
denn (bd) [¢ + €] o5 (@) + (bd)s | = adEbe O
Wir haben in diesem und dem vorangehenden Teilabschnitt allein aus-
gehend von den Axiomen (A1) bis (A4), (M1) bis (M4) und (D) viele
— von der Schule her — bereits vertraute Gesetze hergeleitet. Der
entscheidende Vorteil dieses Vorgehens ist, dass all diese Folgerungen
immer schon dann gelten, wenn nur die oben aufgefithrten Axiome er-
fullt sind, also insbesondere bei den rationalen Zahlen Q, den reellen
Zahlen R und den komplexen Zahlen C. Deshalb kann man nun u. a.
in all diesen drei Bereichen — R, @Q und besonders auch C — wie
,gewohnt‘ rechnen.

Beispiele 2.2.1.

a) Die Mengen R, Q, C mit der iiblichen Addition und Multiplikation
bilden jeweils einen Korper.

b) K:= {a +0/17: a,b € Q} = Q {\/Tﬂ C R mit der eingeschrank-
ten Addition und Multiplikation von reellen Zahlen ist ein Korper.

¢) Wir benétigen die Menge der ganzen Zahlen
Z = NguU{—m:m e N}.
Es sei p eine natiirliche Zahl. Fiir a € Z betrachten wir
a:={a+pm:meZl} = a+pZ,

also a = {...,a—3p,a—2p,a—p,a,a+p,a+2p,a+3p,...}. Wir
setzen
Z, ={0,1,2,....p—1}

und definieren Addition und Multiplikation durch

a+b:=a+0b und a-b:=a-b
fir a,b € Z). (Hier ist noch die Wohldefiniertheit nachzuweisen,
dwir miissen zeigen, dass a + kp+b + {p = a+bunda+ kp-b+ lp =
a- b fir alle k, ¢ € Z gelten.) Wir addieren und multiplizieren also
jeweils vertreterweise. a ist die Menge aller Zahlen, die bei Division
durch p denselben Rest lassen wie a. Deshalb nennt man diese Men-
gen meist Restklassen (modulo p). Ein Element einer Restklasse
bezeichnet man auch als Reprdsentant der Restklasse. Haufig ver-
wendet man die Standardreprisentanten 0,...,p — 1. Ist p eine
Primzahl, dann ist Z, ein Korper.
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2.3. Vektorraume.
Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein
erstes Beispiel fiir einen Vektorraum.

Definition 2.3.1 (Vektorraum).

Beispiele 2.3.2.
a) R™ mit der iiblichen Addition und Multiplikation mit Skalaren, d. h.

&)+ M) =+t ),
A(EL €M) = (AL ),

ist ein R-Vektorraum.

b) C", der Raum der komplexen n-Tupel mit entsprechenden Verkniip-
fungen ist ein C-Vektorraum.

c) Q" ist ein Q-Vektorraum.
d) Ist K ein Korper, Dann ist K" ein K-Vektorraum.
e) Die Menge der Folgen reeller Zahlen

R™ = {(¢%,¢,¢%...) : ¢ €R fir alle i € Ny }
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20 2. Koérper und Vektorraume

mit den Verkniipfungen

(€%,¢¢% . )+ (O om? ) o= (40 &+ €+,
A (60668 ) = (A0 AN L)

bildet einen R-Vektorraum. Die Teilmengen der konvergenten Folgen

oder der Nullfolgen bilden ebenfalls einen Vektorraum.

f) Die Menge der Losungen eines linearen homogenen Gleichungssystems

wie in (L.1)) bildet einen Vektorraum.

g) Es seien A eine Menge, K ein Kérper und U eine K-Vektorraum.
Die Menge der Funktionen f: A — U bildet einen K-Vektorraum,
wenn man die Verkniipfungen elementweise erklért:

(f +9)(x) == flx) + g(z) firze A,
A f)(x) = (f(z)) furze A
h) Die Menge der stetigen Funktionen f: [0,1] — R bildet einen R-

Vektorraum C°([0, 1]) mit wie fiir beliebige Funktionen definierter
Addition und Multiplikation mit Skalaren.

Wir hatten allein aus den vier Gesetzen (A1) bis (A4) Folgerungen
gezogen. Diese gelten also auch — mit den dortigen Notierungsweisen
und Vereinbarungen — in jedem Vektorraum:

Bemerkung 2.3.3.
a) Das Nullelement ist — durch (A83) — eindeutig bestimmit.

b) Zu gegebenem a € U st das Inverse beziiglich + — durch (A4) —
eindeutig bestimmt.

c) Zu gegebenen a,b € U existiert eindeutig ein x € B, das die Glei-
chung a+x =0b erfillt.

d)Va,be W b—a=(—a)+b=1—a+b=>b+(—a),
speziell 0—a=—-a+0=—a
e)VaeW —(—a)=a
Va,beW —(a+b)=-b+(—a) = -b—a
Bemerkung 2.3.4.

Es seien K ein Korper und 0 ein K-Vektorraum. Dann gelten fir alle
a,b €0 und \, n € K:

a) 0.a=10

b) A0 =0

c) Aus M\.a =0 folgt a =0 oder A = 0.

d) (=N).a = A.(—a) = —(\.a)

e) \(a—b) = Xa—Ab und (A—p)a = Aa—p.a
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Beweis:

a) Nach (SM2) gilt 0.a = (0 + 0).a = 0.a + 0.a. Andererseits gilt
0.a =0+ 0.a. Nach 2.3.3.c folgt die Behauptung.

b) A.0 = A.(0+0) s A.0+ X.0. Wieder liefert 2.3.3.c (mit (A3)) die
Behauptung.

c) Es sei A.a = 0 mit A # 0. Zu zeigen ist also, dass a = 0 gilt:
0=X21'0=Xx1Na) = AN Na=1la = a
b) (SM3) (SM4)
d) o o o
O

e) o o o

In einer abelschen Gruppe (&,+) gilt das Assoziativgesetz (A1) ent-
sprechend auch fiir mehr als drei Summanden, ebenso gilt das Kommu-
tativgesetz (A2) fiir mehr als zwei Summanden. Der Beweis ist nicht
kompliziert, aber durchaus umstandlich aufzuschreiben. Man benutzt
Induktion nach der Anzahl der Summanden.

Die rekursive Definition, auch Definition oder Konstruktion durch voll-
stindige Induktion genannt, ist heute den meisten schon durch Pro-
grammier-Erfahrung bestens vertraut: Man legt fest, wie gestartet wird
(Anfangswert) und zusatzlich, wie es weitergehen soll, wenn man schon
bis zu einer bestimmten Stelle gelangt ist

Zum Beispiel ist der Ausdruck 14+2+4---4n, besonders die Piinktchen
darin, mathematisch keineswegs exakt, und vielleicht ist der eine oder
andere Leser schon dariiber gestolpert — denn, wie ist das beispiels-
weise fiir n =1 zu lesen?

Dies 1a3t sich durch , rekursive Definition“ préazisieren. Wir wollen die-
ses Definitionsprinzip aber nicht besonders begriinden, sondern ,naiv‘
rangehen, da es unmittelbar einsichtig zu sein scheint. Wer es an die-
ser Stelle doch genauer wissen will, kann zum Beispiel in MARTIN BARNER und
FRIEDRICH FLOHR [1] nachsehen.

Es seien K ein Korper, U ein K-Vektorraum und

r: Ng — U Wir nennen allgemein solche auf Ny de-
W W finierten Abbildungen ., Folgen”, x; das
jo— . j-te ,Glied“ mit ,Indez“ j (fiir j € Ny)

und notieren sie oft auch in der Form
(l’o, T1,T9,y ... )

Fiir ein (festes) k € Ny wollen wir den Ausdruck zj + --- + x,, also
die Summe der Folgenglieder mit Indizes k bis n, rekursiv definieren

und benutzen dafiir das neue Zeichen Z x,, definiert durch:
v=~k

k n+1 n
le, = T, qu = (Zmy>+xn+1 (k:gneNo)
v=k v=~k

v=k
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Wir lesen dies als ,Summe der x, fir v==Fk bis n“ oder dhnlich. Fir

mache Zwecke ist noch niitzlich,

Z x, =0 fir Non<k (,leere Summe“
v=k

zu vereinbaren.

n
Der ,Summationsindex” v in Y. x, hat keine besondere Bedeutung.

Er dient als Platzhalter und kann insbesondere durch irgendein anderes
Zeichen (nur nicht gerade k£ und n) ersetzt werden, zum Beispiel:

n n n n n n
Z% = Z%‘ = Z% = Zivu = Zxo = Za:z
v=~k j=k p=k 0=k O=k Z=k

Ich selbst habe die Angewohnheit, jeweils den ,passenden‘ griechischen
Buchstaben zu wéhlen, also hier v zu n, an anderen Stellen beispiels-
weise kK zu k, A zu ¢ oder u zu m, aber das ist nicht mehr als eine
personliche Vorliebe und Systematik.

Bei solchen Summen kann man — aufgrund des Assoziativ- und Kom-
mutativ-Gesetzes — beliebig vertauschen und Klammern setzen. Den
Beweis dieser Aussage, der keineswegs trivial ist, lassen wir wieder weg.
Dafiir haben wir unsere Mathematiker!

In einem Vektorraum gelten dann die iiblichen Rechenregeln:

Bemerkung 2.3.5.
a) \- i a, = i A-ay, fir alle N € K und aq, ..., a, €5,
v=1 v=1
b) (i A”) ca=3 N -qfirale ... \"e€K undacD,
v=1 v=1

c) i )\”a,,—l—f: pwra, = Zn: (N + p¥) ay, firalle N0 o\ pty .o u €
1 v= v=1

v=
K und aq,...,a, €0
Beweis: o o o ]

2.4. Linearkombinationen.
Es sei wieder K ein Korper.

Definition 2.4.1. Es seien 2 ein K-Vektorraum und S eine nicht-leere
Teilmenge von *U. Gilt mit einem n € Ny

n
a= Z Na, fir geeignete \',..., A" € K und ay,...,a, €5,
v=1
so sagen wir, dass a als Linearkombination von Vektoren aus S darge-
stellt ist. (Beachte, dass die Summen in solchen Linearkombinationen
stets endlich sind.)

40ft notieren wir auch 3"z, und #hnlich.
0
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Die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombination von Vekto-
ren aus S darstellen lasst, heifit lineare Hiille von S; wir schreiben

(9). Ist S eine endliche Menge, so schreiben wir auch (ay, ..., a,,) statt
({ay,...,an}). Wir sagen dann auch, dass (ai,...,a,) aus den Line-
arkombinationen von ay, ..., a,, besteht.

Beispiele 2.4.2.
(1) Es seien U ein K-Vektorraum und S = {ay,...,a,} C U. Dann

. <S>:{A1a1+---+>\pap:Al,...,ApeK},
(i1) Es seien U =R? und S = {(1,1,0),(1,0,1)}. Es folgt
(S) ={a(1,1,0) + b(1,0,1): a,b € R}
={(a+b,a,b): a,b € R}
={(z,y,2) eR*: x =y + 2},
Ist T'={(1,1,0),(2,1,1)}, so gilt (S) = (T).
2.5. Unterraume.

Es sei wieder K ein Korper.

Definition 2.5.1.

Es sei ¥ ein Vektorraum tiiber K. Eine nicht-leere Teilmenge & von
U heifit genau dann Unterraum (von U), wenn 4 mit der induzierten
(eingeschrénkten) Addition und Multiplikation mit Skalaren ein K-
Vektorraum ist.

Bemerkung 2.5.2.

Fine Teilmenge L eines K-Vektorraums U ist genau dann ein Unter-
raum, wenn 0 € U und fir alle a,b € 4 und A € K auch A.a+b e U
qgilt.

Beweis: o o o 0

Beispiele 2.5.3.

a) In jedem Vektorraum U sind U selbst und {0} ,triviale’ Unterrdume
von ‘U.

b) Es sei a € [0,1]. Dann ist {f € C([0,1]): f(a) = 0} ein Unterraum
von C(]0,1]).

c¢) Die Menge der Losungen eines linearen homogenen Gleichungssystems
in n Variablen ist ein Unterraum von K".

Hier und im Folgenden betrachten wir Vektorraume tiber einem belie-
bigen aber festen Korper K, falls dies nicht ausdriicklich anders ange-
geben ist. Dabei sind sicher fiir viele Dinge die Korper R und C die
wichtigsten.

Satz 2.5.4.
Es seien U ein Vektorraum und S C 0. Dann ist (S) der kleinste
Unterraum von ‘U, der S enthdlt.
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24 2. Koérper und Vektorraume

Beweis: Wegen Y. = 0 ist (S) # (). (S) ist ein Unterraum, denn fiir
0

a,b € (S) mit (E (,notfalls’ mit Nullen auffiillen...) a = 3 a's; und
il

b= 3 U's; fiir eine endliche Menge I, ... und X € K gilt auch

i€l
Aa+b=>Y" ()\ai +bi) s; € (9).
el

Somit ist (S) ein Unterraum von U, der insbesondere die Vektoren von

S enthélt.

Ist 20 ein beliebiger Unterraum von U mit S C 2. Dann enthalt

20 auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus S, ist also eine

Obermenge von (S). O

Satz 2.5.5.
Es seien U ein Vektorraum, S C . Fir jedes b € (S) gilt

(SU{b}) = (5).
Beweis: Es gilt SU{b} C (5). (5) ist ein Vektorraum. Somit folgt nach
Satz[2.5.4 (SU{b}) C (S). (S) C (SU{b}) ist klar. O
Definition 2.5.6.
Wir sagen, dass (S) von S erzeugt ist. Im Fall (S) = U heifit S ein
Erzeugendensystem von ‘0. Besitzt ein Vektorraum ‘U ein endliches
Erzeugendensystem, so heifit U endlich erzeugt bzw. endlich erzeugbar.

Beispiele 2.5.7.

a) Essei A € K™*" Fassen wir die (n) Spalten von A jeweils als Vekto-
ren des K™ auf, so nennen wir den von ihnen erzeugten Unterraum
den Spaltenraum von A. Ebenso ist der Zeilenraum von A der von

den (m) Zeilen von A in K" erzeugte Unterraum.
b) Es seien U :=R" und S := {ey,...,e,} mit

e; :=(1,0,0,...,0),
ey :=(0,1,0,...,0),

en :=1(0,0,0,...,1).
(Fur spater wére es eigentlich besser, die Vektoren aus dem R"™schon
hier als Spaltenvektoren zu schreiben. .. ) Dann ist (S) = U, also S

ein Erzeugendensystem von . Somit ist R” endlich erzeugbar. Fiir
&= (& ... &) gilt dabei insbesondere:

é- — En: §V6V
v=1

Satz 2.5.8.
Es sei (20;)er eine beliebige ,Familie* von Unterrdumen von 0. Dann

ist auch 20 := (N W, ein Unterraum von $U.
iel
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Beweis: Der Durchschnitt ist nicht leer, da jeder Unterraum die Null
enthélt. Fir a,b € 20 gilt a,b € 20; fir alle ¢ € I. Fiir A € K gilt dann
Aa + b € 20, fir alle i € I und somit Aa + b € 20. O

Im Allgemeinen ist die Vereinigung von Unterrdumen eines Vektorrau-
mes kein Unterraum mehr. Die folgende Konstruktion macht aus end-
lich vielen Unterraumen einen Unterraum, der jeden dieser Unterraume
enthélt. (Dies funktioniert auch fiir beliebig viele Unterriume; dann erklirt man
die Summe als die Menge beliebiger endlicher Summen von Vektoren aus den Un-
terrdumen).

Definition 2.5.9.
Fir ein k& € N seien 20, Unterrdume eines K-Vektorraumes U (fiir

k=1,...,k). Definiere deren Summe durch
W + -+ 20, = {al—i--”—i-ak: a,@eﬂﬁm IiZl,.../{Z}.
Satz 2.5.10.
Es seien 0, ..., Unterriume eines K-Vektorraums 0. Dann ist

) = W, + - + W, der kleinste Unterraum von U, der jedes 20,
enthdalt.

Beweis: Wir zeigen zunachst, dass 20 ein Unterraum von ‘U ist:

0€20: v Esseiena=a1+---+a, und b = by +--- + b, € 20 mit
a., b, € 2,.. Mit A € K ist dann

)\a+b:()\a1+b1)+---+()\ak+bk)6217.

Somit ist 20 ein Unterraum.

Offenbar gilt (o o o) 2, C 2. Es seien il ein weiterer Unterraum von
U mit W, C U fur alle k und s := a;+---+ap € W (mit ... ) beliebig.
Da a, € 20, C il ist, folgt auch s € U, weil U ein Unterraum ist. Somit
haben wir: 20 C 4. O
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3. STRUKTUR VON VEKTORRAUMEN
3.1. Lineare Unabhingigkeit.

Es sei wieder — wie iiblich — K ein Koérper.

Definition 3.1.1.
Vektoren aq,...,a, — oder das n—Tupe]ﬂ (aq,...,a,) oder auch (bei
verschiedenen Vektoren) die Menge {ay, ..., a,} — in einem K-Vektor-
raum heiflen genau dann linear unabhdngig, wenn aus

Z Na, =0

v=1
fir \V € K stets Al = --- = A" = 0 folgt (d.h. der Nullvektor erlaubt
nur die ,triviale’ Darstellung.) Andernfalls heifit sie linear abhingig.
Eine beliebige Menge heifit genau dann linear unabhdngig, wenn je end-
lich viele Vektoren aus ihr linear unabhéngig sind. Andernfalls heifit sie
linear abhdngig.

Es ist fiir manche Dinge vorteilhaft, auch die leere Menge, die den
Nullraum erzeugt, linear unabhdngig zu nennen.

Beispiele 3.1.2.

a) Ein einzelner Vektor {a} ist genau dann linear unabhéngig, wenn
a # 0 gilt.

b) Ist eine Menge linear abhéngig, dann ist auch jede Obermenge von
ihr linear abhangig.

c¢) Das Tripel ((2,-1,1),(1,0,0),(0,2,1)) =: (a1, az,as) ist linear un-
abhingig; denn fiir eine Linearkombination der Null, also 0 = Aa; +
A2as 4+ Nag mit ... | gilt

20T+ N =0
—\! + 2X =0
A + N =0,

und diese lineare Gleichungssystem besitzt offenbar nur die Null als
Losung.
d) Es sei wieder e, := (0,...,0,1,0,...,0) € K* mit Eintrag 1 an der
Stelle v. Dann sind die Vektoren ey, ..., e, in K" linear unabhéngig.
e) Es seien fir z € R und j € N

po(r) =1 und pj(z) = 2.
Dann ist die Menge der Funktionen {pg, p1,...} linear unabhéngig.

Die Untersuchung auf lineare Abhéngikeit von n Vektoren des K™
fiihrt auf ein homogenes Gleichungssystem von m Gleichungen in n
Unbekannten.

®Man sagt in diesem Zusammenhang oft auch: (endliche) Familie
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Bemerkung 3.1.3.

FEine Familie von Vektoren (aq, . .., a,) ist genau dann linear abhdingig,
wenn sich (mindestens) einer der Vektoren als Linearkombination der
anderen schreiben ldsst.

Beweis:

a) Es sei zunichst (E a1 = Y)_, \a, fiir geeignete \V € K, v =
2,...,n. Mit A := —1 gilt dann >7_; \a, = 0 mit \' = —1 # 0.
Somit ist die Familie (ay,...,a,) linear abhéngig.

b) Es gelte >"_, \a,, = 0 und es sei (E Einschrinkung \! # 0. Dann
folgt a; = 1 5>° Aa, . Somit haben wir a; als Linearkombination

_F v=2
der tibrigen Vektoren dargestellt.
U

Bemerkung 3.1.4.

FEine Familie S von Vektoren ist genau dann linear unabhdngig, wenn
jedes a € (S) nur auf genau eine Art und Weise linear aus den Vektoren
aus S kombiniert werden kann.

Beweis:

a) Insbesondere ist 0 € (S). Der Nullvektor lasst sich als Linearkombi-
nation (mit Vektoren aus S) mit Koeffizienten 0 schreiben. Da dies
nach Voraussetzung die einzige Moglichkeit ist, sind die Vektoren in
S linear unabhéngig.

b) Es sei ein Vektor auf zwei verschiedene Arten dargestellt, gelte also

E
Z Na, = Z wa,
v=1
mit (AL ... \") # (pt, ..., ") und a, € S. Dann ist
Z()‘V_:uy)au =0
v=1

eine nicht-triviale Linearkombination der Null. Die Vektoren sind
also linear abhangig. O

3.2. Basen.

Es seien wieder K ein Korper und U ein K-Vektorraum.

Definition 3.2.1.
Eine Teilmenge S eines K-Vektorraums U heifit genau dann Basis von
¥, wenn S linear unabhéngig ist und (S) = U gilt.

Beispiel 3.2.2.
(e1,...,6y,) ist eine Basis des K", die Standardbasis von K".

Als Folgerung zu Bemerkung erhalten wir
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28 3. Struktur von Vektorraumen

Folgerung 3.2.3.

S C U ist genau dann eine Basis von B, wenn sich jeder Vektor aus U
in eindeutiger Weise als Linearkombination von Vektoren aus S schrei-
ben ldisst.

Bemerkung 3.2.4.
Es seien S eine linear unabhdngige Teilmenge von U und b € U\ (S).
Dann ist auch S U{b} linear unabhingig.

Beweis: Fiir Vektoren ay, ..., a, € S ist zu zeigen, dass (ai,...,a,,b)
linear unabhangig ist: Gelte

o+ Z Na, = 0.
v=1
Dann folgt zundchst p = 0, denn sonst ware b € (S). Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von S folgt dann aber auch A\¥ = 0 fiir alle v.
Somit ist S'U {b} linear unabhéngig. O

Mit Hilfe dieses Satzes kann man linear unabhéngige Teilmengen suk-
zessive vergroflern, wenn sie nicht schon ,maximal‘ sind.

Definition 3.2.5.

Es sei S eine linear unabhéangige Teilmenge von U. Dann heifit S genau
dann mazimal oder genauer mazimal linear unabhdngig, wenn S U {b}
fir jedes b € U \ S linear abhingig ist.

Satz 3.2.6.
FEs sei S CU. Dann ist S genau dann eine Basis von U, wenn S linear
unabhdngig und mazximal ist.

Beweis:

a) Es sei S linear unabhéngig und maximal. Gébe es b € U\ (5), so
ware S U {b} nach Bemerkung auch linear unabhéngig. Dies
widerspricht aber der Maximalitét. Somit erhalten wir (S) = 0.

b) Ist S eine Basis, so ist S — nach Definition — linear unabhéngig.
Da jedes b € U eine Linearkombination von Vektoren aus S ist, ist
S U{b} fur beliebiges b € U nach Bemerkung linear abhangig.
Somit ist S bereits maximal. O

Das Lemma von ZORN, auf das wir in dieser Vorlesung nicht eingehen, erlaubt
zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir lassen diesen — nicht
konstruktiven — Beweis weg; denn das kénnen wir getrost unseren Mathematikern
iiberlassen! Einen Beweis findet man z. B. in W. H. GREUB [5].

Satz 3.2.7.

(a) U besitzt eine Basis.

(b) Je zwei Basen von U kénnen bijektiv aufeinander abgebildet wer-
den.

(c) Ist A eine linear unabhdingige Teilmenge von B, dann gibt es eine
Teilmenge R von U derart, dass AU R eine Basis von *U ist.
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Nach Konvention ist () die Basis von {0}, da - = 0 gilt.
0

Definition 3.2.8.

Es sei S ein Erzeugendensystem von U. Dann heifit S genau dann
minimal, falls es keine echte Teilmenge von S gibt, die ebenfalls U
erzeugt.

Satz 3.2.9.
Fine Familie S von Vektoren ist genau dann eine Basis von U, wenn
S ein minimales Erzeugendensystem von U ist.

Beweis:

a) Ist S nicht minimal (als Erzeugendensystem), so gibt es ein b € S
derart, dass S\ {b} ebenfalls ein Erzeugendensystem von U ist.
Insbesondere gilt dann aber auch

b= Z Na,
v=1

fiir geeignete A',....\" € K, a1,...,a, € S\ {b}, n € N. Nach
Bemerkung ist dann S linear abhéngig, also keine Basis.
b) Es sei S ein minimales Erzeugendensystem. Ist S linear abhdngig,

so gibt es a1,...,a, € Sund \',...,\" € K, n € N, mit

Z Na, =0

v=1
und (A1, A") # (0,...,0). (B sei \; # 0. Dann lasst sich a
als Linearkombination von as, ..., a, schreiben. Nach Satz gilt
¥ = (S) = (S \ {a1}). Somit ist S nicht minimal. Widerspruch! 0O

Fiir eine Teilmenge S des Vektorraums U gilt nach den Sétzen [3.2.6|
und 3.2.9

Folgerung 3.2.10.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) S ist eine Basis von V.
(2) S ist eine mazimale linear unabhdingige Teilmenge von Q.
(8) S ist ein minimales Erzeugendensystem von 0.

Im endlich erzeugten Fall konnen wir auch absteigende Folgen von Er-
zeugendensystemen betrachten, um eine Basis zu bekommen.

Bemerkung 3.2.11.
Es sei S ein endliches Erzeugendensystem von 8. Dann gibt es eine
Basis B C S von ‘8.

Beweis: Ist S keine Basis, so ist S nach Folgerung|3.2.10 nicht minimal.
Somit gibt es ein S; € S, das ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. Ist
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S keine Basis, so wiederholen wir diesen Schritt und erhalten Sy C 57,
... . Da S endlich ist, bricht die strikt absteigende Folge

525125225
bei einem k£ € N ab. B := S ist minimal und somit nach Folgerung

[3.2.10] eine Basis. O

3.3. Dimension.

Es seien wieder K ein Korper und U ein K-Vektorraum.

In diesem Abschnitt soll jedem Vektorraum die Dimension als eine charakteristische
Grofle zugeordnet werden. Dies wollen wir iiber die ,Lange‘ einer Basis definieren.
Zunéchst einmal ist aber nicht klar, ob die Dimension so wohldefiniert ist, da es
verschiedene Basen mit unterschiedlich vielen Elementen geben kénnte. Wir werden
aber mit Satz zeigen, dass dies nicht der Fall ist, also alle Basen gleich lang
sind.

Satz 3.3.1 (Austauschsatz von Steinitz).

In Y seien (v1,...,v,) eine Basis und eine linear unabhdingige Familie
(w1, ..., wy,) gegeben. Dann gilt n < r, und — nach einer eventuellen
Umnummerierung — liefert auch B := (w1, ..., Wy, Upy1,-..,0.) €ine

Basis von ‘5.
Zum Beweis zeigen wir zunachst einen ersten wichtigen Schritt:

Lemma 3.3.2 (Austauschlemma).

FEs seien (vq,...,v,) eine Basis von U und
T
_ e
w = Z)‘ Yo
o=1

mit (\Y,..., ") € K"und \¥ #£0 fir ein k€ {1,...,r}. Dann ist
(Ub ceey Uk—1, Wy Vg, - - - 7U7'>

wieder eine Basis von 8. Der Vektor vy kann also in der Basis gegen

w ausgetauscht werden.

Beweis: (B k =1 (sonst Umnummerierung). Zu zeigen ist dann also:

B := (w,vq,...,v,) ist eine Basis:

A #£ 0 liefert vy € (B) und damit U = (vy,...,v,) C (B). B ist also
ein Erzeugendensystem. Aus

0= pw+ Y plv, = pAor+ > (X + p®) v, (fir p, p? € K)
0=2 0=2
folgt zunéchst p =0, da (vy,...,v,) linear unabhéngig ist mit A\' # 0,
dann Y7, p?v, =0, also p? =---=pu" =0. O

Beweis des Satzes (durch Induktion tiber n): Fir n = 0 ist nichts zu
zeigen. Fiir ein n € N sei der Satz schon fiir n —1 bewiesen. Da auch
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(wq, ..., w,_1) linear unabhéngig ist, folgt also, dass n — 1 <r gilt —
nach einer eventuellen Umnummerierung —
(wh coey Wp—1,Uny ... 7U7’>

eine Basis von U ist. Zum Nachweis von n < r ist also nur noch
zu zeigen, dass n — 1 = r nicht gelten kann: Dann ware ja schon

(wy,...,w,_1) eine Basis von U, was widerspricht. Wir notie-

ren w, = Mw; + -+ X" w,_; + A"v, + -+ + A0, mit geeigneten
A e K. Wéare \" = --- = X" = 0, so hédtte man einen Widerspruch
zur vorausgesetzten linearen Unabhangikeit von wq,...,w,. (E kann

daher wieder \" # 0 angenommen werden. Dann kann nach dem Aus-
tauschlemma v, gegen w, so ausgetauscht werden, dass B eine Basis
von Y ist. O

Nun kénnen wir ernten:

Folgerung 3.3.3.
Hat ‘U eine endliche Basis, so ist jede Basis von ‘U endlich.

Beweis: o o o 0

Folgerung 3.3.4.
Je zwet endliche Basen von ‘U haben die gleiche Ldnge.

Beweis: o o o 0
Damit konnen wir nun definieren:

Definition 3.3.5.

oo, falls U keine endliche Basis besitzt,

dimg U =
r,  falls U eine Basis der Lénge r € Ny besitzt.

dimg U heiit die Dimension von U . Falls klar ist, welcher Korper
gemeint ist, schreibt man auch nur dim 0.

Folgerung 3.3.6.
Es sei 0 ein n-dimensionaler Vektorraum (fir ein n € Ny ). Dann
gelten:

a) Jedes Erzeugendensystem von U besitzt wenigstens n Vektoren.
b) Jede Familie von mehr als n Vektoren ist linear abhdngig.

c) Jedes Erzeugendensystem aus n Vektoren ist eine Basis von 0.
d) Je n linear unabhdingige Vektoren bilden eine Basis von ‘U.

Bewets.

a) Nach Bemerkung gibe es zu einem Erzeugendensystem mit
weniger als n Elementen auch eine Basis mit weniger als n Elemen-
ten im Widerspruch zu Folgerung [3.3.4]

b) Nach Satz (Teil (c)) konnte man sonst diese Menge zu einer Ba-
sis mit mehr als n Elementen ergénzen. Dies widerspricht wiederum

Folgerung
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¢) Ein minimales Erzeugendensystem ist eine Basis.
d) Eine maximale linear unabhéngige Familie ist eine Basis. U

Folgerung 3.3.7.
Es seien 20 ein Unterraum von U und dim*U = n. Dann ¢ilt dim 25 <
dim U, und Gleichheit gilt genau dann, wenn B = 2T ist.

Beweis: Es seien S eine Basis von 20 und 7' mit S C T eine Basis von
0. Dann gilt fiir die Anzahlen |S| < |T|. Bei Gleichheit gilt S = T,
und die Erzeugnisse stimmen tiberein. Die Riickrichtung ist trivial. [J

Beispiele 3.3.8.

a) Es sei wieder e, := (0,...,0,1,0,...,0) € K" mit Eintrag 1 an
der Stelle v. Dann bilden diese Vektoren eq, ..., e, in K" eine Basis
(Standardbasis). Somit gilt: dimg K" = n

b) Die Menge C°[0,1] der stetigen (reellwertigen) Funktionen bildet
einen R-Vektorraum mit dimg C°[0,1] = oco. Denn nach Beispiel
3.1.2, e) wissen wir: Es seien fir z € R und j € N

po(z) =1 und pj(z):=2a’.

Dann ist die Menge der Funktionen {pg, p1,...} linear unabhéngig.
¢) dimg C = 2 (Denn (1,7) ist eine Basis.)

Satz 3.3.9 (Dimensionsformel).
Es seien U0 C W endlichdimensionale Unterraume eines Vektorrau-
mes 20. Dann gilt

dim(U +¥) = dim U + dim Y — dim (4 N V).

Beweis: Mit k = dim(U N *Y) sei (wy,...,wy) eine Basis von U N Y.
Mit n := dim4 — k koénnen dann wuq,...,u, so gewahlt, dass sie zu-
sammen mit den w,’s eine Basis von U bilden. Mit m := dim¥ — k
konnen entsprechend vy, . .., v, so gewahlt werden, dass sie zusammen
mit den w,’s eine Basis von U bilden. Wir behaupten nun, dass alle
diese Vektoren zusammen eine Basis von U+*0 bilden. Es ist klar, dass
sie U + U erzeugen. Zum Nachweis der linearen Unabhéangigkeit sei

S w4+ alu, + 3 Fv, = 0 (mit. ).
K v /'L

—_— ——— —
=wedNY =muel =weY

Dann ist v € Y und v = —w —u € U, also v € UN Y. Die w,’s bilden
zusammen mit den v,’s eine Basis von U, Vektoren in 4 N ‘Y werden
aber bereits eindeutig als Linearkombination von w,’s dargestellt. Die
obige Darstellung von v enhalt daher keine v,’s, und somit ist v = 0.
Ebenso ist u = 0. Das liefert die lineare Unabhéngigkeit. O
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Koordinaten
Definition 3.3.10 (Koordinaten).
Es sei (aq,...,a,) eine (geordnete) Basis von . Dann lasst sich nach
Folgerung jedes a € U in eindeutiger Weise aus den a,’s linear
kombinieren N
a = Z Na,

v=1
mit \ € K. Die Koeffizienten \',... A" heilen Koordinaten von a
beziiglich der Basis (a1, ..., ay,).

3.4. Lineare Abbildungen, Teil I.
Es seien 4,0 und 20 drei Vektorraume iiber einem Korper K.

Definition 3.4.1 (Lineare Abbildung).

Eine Abbildung f: 4 — U heiit genau dann linecar — genauer
auch K-linear — oder Homomorphismus wenn

fla+b) = f(a) + f(b) fir alle a,b € & (additiv) und
f(Aa) = Af(a) fur alle a e I A € K (homogen) gelten.

Lineare Abbildungen sind also mit den Vektorraum-Operationen ,vertraglich‘ , sie
respektieren die Vektorraumstruktur.

Lemma 3.4.2.
f: YU — B sei linear. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) f(0) =0, f(=a) = —f(a), fla—0b) = f(a) = f(b) (...)
b) f (z X’ay> — S5 A f(ay) fiir alle X € K, ay € 4L,
v=1 v=1
Insbesondere ist
fAa+b) = Af(a)+ f(b)

fur alle A € K und a,b € 4.

Diese letzte Beziehung ist dquivalent zur Linearitdt.
Beweis: o o o 0

Es ist im Folgenden zweckmafBig, Vektoren im K™ nicht — wie bisher
— als Zeilenvektoren, sondern als Spaltenvektoren zu schreiben. D. h. |
wir fassen den K" als K"*! auf.

Beispiele
(BO) Die Nullabbildung 0: 3 — 0, definiert durch
O(u) :=0
fir alle u € 4, ist linear.
(B1) Die Identitat id = idy: 84 — 4 definiert durch
id(u) :=wu
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(B2)

(B3)

(B5)

fiir alle w € 4, ist linear.

Es sei A € K™*". Dann ist f4: K* — K™, definiert durch
f(@) = fa@) = Aa
fir x € K", — nach Lemma [1.3.5 — linear.
Ist zudem noch B € K™** also fz: K¥ — K", dann gilt
fap = fao [B.

Beweis: o o o 0

Dies zeigt, dass ,wir‘ die das Matrizenprodukt ,verniinftig® definiert haben.

Es sei wieder (ay,...,a,) eine (geordnete) Basis von . Dann
lasst sich jedes a € U in eindeutiger Weise aus den a,’s linear

kombinieren
n
a = Z Na,
v=1

mit \Y € K. Die Abbildung f: 4 — K", die jedem a € U
den Vektor (A',..., \") seiner Koordinaten (beziiglich der Basis
(ay,...,a,)) zuordnet, ist linear.

Es sei 20 ein weiterer K-Vektorraum. Sind die beiden Abbildun-
gen f: 4 — Y und g: TV — W linear. Dann ist auch

gof: U—2
linear. Beweis: o o o O

Mit einer nicht-leeren Menge M betrachten wir den K-Vektorraum
— vgl. g) der Beispiele — der Abbildungen von M in U:

§ = FM U = {f|f: M — U}
Fir ein t € M ist dann die Auswertungsabbildung
A § — U
Y Y
fo— 1
linear.
In der Analysis lernt man: Grenzwertbildung, Differentiation und

Integration (und vieles mehr) sind linear.
<

Bemerkung 3.4.3.

Es seien f: 4 — U eine lineare Abbildung, 4, ein Unterraum von
M und By ein Unterraum von U . Dann gelten:

a) f(y) st ein Unterraum von ‘U .
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b) Speziell ist also das Bild von f
m f = {f(u)u et} = F3)
ein Unterraum von ‘U .
c) [7Y0,) ist ein Unterraum von $L.
d) Speziell ist also der Kern von f
ker f == {ue U] f(u) = 0}

ein Unterraum von U .

Beweis: o o o U
Wir bezeichnen

Lx(W,0) == LOALY) = {f]|f: 4 — T linear}

Manche Autoren notieren dafiir auch HOMy (L, ).

Nachdem wir uns bei dem Beweis dieser Bemerkung ausgeruht (und vielleicht ge-
langweilt) haben, kénnen wir uns ein paar vornehme Vokabeln merken:

Definition 3.4.4.
Eine lineare Abbildung f: Y — U heifit genau dann:

e Monomorphismus, wenn f injektiv ist,

e Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,

Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,

Endomorphismus, wenn U =0 gilt,
o Automorphismus, wenn f bijektiv ist und U =T gilt.
Umkehrabbildung

A, B seien Mengen und f: A — B eine injektive Abbildung.

Fir alle b € f(A) existiert dann eindeutig ein a € A mit f(a) = b.
Die Abbildung, die jedem b € f(A) gerade dieses a € A zuordnet,
bezeichnen wir mit f~! und sprechen von der Umkehrabbildung zu f.
Es gilt also insbesondere Ds-1 = f(A).

T/ B

f—l
Nach Definition von f~! gilt offenbar:
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0) f(a) =b <= f1b) =a fir (a,b) € Ax f(A).
Weiter erhalt man:

Bemerkung 3.4.5.

(1)VaecA f‘l(f(a)> =a

(2) Voef(A) f(H0) =0

(3) f7': f(A) — A ist bijektiv.

(4) Dy = Dy und fiicalle z € Dy (f71)7 (2) = f(a)

Der Beweis von (1) und (2) ist unmittelbar durch (0) gegeben. (3): Nach
(1) ist f~1 surjektiv, nach (2) ist f~! injektiv; denn (1) zeigt, dass zu
beliebigem a € A gerade f(a) ein Urbild unter f~! ist, und (2) liefert,
dass fiir by, by € f(A) aus f~1(b1) = f~1(by) (durch Anwendung von
f) by = by folgt. (4): Nach Definition der Umkehrabbildung ist der
Definitionsbereich von (f~')"" das Bild von D1 = f(A) unter
also nach (1) gerade A = Dy. Fir a € A = Dy und b := f(a) zeigt
(0) zundchst f~(b) = a und weiter (jetzt angewendet auf f~! statt

£ o= (1" (a) O

Im Zusammenhang mit der Umkehrabbildung tritt eine — allgemein
iitbliche — Doppelbezeichnung auf, die ich kurz erlautern mochte:

Einerseits bezeichnet f~!(B’) firx B’ C B das Urbild von B’ unter
f, andererseits — falls f injektiv ist und B’ C f(A) gilt — das Bild
von B’ unter der Umkehrabbildung f~!. Zunichst sind das natiirlich
zwei verschiedene Dinge. Wir notieren jedoch hierzu die

Bemerkung 3.4.6.
Ist f injektiv und B’ C f(A), dann stimmen das Bild von B’ unter
f= und das Urbild von B’ beziiglich f tiberein.

Die Bezeichnungen sind also, wenn beide Bildungen sinnvoll sind, kon-
sistent; die Doppelbezeichnung ist daher nicht stérend.

Fiir diejenigen Leser, die es ganz genau wissen wollen, notiere ich einen
Beweis: Ein Element a € A liegt im Bild von B’ unter f~! genau
dann, wenn es ein b € B’ mit f~'(b) = a gibt. Nach (0) ist dies
gleichbedeutend dazu, dass es ein b € B’ gibt mit f(a) = b, und das

bedeutet gerade, dass a im Urbild von B’ beziiglich f liegt. O
Bemerkung 3.4.7.

Es seien f: 4 — U linear und (ay,...,a,) € U" linear abhingig.
Dann ist auch (f(a1),..., f(a,)) linear abhdngig.

Beweis: Aus Y.,_, \a, =0 folgt >0, AW f(a,) =0 fur .... O
Bemerkung 3.4.8.

Es seien f: b — U ein Monomorphismus und (aq,...,a,) € U"
linear unabhdngig. Dann ist auch (f(a1),..., f(ay)) linear unabhdngig.
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Beweis: Aus Y.0_; A f(a,) =0 folgt hier >, _; \a, =0 fir.... O

Satz 3.4.9.
Lx (4,0) ist ein Unterraum des K-Vektorraums §(U, V) .

Beweis: 0 € L(U,V): v Es seien f,g € L(U,V) und A € K: Fir
z,y € 4 und o € K gelten dann:

(f+9)az+y) = flax+y)+glaz+y) = (af(x)+ f(y) + (ag(z) +
9(y) = a(f(z) +g(x) + (f(y) + 9(v) = alf +9)(@) + (f +9) ()
Das zeigt: f+ g € L(4U,T).

(Af) (az +y) = Maz+y) = Maf(@) + f(y) = aMf(@)+Af(y) =
a(Af)(@) + (Af)(y), also Af € L(L, D).

Bei der vorletzten Gleichung wird erstmals entscheidend benutzt, dass die Multi-
plikation in K kommutativ ist! ]

Bemerkung 3.4.10.
FEine lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn ihr Kern nur aus
der Null besteht.

Beweis: o o o 0

Lemma 3.4.11 (Koordinatenabbildung).

Es sei 0 ein K-Vektorraum mit geordneter Basis B := (ay,...,a,).
Dann ist die Abbildung f: K" — U, definiert durch

K" (AL, A" — Y Ma, €D

v=1

etn Isomorphismus. Wir bezeichnen ihn mit ®5.
Die Umkehrabbildung zu f hatten wir schon in (B3) betrachtet.

Beweis: Die Linearitdt von f ist klar. Die Injektivitdt ist durch die
lineare Unabhéngigkeit von B gegeben. f ist surjektiv, da B ein Er-
zeugendensystem ist. 0

Es sei A eine (m x n)-Matrix mit Elementen aus K, also A € K"™*".
Ich erinnere noch einmal daran, dass m die Anzahl der Zeilen und n die
Anzahl der Spalten ist.

ai aé . aé
ai a; ... a
1<v<n .
ai’ ay' !
Definition 3.4.12.
Fiar p =1, ..., m bezeichne A" die u-te Zeile von A, also
At = (¥, dby, ... at).
Entsprechend bezeichne A, fiir v = 1, ..., n die v-te Spalte von A:
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Fiir B € K"** kann damit die (m x k)-Matrix AB in der Form
AB = (A" B,),

1,....,m
k=1,...,

geschrieben werden.
Fir z € K® = K" speziell gilt also
Alx
A%x
Az = (A*x) = :

p=1,..,m :
AT‘”m
Mit den Einheitsvektoren e, € K" gilt offenbar:
faler) = Aey = (A%6),_y = (al)yy = A

Diese Beziehung
Ae, = A,

ist an vielen Stellen hilfreich. Der v-te Einheitsvektor ,schneidet® aus
A gerade die v-te Spalte heraus.

Bemerkung 3.4.13.

FEine lineare Abbildung f: 4 — U ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn es eine Abbildung g: B — U mit go f = idy und f o g = idy
qibt. Diese Abbildung g ist dann gleich f~' und ebenfalls ein Isomor-
phismus.

Beweis: Ist f ein Isomorphismus, dann erfiillt ¢ := f~! nach Bemer-
kung die beiden Beziehungen go f = idg und f o g = idy. Umge-
kehrt folgt aus g o f = idy die Injektivitat von f; denn fir xy, 29 € U
mit f(z1) = f(z2) folgt: x1 = g(f(21)) = g(f(22)) = w2. Entspre-
chend folgt aus f o g = idy die Surjektivitat von f; denn zu y € U ist
x := ¢(y) ein Urbild von y unter f. Linearitit von g: Zu v,w € U
und A € K existieren z,y € 4 mit f(z) =v, f(y) =w. f(Az+vy) =
M (2)+f(y) = Mw+w, also \f o)+ fHw) = Aoty = fHdv+w).
g=f1v U

Bemerkung 3.4.14.
Sind f: U — U und g: B — W Isomorphismen, dann ist auch
go f: U — 2 ein Isomorphismus.

Beweis:
Nach (B4) ist g o f linear. go f surjektiv: v' go f injektiv: v/ O

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



3.4. Lineare Abbildungen, Teil 1 39

Definition 3.4.15.
Zwei Vektorrdume 4 und U heiflen genau dann isomorph, wenn es einen
Isomorphismus f: 4 — U gibt. Wir schreiben dafiir auch ~ .

Folgerung 3.4.16.
Ist U ein n-dimensionaler K-Vektorraum, dann ist U isomorph zu K™.

Beweis: Lemma O

Méxchen SCHLAUMEIER meint dazu: Alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdume
sind im Wesentlichen K™ (fiir ein geeignetes n € Ny ). Im K™ geht fast alles
wie im R™. Den R"™ kennen wir aber schon ausreichend. Die ,Lineare Algebra
kann daher bald abgehakt werden!

Fiir manche Gesichtspunkte hat er damit durchaus recht. Aber: Die ,Identifizie-
rung’ bezieht sich auf eine spezielle Basis. Wichtige Eigenschaften der Lineare
Algebra sind jedoch basisinvariant. Viele der noch anstehenden Probleme be-
stehen gerade darin, eine dem speziellen Problem angepasste ,schone‘ Basis zu
finden. . ..

Satz 3.4.17.
Es seien Y und *U endlich erzeugbar. Dann sind Y und U genau dann
tsomorph, wenn dim U = dim Y gilt.

Beweis:

Hat man n := dim 4 = dim Y, dann gibt es nach Lemma (und
Bemerkung Isomorphismen ¢: Y — K" und ¢: Y — K"
Soist " top: Y — Y ein Isomorphismus.

Es seien (aq, ..., a,) eine Basis von Y und f: Y — U ein Isomorphis-
mus. Dann ist (f(ay),..., f(a,)) linear unabhéngig (nach Bemerkung
3.4.8). Es ist auch ein Erzeugendensystem von U: Fir b € U gilt

U f Z Na,
mit geeigneten A\, € K. Somit ist b = f(f71(b)) = X"_; N f(a,).

Insgesamt ist also (f(a1),..., f(a,)) eine Basis von 2. Da die Anzahl
von Basiselementen folglich in beiden Vektorrdumen tibereinstimmt,

gilt dim Y = dim ‘Y. OJ
Bemerkung 3.4.18.
a) U~ 4

b) U ~ ¥ — UV ~ 4
) U~UAN Y ~W— U~W

Bewezs a): idy: il — 4 ist ein Isomorphismus.
nachm c) nachm 0

Die Isomorphie von Vektorrdumen ist also eine Aquivalenzrelation.

Definition 3.4.19.
GL(Y) == {f | f: B — Y [somorphismus}
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heif}t , general linear group*, , Allgemeine lineare Gruppe“ oder ,, Auto-
morphismengruppe “ .

Bemerkung 3.4.20.
(GL(%), 0) ist eine Gruppe.

Der Beweis ist ganz leicht. Nur haben wir dummerweiseﬁ bisher nur abelsche Grup-
pen definiert und betrachtet. Und diese Gruppe ist nicht kommutativ! (Dies sieht
man etwa iiber die beiden Matrizen aus dem letzten Beispiel von Beispiel) Den
allgemeinen Gruppenbegriff sehen wir uns im {ibernéchsten Abschnitt an. Dement-
sprechend stellen wir den Beweis von Bemerkung zuriick.

3.5. Direkte Summen.

Es seien &, T und U drei Vektorraume iiber einem Korper K.

Wir haben schon Summen & + € von Vektorrdumen betrachtet (siehe Seite [25).
Den wichtigen Spezialfall, dass GNT = {0} gilt, wollen wir uns noch etwas genauer
ansehen:

Definition 3.5.1.

Sind & und ¥ Unterrdume von ¥ mit 6 +T =Y und SNT = {0},
dann heilt & + % direkte Summe (von & und ¥) und wird als & & T
notiert. Zu vorgegebenem G heifit jedes solche T ein Komplement von
G in V.

Bemerkung 3.5.2.

Es seien & und T Unterrdume von *B. Dann gilt B = G & T genau
dann, wenn jeder Vektor v € U sich eindeutig in der Form v =s+t
mit s € & und t € T schreiben ldfst.

Beweis: Ausgehend von U = &G&T ist nur die Eindeutigkeit zu zeigen:
Hat man sy +1t; = so 4ty fiir s, € G und ¢, € T, dann gilt s; — s9 =
to —t; € 6NT = {0}, also s; = so und t; =ty .

In der anderen Richtung ist nur SN% = {0} zu zeigen: Fir v € 6NT
gelten

50=_0+0 und 0:\1)/—1—(:/@),
€6 €% €6 ex
also v = 0. 0J

Bemerkung 3.5.3.
Es seien S und T Unterraume des endlich-dimensionalen Vektorraums
0. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) P=6a%
b)) U=6+%F wund dimY = dimS +dimT
c) 6NET ={0} und dimY = dim S + dim T

6Natiirlich war das nicht dumm! Das haben wir aus didaktischen Griinden
gemacht.
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Beweis:
a) = b): Nach Dimensionsformel (3.3.9))
b) = ¢): Die Dimensionsformel liefert dim(6&GN%T) = 0, also GNT = {0}.

¢) = a): dim(6+%) 529 dim & +dim ¥ = dim*Y, also Y =6+ %

(nach Folgerung |3.3.7) . O

Spéter betrachten wir auch direkte Summen aus mehr als zwei Unterrdumen, was
aber keine zusétzliche Schwierigkeit nach sich zieht.

3.6. Gruppen.

Der Begriff der ,,Gruppe® ist von fundamentaler Bedeutung in der gesamten Mathe-
matik — und nicht nur dort. Wir sind in Bemerkung auf eine erste wichtige
Gruppe gestoflen, die nicht kommutativ ist. Deshalb miissen wir uns mit allgemei-
nen Gruppen kurz beschéaftigen.

Definition 3.6.1 (Gruppe).

Eine Gruppe ist ein Paarﬂ (8, v), bestehend aus einer nicht-leeren
Menge & und einer Abbildung (Verkniipfung)

v: B Xx®B — (5]
W W

(a,b) +—— a-b=:ab
derart, dass die folgenden Gesetze gelten:

(Gl) Va,b,ce® (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c=:abc

, Assoziativitdt“
(G2) JeeBVYaeBe-a=a ,neutrales Element*
(G3) Vae®dreGx-a =c¢ ,Inverses Element zu a*

st aus dem Zusammenhang heraus klar, welche Verkniipfung v gemeint ist,
dann sprechen wir auch oft (unprézise) von der Gruppe ®.

(G4) Gilt zusdtzlich a-b="b-a fir alle a,b € G, so heifit die Gruppe
kommutativ oder abelsch.

Die Eigenschaft (G2) bedeutet: Es exisitiert (mindestens) ein ,, Links-
einselement“ e. Die Eigenschaft (G3) besagt: Zu e existiert fiir jedes
a € B (mindestens) ein , Linksinverses®.

Bemerkung 3.6.2.

FEs sei (B, -) eine Gruppe mit einem Linkseinselement e . Dann gelten:
(1) ca =cb = a=0b (Linke Kiirzungsregel)
(2) ac=bc = a=1b> (Rechte Kirzungsregel)
(3) Fiir alle a € & ist ae = a.

(4) Es gibt in & genau ein (Links-) Finselement.
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(5) Fir a € & und x € & mit xa = e gilt auch ax =e.

(6) Fir alle a € & ist das (Links-) Inverse eindeutig bestimmt. Wir
notieren es mit a .

(7)Va,be® JyecGay=bA J2€6 2a =b
(8) (aV) " =a, (ab)! =bla? (...)

Mit dem Zeichen - notieren wir die eindeutige Existenz.
a~! lesen wir wieder oft als ,,a hoch minus 1%

(3) besagt: FEin Linkseinselement ist auch Rechtseinselement.
(5) besagt: Ein Linksinverses zu a ist auch Rechtsinverses.

Nach (3) und (4) kénnen wir von dem Einselement (oder neutralem Element) spre-
chen. Nach (5) und (6) kénnen wir entsprechend von dem Inversen (zu einem a € ®)
sprechen.

Die Beweise sind — bei fehlender Kommutativitdt — meist aufwendiger als im
kommutativen Fall. Sie erfordern jedenfalls deutlich mehr Sorgfalt:

Beweise:
(1): Es existiert ein y € & mit yc = e:

a=ea= (yc)a =y(ca) =y(cb) = (yc)b =eb ="
(3): Zu a € G existiert ein x € & mit za = e:

z(ae) = (za)e = ee = e = za; nach (1) also ae = a.
(4):  Falls f € & mit fa:afﬁralleaEGS:f(?)fe:e.
(5): z(ax) = (ra)r =ex ==z 5 xe, nach (1) also ax = e
(2): Es existiert ein y € & mit cy = e ((5) beachten):

a=ae=alcy) = (ac)y = (be)y = blcy) =be = b
5 (cy) = (ac)y = (be)y = b(cy) 5

(6): Falls a € & und z1,25 € & mit x1a = e = x9a:
Nach (2): 21 = 25
(7): Eindeutigkeit: nach (1) beziehungsweise (2)
Existenz: y := a~'b,z := ba™!
8): ala=e=a' (a 17! nach (1) also: a = (a~ )
(b~ta™') (ab) = (_1a)b:b_eb:bb
Nach (6) folgt: b~'a™! = (ab)™! O

Definition 3.6.3.
Ist (&,v) eine Gruppe mit Einselement e, dann bezeichnen wir — bei
multiplikativer Schreibweise der Verkniipfung — :

a’:=ea' :=a,a"" :=a"a und " = ((a)" = ()" (neN)
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Definition 3.6.4 (Untergruppe).

Es sei & eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge i von & heifit genau
dann Untergruppe von &, wenn 4 mit der eingeschrankten Verkniipfung
eine Gruppe ist.

Bemerkung 3.6.5.
FEine nicht-leere Teilmenge U einer Gruppe & ist genau dann Unter-
gruppe, wenn gilt:

Va,beyl abled

Beweis:

Ist & Untergruppe, dann gilt notwendigerweise die untere Aussage.
Ausgehend von der unteren Beziehung hat man mit einem a € Al
e =aa"' € Y, dann fiir ein b € Y auch b~! = eb™! € YU und somit
ab=a(b~)"" € Y. Die Nicht-Existenz-Eigenschaft (G1) gilt trivialer-
weise in U, da sie ja in ganz & gilt. O
Beispiele

(B1) {1,i,—1, —i} bilden eine Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe C\ {0} der komplexen Zahlen.

(B2) Die geraden Zahlen bilden eine additive Untergruppe der ganzen
Zahlen Z. 4q

Wir tragen den noch ausstehenden (einfachen) Beweis der Bemerkung
3.4.20| nach: (GL(0), o) ist eine Gruppe.

Beweis: Dass die Hintereinanderausfiihrung o von Abbildungen asso-
ziativ ist, wissen wir ganz allgemein. Dass f o g fir f,g € GL(D)

wieder zu GL(*U) gehort, liefert Bemerkung [3.4.14. Das Einselement
ist hier natiirlich idy. Nach Bemerkung [3.4.13 gilt f~! € GL(D) fiir

jedes f € GL(). O

In diesem Abschnitt kénnte noch sehr viel iiber Gruppen ergéanzt werden. Ich stelle
einige Uberlegungen zuriick, bis wir sie dann spéter benétigen.

3.7. Die allgemeine lineare Gruppe. Es seien n € N und K ein
Korper.

In (B2) aus Abschnitt 3.4 hatten wir u. a. gesehen, dass jedes A € K"™*"
eine Abbildung f4 € L(K" K™) induziert. Wir zeigen die ,Umkeh-

rung’ dazu:

Bemerkung 3.7.1.
Zu jedem f € LK™, K™) existiert eindeutig ein A € K™ mit

f=1ra.
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Beweis: Ist f = fa, so wissen wir schon, dass f(e;),..., f(e,) gerade
die Spalten von A sind. Es existiert also hdchstens ein solches A. Bil-
det man andererseits eine Matrix mit den Spalten f(e;),..., f(e,) (in
dieser Reihenfolge!), dann hat man offenbar ein solches A. O

Bemerkung 3.7.2.

Fir ein A € K" sind aquivalent:
a) ABe K™ BA =1
b

)

) fa ist surjektiv.
c) fa ist injektiv.
d) fa ist bijektiv.

)

¢) 3 BEK™ BA=1= AB

Beweis:
a) =>b): idgr = f1 = fa = fpo fa: Somit ist fp surjektiv.
Die Aquivalenz von b), ¢) und d) ist aus Ubungsaufgabe 6.3.a bekannt.

Das hatte ich doch fast — ganz aus Versehen — hier bewiesen. ©)

d) = €): Zu der Umkehrabbildung (f4)~' existiert ein B € K™*"
mit (fA)_l = fg. fap = faofp = idgn liefert AB =1. Aus fpa =
feo fa = idgn folgt BA = 1. Findeutigkeit: Aus BA = 1 = AC
folgt B=C ;denn B = Bl = B(AC) = (BA)C = 1C = C.

e) = a): trivial O
Definition 3.7.3.

Erfillt eine Matrix A € K™ eine — und damit alle — Bedingungen
aus Bemerkung|3.7.2, dann nennen wir A invertierbar, umkehrbar oder
requldr. Das dazu eindeutig existierende B € K"*" mit

AB =1 = BA

zu A heifit inverse Matriz (zu A). Wir notieren diese inverse Matrix

als AL
Definition 3.7.4.
GL(n,K) := {A € K™ | A invertierbar}
Bemerkung 3.7.5.
Mit der Matrixmultiplikation - gilt:
(GL(n,K), ) ist eine Gruppe.

Sie heifit wieder ,general linear group® beziehungsweise , Allgemeine
lineare Gruppe*“.
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Beweis: Die Zurtickfithrung auf Bemerkung [3.4.20) via
GL(n,K) 2 A+ f4 € GL(K")

ist leicht moglich. Doch die Dinge sieht man hier auch ,direkt‘ ganz ein-
fach: Die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation haben wir schon vor
Urzeiten (vgl. Lemma [1.3.5)) gezeigt. Die Matrix 1 gehort zu GL(n, K)
und ist Einselement. Zu A € GL(n,K) existiert — nach Definition von
GL(n,K) — A~! und gehort selbst zu GL(n,K). Zu A, B € GL(n,K)
gehort auch AB zu GL(n,K); denn B~'A™! ist offenbar die inverse
Matrix zu AB. O

Transponierte Matrix

Fiir manche Uberlegungen ist noch die transponierte Matrix A? zu

einer gegebenen Matrix A von Interesse: Es seien wieder K ein Korper

und — mit n,m € N — A eine (m x n)-Matrix mit Elementen aus K,

also A € K"™*™,

Die fir A = (a")1<y<m durch AT := (b)) 120<n mit b} 1= aly definier-
1<v<n 1<pu<m

te Matrix heifit transponierte Matriz (zu A). Ausfiihrlicher® :

1,2 m 1 1 1
a; ajy ... aj a; as ... a,
. ay a3 ... ay a? a3 ... a?
A = | . ) : aus A = )
1 2 m m m m
a, a. ... an al* aj an
cKnxm cKmxn

Man findet auch die Notierungsweisen A® und auch ‘A.

Aus den Spalten von A werden — bei gleicher Reihenfolge — die Zeilen
von AT, und aus den Zeilen von A werden die Spalten von A”. Insbe-
sondere wird aus einem Zeilenvektor ein Spaltenvektor und umgekehrt.

Beispielchen
2 7
(B1) A = 234 liefert AT = [3 0
70 1 41

(B2) Zu z = (1 9 4 3) gehort der Spaltenvektor z7 =

W k= O

<

Bemerkung 3.7.6. Fir k€ N,A,B € K™" C € K"* und o € K:

f) A€ GL(n,K) = AT € GL(n,K) A (A7) = (47)"
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Beweis:
a): oy = o, (...)
b), c), e): v

d):Fir k =1,...;k und p=1,...,m ist >._,ac’ das Element
in der p-ten Zeile und s-ten Spalte von AC' gerade das Element
in der k-ten Zeile und u-ten Spalte von (AC)T. Dies ist offenbar
gerade das entsprechende Element von CT AT,

FrATA =1, = 1,=17 = (AL AT = AT (AT 0

4. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Beide Begriffe kamen schon vielfach und ausgiebig vor. In diesem Abschnitt sol-
len nun noch wesentliche Ergénzungen zu den bisherigen Uberlegungen betrachtet
werden.

Es seien 4,0 und 20 drei Vektorraume iiber einem Korper K.

Wir erinnern nur noch einmal an die zentrale Definition einer linearen

Abbildung:

Eine Abbildung f: 4 — U heilt genau dann linecar — genauer
auch K-/linear — oder Homomorphismus wenn

fla+0b) = f(a) + f(b) fir alle a,b € & (additiv) und
f(Aa) = Af(a) fir alle a € I X € K (homogen) gelten.

Uns sind zwar schon sehr viele Beispiele vertraut. Doch konnen zwei weitere sicher
nicht schaden:

Beispiele

(B1) Essei 20 = UdY. Definiere py: 0 — 20, die Projektion auf 4,
wie folgt: Zu w € 20 gibt es genau ein u € 4 und genau ein v € U
mit w = u + v. Setze py(w) := u. py ist eine lineare Abbildung.

(B2) C°([0,1)) 3 f — / f(2)dz € R ist linear.
0

4.1. Erzeugung linearer Abbildungen.
Eine lineare Abbildung ist durch ihre Werte auf einer Basis schon festgelegt:
Satz 4.1.1.
Es seien I eine beliebige Menge (,Indexmenge‘ ), (u;)ic; eine Basis
von Y und v; € W fir i € I beliebig vorgegeben. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung

f: U4—0
mit f(u;) = v; fir allei € 1. Fir dieses f gilt:

a) fU) = ({viliel})
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b) f ist genau dann injektiv, wenn (v; | i € I') linear unabhdngig ist.
c) [ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (v; |i € I) eine Basis
18t1.

Bewets:
Ein beliebiger Vektor u € 4 148t sich mit einer endlichen Teilmenge .J
von I und geeigneten \' € K ,eindeutig’ darstellen in der Form
u = Z N, .
ieJ
Falls f linear ist mit f(u;) = v;, muB
flu) = Z)\Zvi
ieJ
gelten. Es kann also hochstens ein solches f geben. Zum Nachweis der
Existenz ist somit aber auch das Vorgehen klar. Die erhaltene Bezie-
hung ziehen wir zur Definition heran:
f(w) = N
ieJ
Dadurch ist f wohldefiniert, da (u;);c; eine Basis ist. Die so definierte
Abbildung f ist linear: (E konnen wir fiir den Nachweis der Linearitét
von a = Y ,c;a'u; und b = 3, f'u; (beide Vektoren mit denselben
Basisvektoren darstellen) und A € K ausgehen:

fha+b)=f ()\ S atu + Y ﬁu) = f <Z (Ao’ + ) u>

i€J ieJ ieJ
=Y ()\o/ +ﬁi> v =AY v+ Y B = Af(a)+ f(b).
i€J i€J i€J
a): v
b): Die lineare Unabhéngigkeit von (v; |i € I), wenn f injektiv ist,
liefert die Bemerkung . In der anderen Richtung miissen wir nach

Bemerkung|3.4.10| zeigen, dass der Kern von f nur aus der Null besteht:
Ist f(u) =0 fir ein u € 4, dann gilt mit einer Darstellung fiir u wie

oben .
0 = flu) = > Nv;.
ieJ
Damit gilt A\; =0 fir i € J, also u = 0.
c): folgt unmittelbar aus a) und b). O

Folgerung 4.1.2.

Es seien (u;)icr eine linear unabhdingige Familie in 34 und v; € U fir
1 € I beliebig. Dann gibt es eine lineare Abbildung f: 4 — B mit
fu;) =wv; fiir allei € 1.

Beweis:
Erganze (u;);e; zu einer Basis von i, wéhle die jrestlichen‘ v;’s beliebig
und wende den Satz 4.1.1 an. O
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4.2. Dimensionsformel fiir Homomorphismen.

Satz 4.2.1 (Dimensionsformel fiir Homomorphismen).

Es seien f: U — U eine lineare Abbildung und dimil = n € Nj.
Dann gilt:

dim(ker f) 4+ dim(im f) = dim U

Wir bezeichnen die Dimension des Kernes von f auch als 1. Defekt,
also

defy [ := dim(ker f).
Dieser Defekt mifit, wieviel an Dimension unter der Abbildung f ver-
lorengeht’.

Beweis:
E U # {0}, also n € N. Es seien r := dim(ker f) und B =
(ug,...,u,), falls r € N, beziehungsweise B = (), falls r = 0, eine

Basis von ker f. B kann nach dem Basisergidnzungssatz (vgl. (¢) aus
Satz[3.2.7) durch R = (41, ...,u,) — bezichungsweise R = 0, falls
r = n— zu einer Basis von il ergénzt werden. Nach a) aus Satz
wird das Bild von f von

f(ul):07”'7f(ur):va(urJrl)a"'?f(un)

erzeugt. Wir zeigen, dass die Vektoren f(u,41), ..., f(u,) linear unab-
héngig sind, also eine Basis von im f bilden: Aus >>)_ ., A f(u,) = 0

fiir A € K folgt f (30,4 \u,) = 0, also X0, \u,, € ker f, folg-
lich \™*! = ... =\ = 0. Somit gilt

dim (ker f) +dim (im f) =7+ (n —7) = n = dim 4l O
Wir bezeichnen noch die Dimension des Bildraumes einer linearen Ab-
bildung f: {4 — ¥ als Rang und notieren

rangf := dim (im f) .

Trivialerweise gilt rang f < dim 4; denn nach gibt es in f(U) =
im f hochstens so viele linear unabhéangige Vektoren wie in 4 . Hier

— und an vielen anderen Stellen — ist natiirlich co < oo und z < 0o
fir alle z € R zu lesen.

Fir ein A € K™*" definieren wir damit den Rang tiber
rang A := rang fu.
Das ist gerade die Dimension des Spaltenraums von A; denn

] = u — goeey n - A P 7An
im fa = fa(8h) ) (faler), .., falen)) = (A )
Wir werden noch zeigen (siehe Satz 5.2.9), dass rang f auch die Di-

mension des Zeilenraums ist.
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Hier notieren wir noch ein einfaches Kriterium fir die Losbarkeit eines
linearen Gleichungssystems, das wir wieder kurz als Matrixgleichung
schreiben:

Bemerkung 4.2.2.
Zu b e K™ betrachten wir die erweiterte Matrix

(Ab) == (Aq,..., An, D).
Es existiert genau dann ein x € K* mit Az = b, wenn gilt:
rang A = rang(A4,b)

Die Matrix (A, b) entsteht also aus A, indem die rechte Seite b als (n+1)-te Spalte
an A noch angehédngt wird. Das Gleichungssystems Az = b ist also genau dann
losbar, wenn A und die erweiterte Matrix (A,b) den gleichen Rang haben.

Beweis: b€ im fy = (Ay,..., Ay) < (Aq,..., A, b) = (Aq, ..., An)
<= rang(A,b) = rang A O

Aus der obigen Dimensionsformel liest man nun leicht ab, was wir zum
Teil schon nach Ubungsaufgabe 6.3.a wissen:

Bemerkung 4.2.3.
Es seien Y ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und f: 4 — U
eine lineare Abbildung. Dann gelten:

a) [ ist genau dann injektiv, wenn rang f = dim il gilt.
b) f ist genau dann surjektiv, wenn rang f = dimQ gilt.
¢) Falls dim = dimY (€ Ny) gilt, hat man:
f Monomorphismus <= f Epimorphismus <= [ Isomorphismus

Beweis:
a): f injektiv " ker f = {0} <= def; =0 rang f = dim U
b): Ist f surjektiv, dann gilt rang f = dim(im f) = dim V.

Hat man Ny 3 rang f = dim(im f) = dimY, so gilt nach
Bemerkung im f =0, also f surjektiv.
c¢): nach a) und b) gilt in diesem Fall: f injektiv <= f surjektiv. O

Die Dimensionsformel fiir Homomorphismen bleibt auch fir beliebige

Vektorraume i richtig, wie man durch leichte Modifikation des gege-

benen Beweises sieht. Hingegen ist in der Bemerkung die Voraus-

setzung, dass U endlich-dimensional ist, wesentlich:

Beispiele

(B1) 4 =0 :=RY; f:U> (a1,as,0a3,...) — (0,a1,as,as,...) €V
f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

rang f = oo = dim i
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(B2) 4 =0 :=RY; f:U> (a1,as,0as,...) — (az,as,a4,...) €V

f ist surjektiv, aber nicht injektiv.

rang [ = oo = dim*Y, def; f =1 <
4.3. Darstellende Matrix einer linearen Abbildung.
Mit n,m,r € N seien nun A = (uy,...,u,) eine Basis von U, B =
(v1,...,vy,) eine Basis von ¥ und C = (wy, ..., w,) eine Basis von 20,

also alle drei Raume insbesondere endlich-dimensional.

Wir bendtigen im Folgenden oft die Koordinatenabbildungen geméafl

Lemma 3.4.11} z. B. :
Al
D oK' | +—>Z)\”u1,€£l

)\n v=1

Hier haben wir, was wir ja kiinftig machen wollten, die Elemente von K™ als Spal-
tenvektoren geschrieben.

Wir bezeichnen noch fir ein v € 4 den Koordinatenvektor von u
beziiglich A mit 4[u], also

Alu] = (207 (u).

Satz 4.3.1.

Zu jeder linearen Abbildung f: 4 — U existiert genau eine (m X n)-
Matrix

A = ME(f) = (a)12pen

1<v<n

mit
m

fluw) = > alv, firalev=1,...,n.
pn=1
Dabei gilt:
Pgofa = fody

Der v-te Spaltenvektor A, der darstellenden Matrizv A = ME(f) ist
gerade der Koordinatenvektor von f(u,) beziglich B (v = 1,...,n),
also

ME(f) e, = s[f(w)].

In der Literatur ist die Bezeichnungsweise, welche Basis unten oder oben notiert
wird, uneinheitlich . ..

Die Beziehung ®zo fy = f o &4 kann man in einem Diagramm ver-
deutlichen. Solche Diagramme kénnen gelegentlich helfen, komplizierte
Sachverhalte recht tibersichtlich darzustellen:
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U Py

Kr — K™

fa

Wir schreiben auch

U P4
J " J

K=K

um die Kommutativitat anzudeuten. Ein Diagramm aus ,Radumen‘ und
,Pfeilen‘, die Abbildungen zwischen diesen Rd&umen entsprechen, heifit
kommutativ, wenn folgendes gilt: Starte in einem Raum und folge den
Pfeilen (,Wege‘ mit gleichem Start und Ziel). Dann ist das Ergebnis in
einem anderen Raum unabhéngig von der speziellen Wahl der Pfeile,
hier also $go fq4 = fody .

Dabei verwenden wir gelegentlich die Pfeile ———— fiir eine injektive,

—— fiir eine surjektive Abbildung und <= fiir eine bijektive
Abbildung. ~ an einem Pfeil soll andeuten, dass es sich um einen
Isomorphismus handelt.

Beweis:
Die eindeutig Existenz der Matrix M&(f) ist klar.
Fiir den Nachweis der letzten Beziehung geniigt es, die Ubereinstim-

mung der beiden Abbildungen auf den Basisvektoren eq,...,e, € K"
zu zeigen: Fir v =1,..., hat man:
al .
(P50 fa)(e) = Ps(faler)) = Ps Ay = O | 1 | = D djv,
ay’ p=l
v m
(fo®a)e) = f(Pale) = flu) = ) _abu, 0
pn=1

Aus der Beziehung ®po f4 = fod, aus Satz (mit A = M5E(f))
liest man noch ab:

Folgerung 4.3.2.
Fir v € Y und f € L(U,D) gilt:

slf(w)] = ME(f)alu]

Beweis: Mit A := 4[u] = (P4)"" (u) liefert
Dp(AN) = (Pgofa)(A) = (FoPa)(N) = f(u)
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die Beziehung
ME(F) alu] = AN = 5[f(u)]. O

Die Koordinaten von f(u) — fiir eine lineare Abbildung f € L(4, 0)
und u € 4 — beziiglich der Basis B erhalt man also durch Multiplika-

tion des Koordinatenvektors von u (beztiglich der Basis A) von links
mit der zu f gehorenden Matrix ME(f).

Ist speziell 4 =0 und A = B, dann notieren wir auch
Ma(f)
statt MA(f).
Bemerkung 4.3.3.
Zu jedem M € K™ ™ exstiert genau ein f € L(U,B) mit
M = M)
Die Abbildung
LU,B) > fr— ME(f) e K™
ist also bijektiv.

Beweis: Zu M = (%)1<#<m betrachten wir w, = Z Yo, fir v =
1<v<n
1,...,n. Nach Satz[4.1.1]existiert genau ein f € E(L( %) mit f(u,) =
w, = 3 v v,. Das aber bedeutet gerade M%5(f) = M. O
pn=1

Bemerkung 4.3.4.
Fir f,g € L(U,D) und X € K gilt:
MGS +9) = AMA(f) + M(g)
Die Abbildung
LU, D) > fr— ME(f) e Kmxm
ist also ein Isomorphismus.

Beweis: Mit M5(f) = (a*) und M¥%(g) = (b*) hat man

:Za’jvu und  g(u,) Zb"vu firallev =1,...,n,
pn=1

also
A f+9)(u) = A f(u,)+g(w,) = A Z a“v,ﬂ—z Viv, = Z Aab+b) v,
pn=1
Somit gilt
MENSF+9) = (Nal+ b)) = X(ah) + (b)) = AME(S) + ME(9)

O
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Wir wissen somit insbesondere, dass die Abbildung
ME: LU, D) > f— ME(f) e K™

ein Isomorphismus ist. Daraus liest man unmittelbar die folgende Aus-
sage ab, die wir aber doch noch einmal ,direkt‘ beweisen.

Bemerkung 4.3.5.

dim £(U, V) = dim Y - dim Y

Beweis: Es existieren (nach Satz 4.1.1|) eindeutig f* € £(U,T) mit

v 1=V
Hig) = 0w
futw) {0, sonst
fir s,y =1,...,n und p=1,...,m. Dann ist

(fflv=1,....nu=1,...,m)
eine Basis von L£(,%20) (und damit ist die Behauptung gegeben):
Erzeugendensystem: Fir h € L(U,°0) und i = 1, ..., n existiert ein-
deutig o} € K mit h(u;) = Y], af'v, . Die Abbildung

n

g = > alfl € LIUD)

v=1p=1
erfiillt

glu) = 323" af fi(u) = f}lam — h(w):

v=1p=1

also g = h nach Satz 4.1.1,
Lineare Unabhdngigkeit: Fur g € K mit 27, >, B fl/ = 0 hat
man speziell:

0 - (z 5 fﬁ) (w) = 350 8 f(ws) = 3 B,
v=1p=1 v=1p=1 pu=1
folglich: g =0 (...). 0

Bemerkung 4.3.6.
Fir fe L(M4,0) und h € L(B,20) gilt:
MG(ho f) = Mi(h) MA(f)
Die Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildung entspricht also gera-

de der Multiplikation der zugehorigen Matrizen.

Es pafit also wieder einmal alles zusammen. ®
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Beweis:
Die Basis C hat die Lange 1.
Mit A = Mﬁ(f) == (Gﬁ)lgugm und B = M%(h) = (bﬁ) 1<o<r gllt
1<v<n 1<p<m
flu,) = Za’jvu und  h(v,) = Zbﬁwg
pn=1 o=1

und folglich

m

(ho Pm) = h(Fw) = 5 ath(v)
= % aly Zr: bﬁwg = er (% bﬁaﬁ) Wy .
p,:l g:l g:l #:1

In der letzten Klammer stehen aber gerade die Elemente von BA. [J

4.4. Dualraum.

Wir sehen uns — aus Zeitgrinden nur ganz kurz — den Begriff des Dualraums an,
wir machen dabei insbesondere keine Dualitédtstheorie.

Es seien K ein Korper, U ein K-Vektorraum und n € N.

Definition 4.4.1.

Abbildungen f € L£(%0,K) heiflen (lineare) Funktionale oder Linearfor-
men auf U. Wir schreiben

T = L(T,K).
0" heiit der zu U duale Raum oder Dualraum von 8.
Hierbei wird natiirlich K als (ein-dimensionaler) Vektorraum tiber sich selbst be-

trachtet.

Bemerkung 4.4.2.
Ist B endlich-dimensional, dann gilt — nach Bemerkung|4.53.5 —

dim*Y = dim*Y*.
Die beiden Rdume sind somit isomorph.
Ist (vq,...,v,) eine Basis von B, dann ist — nach dem Beweis der

Bemerkung [4.3.5 — durch
vy(v,) =08 (v,p=1,...,n)

eine Basis (v3,...,v) von B*, die duale Basis zu (vy, ..., v,), gegeben.
Beispiele
(B1) Die Projektion auf die v-te Komponente pr,,: K™ — K
W W
($1, , xn)T —s Y

fir v e {1,...,n}.
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(B2) Grenzwertbildungen

(B3) Auswertungsabbildungen, z.B. ¢: C°[0,1] — R durch
d(f) := f(0), das DIRAC-Funktional

(B4) C°[0,1] 3 f — Oflf(x) dz p

Da man jeden Vektor v € U\ {0} zu einer Basis ergénzen kann, folgt:

Folgerung 4.4.3.
Zu jedem Vektor v € B\ {0} ezistiert ein f € B* mit f(v) =1.

4.5. Basiswechsel.

Zu einer linearen Abbildung f: $f — U und (endlichen geordneten)
Basen A von Y und B von U hatten wir in Satz [4.3.1] die darstellende
Matrix

ME(F)
erklart. Hat man weitere (endliche geordnete) Basen A" = (u}, ..., u))
von Y und B = (v],...,v),) von U, dann stellt sich naturgemaf die

Frage nach dem Zusammenhang zwischen M5 (f) und M5, (f).
Hierzu betrachten wir zunéchst die Transformationsabbildung
(4.1) T = (da) oy K — K.

Einem Vektor A € K wird durch 74" also 4[®4()\)] zugeordnet.

A
TA

K" K"

o\ M Jou

b1

Man hat offenbar:
Bemerkung 4.5.1.

I,
Speziell fir U =T (also n =m) und f = idy liefert die Matrix

A= ML)
die Beschreibung der Basisvektoren u, durch die Basis A’ = (u},...,u},):

w, =Yy aiu, (v=1,...,n)
pn=1
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CDA/OfA:iduO(I)A:(I)A
zeigt:
(42)  fa= (Pa) ody =TF fir A= M4 (idy)

Einem A = (A',...,\") € K" wird also zunéachst >_I'_; A\¥ u,, und dann
(BY..., 0" € K" mit ¥0_ N u, = Y0, Y., zugeordnet.

Man sollte sich dabei merken:

Die Koordinaten transformieren sich gerade invers zu den Basen!
Damit wird die Eingangsfrage beantwortet durch:
Satz 4.5.2.

Fir f € L(4,0) und endliche geordnete Basen A, A" von i und B, B’
von U gilt:

ME(f) = TE ME(F) (T4)

Hier haben wir die Matrix A und dadurch gegebene lineare Abbildung f4 in der
Notierung nicht mehr unterschieden

Mit A = ME(f), A" :== ME,(f),S = TE,T := T4 lautet dieses
Beziehung:

A= SAT!

Beweis: Uber
J = idgof oidy
folgt mit Bemerkung und der Beziehung [4.2;

ME(f) = ME (idy) ME(f) M (idy)
— TBIMﬁU)Tf’

= T M5(f) (12)

-1

Mit dem Diagramm von Seite 50, erhalten wir hier:
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Auch hieraus liest man den Beweis unmittelbar ab.

Wir sehen uns ein kleines iiberschaubares Beispiel an:

Mit o} = (i’) und af = @) seien

A = (e1,e5) und A := (df,d)).

Fiir (5) € R? gilt offenbar [(;)] = (a:) Koordinaten beziiglich
A

Y
A’ sind zum Beispiel:

0= 6 G166 6),
A = () l0)] = (35) L JG)] =

A

Die ersten drei Gleichungen sind ohne Rechnung zu sehen. Die vier-
te Gleichung folgt aus der fiinften. Die fiinfte und sechste Gleichung

berechnen wir wie folgt:

af =3e1+ 1ley ergibt T4 = (? ;) und folglich

ay=1le; +2ey

A (e 1201
Ta (TA’> 5(—1 3)‘

Damit erhalt man:

A0 (33 0) - (5):
A6 =)0 - ()
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Auch eine beispielhafte Probe kann dem Verstédndnis nicht schaden:
—2/5 0
Q“’(G/é) = —2/5a}+6/5a, = <2> 4

Im Spezialfall eines Endomorphismus ergibt sich:

Bemerkung 4.5.3.
Fir f e L(4,4) und Basen A, A" von 4 gilt:

Mu(f) = T4 Ma(f) (T2)™

Mit A := Mu(f), A == My(f) und T := T4 lautet dieses Bezie-
hung:

A= TAT

Die beiden Transformationsweisen werden uns — bei Klassen von Ma-
trizen — zu den Begriffen dquivalent und dhnlich und damit zu Nor-
malformenproblemen fithren.

4.6. Quotientenraum.

Neben den bisher schon behandelten Konstruktionsprinzipien von Vektorraumen
— Unterrdume, direkte Summen, Vektorrdume von Abbildungen — ist die Bildung
von Quotientenrdumen durch Bildung von Aquivalenzklassen eine weitere wichtige
Konstruktionsmethode. Hierbei wird alles — im Sinne des eingenommenen Stand-
punktes — Unwesentliche an den untersuchten Objekten abgestreift. Ein erstes
Beispiel dazu lernt man schon in der Schule bei der Bruchrechnung kennen. In Bei-
Spiel.c) hatten wir mit der Einfithrung von Z, diese Dinge gestreift. Auch in
der Analysis-Vorlesung haben Sie — bei der Einfithrung der reellen Zahlen iiber die
Vervollstindigung der rationalen Zahlen mittels Aquivalenzklassen von CAUCHY-
Folgen rationaler Zahlen — schon ein sehr wichtiges Beispiel kennengelernt.

In diesem Abschnitt seien K ein Korper, 0,20 K-Vektorraume und U
ein Unterraum von ‘8.

Definition 4.6.1.
Fir 2,y €Y v~y rv~gy <= rx—yeci

Wir lesen dies als: x ist ,, dquivalent (beziiglich $)“ zu y.

Bemerkung 4.6.2.

~ st eine Aquivalenzrelation auf G , d. h. fir x,y,z € 0 gelten:

T~ (Reflexivitdt)
T~y = Y~z (Symmetrie)
T~YNy~z= T ~2 (Transitivitit)
Beweis:

a): v —x=0¢€ zeigt x ~ x.
b x~y—=zr—ycll—y—zar=—(r—y)ehiy~zx
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c)x~yANy~nz=—=zcr—yy—zedl=—r—zcll:x~z O

Bemerkung 4.6.3.
Fir a €0 gilt
a+ U :={atu|lued} ={reV|lr~a} = wa)
Wir bezeichnen w(a) als Aquivalenzklasse oder , Nebenklasse® zu a

und jedes z € w(a) als Reprisentanten oder , Vertreter” der Aquiva-
lenzklasse w(a).

Beweis: Fir x €0: z~a<=xrx—aclU<=xrca+ i OJ

Bemerkung 4.6.4.
Fir a,d’ ,b,b € 0 und o € K gelten:
1. w(a) = w(d) <= a~d
2.a~d Nb~b — aa+b~ad +V
3. wa) = w(@) N wb) = wl) = wlaa+b) =w(ad +1)
Beweis:
1. ,=""a=a+0€a+U=w(a)=w(d), also a ~d
Aus Symmetriegriinden geniigt fiir die andere Richtung, die

Inklusion w(a) C w(a’) zu zeigen: x € w(a) bedeutet = ~ a.
Das liefert mit a ~ ¢’ dann = ~ o’ und so = € w(a’).

2.a—d, b=V el = aa+b—(ad+V) =ala—d)+b-V)ecl
3. ist — nach 1. — die gleiche Aussage wie 2. 0

Die spezielle Aquivalenzrelation ~ ist also vertraglich mit den Vektor-
raumoperationen. Wir sprechen in einem solchen Fall von einer , Kon-
gruenzrelation .

Nach &. ist die folgende Festsetzung wohldefiniert:

Definition 4.6.5. Fiir a,b € U und a € K:
A(w(a),w(d)) = w(a) +w(b) := w(a+Db)
o(a,w(a)) = awl(a) = w(aa)
Wir bezeichnen noch

D/ = {w(a) | a € V}

als ,, Quotientenraum* (manche sagen auch , Faktorraum®).

Satz 4.6.6.

a) (B/U, A, o) ist ein K-Vektorraum.
b) w: V> avr— wl(a) € W/ ist ein Epimorphismus.
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¢) dimU + dimB/U = dim 'Y, falls B endlich-dimensional ist.
d) Zu f € L(V,2) ezistiert eindeutig eine lineare Abbildung
f G /ker [ — W
mit f = f ow.
Dieses f ist injektiv.
e) Fir f € L(U,2) ist im f =~ W/ker f .  (Isomorphiesatz)

Zusatz: Teil ¢) gilt auch ohne die Voraussetzung, dass U endlich-dimensional ist.

Ein Diagramm kann wieder den Kern der Aussagen d) und e) verdeut-
lichen:

P4 20

|

U/ ker f = im f

Hierbei bezeichnen w: 8B — Y/kerf, B > v —— v + ker f, die
Projektionsabbildung, i: im f — 20 die Inklusionsabbildung (z — z)
und f: U/ ker f — W die durch [ induzierte Abbildung, definiert
durch f(a+ker f) := f(a). Dieses Diagramm ist kommutativ.

Beweis:

a): Die Vektorraum-FEigenschaften tibertragen sich unmittelbar aus den
entsprechenden Eigenschaften in U, z. B. :

w(a) + (wb) +w(c) = wla) +wlb+c) = wla+ (b+¢))
=w((a+b)+¢c) = wla+bd) +w(c) = (w(a) +wbd))+w(c)
Das Nullelement in (U/4U, A) ist w(0) = 4.
b): w ist linear nach Definition von A und o. Die Surjektivitét ist
trivial.

c¢): Nach Satz gilt dim(kerw) + dim(imw) = dim*Y. Hier hat
man dimimw ) dim (U /4) und kerw Ly

d): Existenz: Wir setzen fur a € U (notwendigerweise)

flw(@) = fla).
Dann haben wir: 1. f ist eine Abbildung:
wla) =wb) = a~b = a-bekef = fla) = f(b).
2~. f ist linear: N
flaw(a) +w(b)) = flw(aa+b) = flaa+b) = af(a)+ f(b) =
af(w(@) + flw(b).
3. f ow = f: Nach Definition von f

4. f ist injektiv: 0 = f(w(a)) = f(a) = a € ker f = a ~ 0,
also w(
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Findeutigkeit: Hat man h: U/ ker f — AW mit how = f, so gilt

fur alle a € U: h(w(a)) = f(a) also h= f.

e): f(U/ker f) = f(V) = im f. Nach d) folgt somit die Behauptung.
O

Fir f € L(U,20) bezeichnen wir noch die Dimension von 20/im f
als 2. Defekt, also

defy [ := dim (20/im f) .

Dieser Defekt mif3t, wieviel an Dimension in 20 von f nicht ,ausgefillt*
wird.

Folgerung 4.6.7.
Falls 20 endlich-dimensional ist, gilt: rang f + defs f = dim 20

Beweis: Satz 4.6.6/c) O
Zusatz: Auch diese Folgerung gilt fiir beliebige 20.
Nach Folgerung und Satz hat man unter der Voraussetzung
dimY = dim2W =: n € N fir f e L(V,2): def; f = defy f
Fir dim0 = dim =: oo ist diese Defektaussage nicht richtig: Wir
wahlen fiir die folgenden Beispiele jeweils 0 := 20 := R:
Beispiele
(B1) f: 90> (a1,as,as,...) — (as,as,...) € W:

def; f=1,defy f =0

(B2) f: 90> (a1,as,as,...) — (a1, as,as,...) € W:
def, f = 0o, defy f = 0

(B3) f: 0> (ay,as,as,...) — (0,a1,a9,...) € W :
defy f =0, defy f = 1

(B4) f: 0 > (a1, a9,as,...) — (0,a1,0,as,...) € W :
def, f =0, defs f = 00 <

Aus rein mathematischen Griinden wiirde man jetzt ein Kapitel tiber Struktur-
theorie linearer Abbildungen anschlieflen. Da dies jedoch oft als ,etwas schwieriger*
angesehen wird, wollen wir uns zunéchst etwas ,erholen‘ und erst etwas spéter —
wenn wir etwas reifer sind — dies angreifen.
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5. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Ist auf einem Vektorraum ein Skalarprodukt gegeben, so besitzt dieser weitaus mehr
Eigenschaften als allgemeine Vektorrdume. Es lassen sich Winkel, speziell Orthogo-
nalitdt, und eine passende Norm definieren. Hat man beziiglich der zugeordneten
Norm Vollstdndigkeit, spricht man von einem HILBERTraum. HILBERTréume spie-
len eine zentrale Rolle in der mathematischen Beschreibung der Quantenmechanik.
Typische Beispiele sind der HILBERTsche Folgenraum und viele Funktionenrdume.
Wenn wir Skalarprodukte verwenden, gehen wir stets davon aus, dass wir R- oder
C-Vektorrdume betrachten.

5.1. Definition und Grundeigenschaften.
Es seien also K € {R,C} und $) ein K-Vektorraum

Definition 5.1.1.

{(, ) Hx$H — K  heiBt genau dann , Semiskalarprodukt auf
W v $H, wenn (ﬁir alle z,y,z € H und a € K)

(z,y) — (2,y)
(-,z) linear (also (ax +y,2) = alz,z) + (y, z))
(@,y) = (y,2) und
(z,x) € [0,00) (positiv semidefinit) gelten. Ein Semiskalarprodukt
{

) heiit genau dann , Skalarprodukt, wenn statt der letzten Eigen-
schaft sogar (z,x (0,00) firxz #0 gllt (positive Definitheit)

) €
Ein Paar (9,( , )), bestehend aus einem K-Vektorraum $) und einem
Skalarprodukt ( , ), sprechen wir auch als Prd-HILBERT-Raum an.

Im Folgenden sei ( , ) ein Semiskalarprodukt auf .

Trivialitat 5.1.2. (z,az +vy) = a(z,z) + (z,9) (...)

Aus der Linearitat beziiglich der ersten Komponente folgt die konju-
gierte Linearitdit beziiglich der zweiten.

FEuklidische Vektorraume

Wir sehen uns kurz — aus didaktischen Grinden — zunéchst den Fall K = R
separat an:

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum mit einem reellen Ska-
larprodukt, wir sprechen dann gelegentlich auch von einem euklidischen
Skalarprodukt. Es sei nun (9, ( , )) ein euklidischer Vektorraum:
Hier hat man (a,b) = (b,a) (Symmetrie) und damit Linearitét beztg-
lich beider Argumente: Bilinearitdt
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Bemerkung 5.1.3.

a) Per Induktion ergibt sich fiir beliebige Linearkombinationen

<z Ny, 3 n”by> =S Nl b
pn=1 v=1

p=1v=1

Somit ist ein Skalarprodukt schon durch seine Werte auf einer Basis
eindeutig bestimmt.

b) Es sei speziell §§ = R™. Fiir Vektoren & = (¢1,...,&")7T und n =
(nt,...,n")T aus R™ definieren wir

n

(&m) =D &,

v=1

Dies ist ein Skalarprodukt auf dem R"™, das Standard-Skalarprodukt.
c¢) Es sei § = R2. Definiere fiir £ = (£1,€2)T und n = (n',n*)?

(& m) =&t + 58+ 580" + 26870,

Dies ist ein weiteres Skalarprodukt auf R?. Es stimmt nicht mit dem
Standard-Skalarprodukt auf R? {iberein.

d) Es sei $ der Vektorraum der auf [a,b] C R stetigen reellwertigen
Funktionen, also ) = OO([a, b]) (Bei solchen Beispielen gelte stets a,b € R
mit a < b). Definiere fir f,g € $

(f,9) = /f(x)g(:z:) dx.

Dies ist ein Skalarprodukt auf §). (Das erledigt Kollege RACKE fiir uns.)

Wiirde man im letzten Beispiel statt C°([a,b]) etwa die Menge der RIEMANN-
integrierbaren Funktionen nehmen, so wére die resultierende Abbildung nur positiv
semidefinit, nicht positiv definit. Da es viele solche — und durchaus wichtige —
Beispiele gibt, ist es sinnvoll, soweit wie mdglich mit Semiskalarprodukten zu ar-
beiten.

Unitare Vektorraume

Ein Vektorraum iiber C mit einem Skalarprodukt heiflt unitarer Vek-
torrauwm. Wir sprechen in diesem Fall gelegentlich auch von einem uni-
taren Skalarprodukt. Wir wiederholen noch einmal die definierenden
Eigenschaften:
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Definition 5.1.4.

(,):HxH — (8 heifit genau dann ,, Semiskalarprodukt® auf
Y

£, wenn (fﬁr alle z,y,2 € H und « € (C)
(z,y) — (z,9)

(-,z) linear (also (ax+y,2) = alx,z) + (y,z))

(x,y) = ({y,z) (hermitesch) und

(x,x) € [0,00) gelten. Ein Semiskalarprodukt ( , ) heifit genau dann
LSkalarprodukt®, wenn statt der letzten Eigenschaft sogar (z,z) €
(0,00) fiir x # 0 gilt.  (positive Definitheit)

Linearitdt im ersten Argument und konjugierte Linearitat im zweiten

Argument (siehe |5.1.2)) bezeichnet man auch als Sesquilinearitdt.

Es gibt auch die umgekehrte Konvention, d.h. man definiert ein unitares Skalar-
produkt so, dass es im zweiten Argument (statt im ersten Argument) linear ist und
dass die iibrigen Eigenschaften unveréndert gelten. Im ersten Argument werden
dann Skalare konjugiert nach auflen gezogen.

Folgende Eigenschaften und Beispiele sind analog zum reellen Fall:
a) Per Induktion folgt wieder fiir beliebige Linearkombinationen
(SN Yt ) = 3 3 X000
p=1 r=1 p=1lv=1

Daher ist auch ein unitiares Skalarprodukt durch seine Werte auf

einer Basis bereits eindeutig bestimmt.

b) Esseien z = (z',...,2")T und y = (¢, ...,9y")" Vektoren in C", so

ist durch n o
(x,y) = Z ¥ yv
v=1

ein unitares Skalarprodukt auf C" definiert.
c) Es sei $ der komplexe Vektorraum der auf [a,b] komplexwertigen
stetigen Funktionen einer reellen Variablen. Dann definiert

(f.9) = [ 10 9@t

ein unitares Skalarprodukt auf .

(Auch das erledigt wieder Kollege RACKE fiir uns.)

Definition 5.1.5.

H 3,y ,orthogonal”: <= xly: <= (z,y) =0,
2]l = (z,2)? (2 €9)

Fiir eine nichtleere Menge I und x; € $ fiir i € I:
(xi); ,orthonormal® (,Orthonormalsystem®, ,ONS*)

. Y .o
c= (w,x5) = 6 (i,j€1)
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Den Begrift ,, Orthonormalbasis“ verwenden wir bewuf3t nicht, da er in algebraisch
orientierten Lehrbiichern (z.B. KowALsky, HOLMANN, FISCHER) meist anders
benutzt wird als in analytisch orientierten Lehrbiichern (z.B. FLORET, RUDIN,
SCHAFER)!

Bemerkung 5.1.6.

Es seien I eine nicht-leere Menge, (x;); ein ONS; y € $; I D J
endlich und o; € K (i € J). Dann gelten:

2 2
= ||yH2 - Z]:|<y7'/pi>|2 + ZJ:‘OCL - <y,[l’fi>

a) Hy — Y oy,
T
b) £.S. (strikt) minimal <— o; = (y,x;) (i € J)

2 2

= Iyl - = |

c) Hy - §<u Ti)T;

2
= |a7;|2
J

) |5

Beweis:
o) =5 b), ), d)
o) 5. = Iyl = Saleiy) - Saly.z) + Slaf < ns O

Nach b) liefert
v = Z<yaxz>xl
7

die beste Approximation in <xl lieJ > zu einem gegebenen y.

Die Faktoren (y, z;) werden oft als FOURIER- Koeffizienten bezeichnet.

Folgerung 5.1.7.
Fiir eine eine nicht-leere Menge I, ein ONS (x;); und y € § hat man:

a) Y Ny, z))* <|lyl* (BESSEL-Ungleichung)
T
b) {i € I:(y,x;) # 0} ist (hochstens) abzihlbar.
Dabei ist Y 7 = sup{Z% 1D J endlich} fir ~; € [0, 00| gesetzt.
T 7

Beweis:

a): Nach Teil ¢) der Bemerkung

b): Nach a) ist fiir jedes n € N ist die Menge {z el:|{y,z)| > %}
endlich. Das impliziert offenbar die Behauptung.
0]
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Bemerkung 5.1.8.

Mit z,y € $ gelten:

a) ‘(m,y}‘ < |lz|| llyll  (ScawAaRrz-Ungleichung)
b) || ||: 5 — [0,00] ist eine Halbnorm.

c) || || ist genau dann eine Norm, wenn ( , ) ein Skalarprodukt ist.
)

d) e +yl? + e = ylI? = 2(l2IP + ly?)
(,,Parallelogrammgleichung*)

In einem Raum mit Semiskalarprodukt betrachten wir — wenn nichts anderes ge-
sagt — ,immer* diese, die zugeordnete, Halbnorm.

,Sicherheitshalber® notieren wir noch die Definition der Begriffe Halb-
norm und Norm:

Definition 5.1.9.

0 := (V,a,s,| ||) .Normierter Vektorraum*® uber K : <=

()0, a, s) Vektorraum iiber K und || || ,,Norm* auf X, d.h.:

(NO) || ||: X 22+ |z| € [0,00) mit

(N1) ||z|| =0 = =0

(N2) o] = laf ]

(N3) |z +yll < =]l + [lyll (fir .y € B und o € K)

Ohne Forderung (N1):

,Halbnorm*, ,Halbnormierter Vektorraum“

Beweis (der Bemerkung|5.1.8):

a): Falls ||z]| = |ly|| = 0: Mit a:= (x,y):
0 < flz—ayl® = [z’ ~a(z,y)—aly, 2)+lally]* = —2/(z,y)[*
Sonst: (E ||lz|| > 0; in Teil a) der Bemerkung betrachten

wir [ :={1}und z; := ﬁx . (Dieser Beweis ist eine Idee raffinierter als

der {ibliche, da wir nur ein Semiskalarprodukt voraussetzen.)

b): |lz|| >0 und |az|| = |a|||z|| fir a« € K: v

N a) 2

lz+yl? = @ty 2+y) < 21+ 20+ yl? < (l=l+]y])
c): v

d): £.S ausrechnen o o o 0

Definition 5.1.10.

Es sei (, ): $ x $ — C ein Skalarprodukt und (as,...,a,) eine Ba-
sis von §). Dann heifit die Matrix C' = ((ay,a,))1<vu<n Matriz des
Skalarproduktes (, ) beztglich der gegebenen Basis.
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Satz 5.1.11.

Die Matriz C' eines unitaren Skalarproduktes ist hermitesch, d. h. es
qilt
cy=dc (..)

Die eines euklidischen Skalarproduktes ist symmetrisch.
Beweis: o oo 0
Beispiele

(B1) Beztiglich der Standardbasis ist die Matrix des Standardskalar-
produktes auf R" gleich 1,, = (6%)1<y,u<n-

(B2) Das durch
(€ m) = &' + 580 + 58 +268%)°
gegebene Skalarprodukt ist beziiglich der Standardbasis des R?

durch die Matrix
1 5
5 26

und beziiglich der Basis aus den Vektoren (1,0)” und (—5,1)T
durch die Matrix 1, dargestellt.

(B3) Es sei $ der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 mit Basis
(1,2, 2% 2*). Dann ist das Skalarprodukt

(p,q) = / p(x)q(x) dx

durch die Matrix

11 1
Ls 5 1
11 1 1
2 3 4 5
11 1 1
3 4 5 6
11 1 1
4 5 6 7
dargestellt.
<
Bemerkung 5.1.12.
Jedes ONS (x;); ist linear unabhdngig.
Beweis: Es seien I D J endlich und «; € K fiir j € J mit
ZOZJ‘ XT; = 0.
jeJ
Fir ¢ € J hat man dann
O = <Z&jl‘j,l’i> = ZO&j <l’j,l’i> = Q.
jeJ jeJ ]
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Bemerkung 5.1.13.
Ist (x;); ein endliches ONS, dann gilt fir y € $ und

0= Yl e,

jed
y—v Lz (i€l

Beweis:
(Y —v,2) = (Y, xi) — Xjesly, v5) (x5, 1) = (y,v) — (y,z) =0 [

5.2. Orthonormalisierung und Orthogonalraum.

Es seien (9,( , )) ein Pra-HILBERT-Raum, n € N und (aq,...,a,) €
H" linear unabhangig.

Satz 5.2.1. (GRAM-SCHMIDT- Verfahren)
FEs existieren eq,...,e, € H mit (e;, ej> = 5Z (...) und

(ay,...,a,) = (e1,...,e,) firalle v=1,...,n.

Beweis: : Da — nach Voraussetzung — (a;) linear unabhéngig

ist, gilt a; # 0 und damit ||a(|| > 0. e; := mal leistet das Ge-
wiinschte.
: Sind eq,...,e, schon mit ... bestimmt, dann betrach-
ten wir
n
e;H—l = Qp+1 — Z<an+la 61/> €y .
v=1

Nach der vorangehenden Bemerkung gilt

enigLe, firalle v=1,...,n.
Ani1 & (Q1,y ... an) o (e1,...,e,) zeigt e #0.
1 /
€nt1l ‘= 775 1 Cnt1 € <617 <oy En, an+1> — <(11, <o Qpy an+1>
len ol (m)
Damit folgt (eq,...,en, eni1) C (a1, ., 00, api1) -
Unt1 € (€1, €n,€041) = (€1,..., €, epp1) zeigt mit der Aussage fiir n:
<a17"';an;a’n+1> C <617"'a6n56n+1>- ]

Es seien M und N Teilmengen von $.

Definition 5.2.2.

M und N heiflen genau dann ,orthogonal”, notiert als M | N | wenn
xly fir alle z € M und y € N gilt. Wir schreiben auch z | N statt
{z}LN fiir ein z € §.
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Bemerkung 5.2.3.

MLIN < NLM < (M)LN <= (M)L(N)

Beweis: o o o 0
Definition 5.2.4.

M+ ={rep |zl M}
heifit ,orthogonales Komplement (von M )

Bemerkung 5.2.5.
M+ st ein Unterraum von $ mit M+ = (M)*+.
Beweis: Liest man unmittelbar aus Bemerkung ab. U

Somit kénnen wir uns auf orthogonale Komplemente von Unterrdumen beschrénken.

Definition 5.2.6.

Ist & Unterraum von $ und = € ), dann heifit ein Vektor u € 4 genau
dann . orthogonale Projektion” von x in U, wenn = —u € U+ gilt.

Bemerkung 5.2.7.

Es gibt hochstens eine orthogonale Projektion von x in L.
Beweis: o o o 0
Satz 5.2.8.

Fiir einen endlich-dimensionalen Unterraum U von $ und x € § gelten:
a) Es existiert eindeutig die orthogonale Projektion von x in L.

b) H = U Ut
o) (4) = u

Man findet fiir diese besondere direkte Summe auch das Zeichen {4 (D,

Beweis: (E U # {0}

a): Zu n = dimil (€ N) existiert — nach Satz und Bemerkung
5.1.12| — eine Basis (ey,...,e,), die orthonormal ist. Dann ist

n

U = Z(x, e,) €y

v=1

nach (5.1.13)), (5.2.3) und (5.2.7) die Projektion von x in 4.
b): Nyt ={0}: v
Zux € $ sei u die orthogonale Projektion von z in 4. Dann ist
r = _u +(z—u)
— —

[SP11 c st
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i i
c): U LUt zeigt: U C (ﬂL) VAR S (ilL) existieren nach b) ein
uw € Y und ein v € YU+ mit x = w+v. Dann hat man = L v und so
v=x—ulwv,alsov=0 und somit r =u € 4. ]

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einem einfachen und durchsichtigen Beweis
der zuriickgestellten Aussage, dass die Dimension des Spaltenraums einer Matrix
gleich der Dimension des Zeilenraums ist. Wir beschrénken uns dabei hier auf den
Fall K € {R,C}, notieren die Dinge jedoch der besseren Ubersichtlichkeit halber
nur fiir K = R. Die erforderlichen kleinen Anderungen fiir K = C wird der Leser
(hoffentlich!) sofort iibersehen.

Zur Erinnerung: Zu n,m € N und A = (a#) € K™*" hatten wir

rang A := rang f4 = dim(A;,..., A,)
mit den Spalten Ai,..., A, definiert. Wir betrachten das homogene
Gleichungssystem
a%xl + -+ a,lla:" = @
(6) : :
arzt + -+ a’z™ = 0

Mit den Zeilen Al,...,A™ sind fir x = (z%,...,2") € K" offenbar
aquivalent:

e x ist Losung von (x)
° i A, =0
v=1

o (A .. A™)

Fir die lineare Abbildung L: K" — K™ hat man
W W

r — f:l v A,
imL = (Ay,...,A,) und ker L = {z € K”Tx ist Losung von (x) }.
Nach Satz gilt
dimker L + dimim L = n.
Nach Teil b) aus Satz weifl man:
dim(A', .. A™) 4 dim(A', ..., A™L =n
Damit haben wir erhalten:
Zeilenrang = dim(A',...  A™) = dim(Ay,..., A,) =: Spaltenrang
Satz 5.2.9.
Fiir jede Matriz ist der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang.
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Winkel in euklidischen Raumen

Es sei nun ($),( , )) ein euklidischer Vektorraum. Fir v,w € $ \ {0}
gilt nach der SCHWARZschen Ungleichung ‘(v, w)‘ < |||l |w]|, also

< o)y
o]l [l
Daher existiert genau ein ¢ € [0, 7] mit
cosp = w,w) :
o] ]l

Diesen Winkel bezeichnen wir mit
£(v,w) (, Winkel zwischen v und w*).
Hierbei ist die Funktion cos z.B. iiber ihre Potenzreihe definiert.

Uber eine Determinantenfunktion kann auf dem R? eine Orientierung festgelegt
werden. Damit kénnen dann auch orientierte Winkel definiert werden. Wir gehen
darauf aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht ein.

5.3. Lineare Abbildungen auf Raumen mit Skalarprodukt.

Es seien K € {R,C} und (%,(, )), (% (,)) Pra-HiLBERT-Riumd|
iber K.

Aus Zeitgriinden und der Ubersichtlichkeit halber setzen wir in diesem Abschnitt
durchweg voraus, dass beide Radume $ und R endlich-dimensional sind.

Definition 5.3.1.

Zu y € § ist die Abbildung y*: $ — K linear, also ein Ele-
w w
ro— (z,y)
ment des Dualraums $*. Wir notieren diese Abbildung auch suggestiv
als ( ,y). Wir betrachten damit die Abbildung;:

b H — H*
) W
y — (L) =y
Bemerkung 5.3.2.
a) ® ist konjugiert linear, d.h. fir alle o, f € K und y, z € $ gilt:
O(ay + fz) = a®(y) + F(2)
b) ® ist bijekiv.
Damit sind $ und $H* im wesentlichen gleich.
Beweis:
0) £5.(x) = (v, ay+B2) = ale,y) + Bla,2) = 1.8.(x)

"Wir unterscheiden also die beiden Skalarprodukte nicht in der Notierung.
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b) Injektivitit: ®(y) = ®(2) zeigt nach a) (y — z) = 0, insbesondere
0=P(y—2)(y—2)=(y—2,y—2),damit y —2 =0, d. h. y = z.
Surjektivitdt: Es sei f € $* und (E f # 0. Dann ist dimim f =1,
also nach Satz dim(ker f) = dim $—1 und so dim((ker f)*) =
nach Satz [5.2.8 Fiir ein festes v € (ker f)* \ {0} und o € K gilt
(v,av) = @|jv]|?, also speziell mit a := f(v)/||v]|* und y := av:
(®(y) (v) = y*(v) = (v,y) = f(v). Dies gilt, da (ker f)* ein-
dimensional ist, auch fiir alle v € (ker f)= und — trivialerweise —

fir v € ker f. Somit ®(y) = f. 0

Betrachtet man fiir n € N im K™ das ,iibliche* Skalarprodukt, dann existiert nach

(5.3.2) zu jedem f € (K™)* eindeutig ein y € K® mit f = ®(y) = ( ,y), also fir
alle z € K"

fl@) = (v,y) =y .
Schreibt man — wie vereinbart — die Vektoren des K™ als Spaltenvektoren, dann

entsprechen also die Elemente aus (K™)* genau den Zeilenvektoren (mit n Kom-
ponenten aus K).

Satz 5.3.3.

Zu einer linearen Abbildung ¢: $ — R existiert eindeutig ¢*: 8 — $
linear mait

(pv,w) = (v, w)
fir alle v € $ und w € K. Mit einer Basis (eq,...,e,) von $), die

orthonormal ist, gilt fir alle w € K:
'w = (w,pe,)e, (%)
v=1
Wir bezeichnen px als Adjungierte zu .

Beweis: Fiir v € $ hat man die Darstellung

n
v = Z(v,ey) e, .
v=1

Ausgehend von (pv, w) = (v, p*w) fir v € H und w € R, folgt
(.90) = Yoo u) = So(vne e ) = (03 lwpee, ).
v=1 v=1 v=1

also die Beziehung (x) und damit die Findeutigkeit. Definiert man an-
dererseits ¢*w durch (x), so ist ¢* linear mit

n n

(pv,w) = Z(v,ey ey, w Z w,pe,) (v, e,) = (v, P w) .

v=1 v=1
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Wir stellen grundlegende Figenschaften dieser neuen Begriffsbildung
zusammen. Dazu seien ¢, ¢ € L($,R),a € K und x € L(R, £) mit
einem weiteren Pra-HILBERT-Raum £ gegeben:

Bemerkung 5.3.4.

(ap+¢)" = ap" + ¢~
(xe) = "X
(idg)" = idg

a)
b)
)
d) Ist ¢ invertierbar, dann auch o* mit (e~ 1)* = (¢*)~ L.
)
)
)
h)

C

e) ¢ = (") = ¢
f kergp = (imp)*t
9) kerg = (m ')t

@ ist genau dann surjektiv, wenn ¢* injektiv ist.

Beweis:

a),b),c),e): o o o

f): Fir w € K: w € kerp* <= ¢p*w =0<= Yv € H (v, p*w) =0
= WYed (puv,w)=0<= we (imp)"

g): nach e) und f)

h): ¢ ist genau dann surjektiv, wenn im ¢ = R gilt. Das bedeutet aber
gerade ker ¢* 5 (im )+ = {0} also die Injektivitit von ¢*.

d): =t = idg liefert

idg = (idg)" = (¢ )" = ©* (¢ 1)*, somit: (1) = (p*)! .

Um einen Bezug zu den darstellenden Matrizen herzustellen, bendtigen
wir noch die adjungierte Matriz

A= AT
zu einer Matrix A = (a")1<u<n € K™ . Im Reellen gilt also A* = AT.

1<v<n

Dabei bedeutet natirlich
A= <07L/L)1Suﬁm .

1<v<n

Die adjungierte Matrix entsteht also durch Vertauschen von Zeilen und Spalten und
zusétzlicher Konjugation der Matrixelemente.

Bemerkung 5.3.5.

Es seien — mit n,r € N — & := (ey,...,e,) eine orthonormierte
Basis von 9, F := (f1,..., [r) eine orthonormierte Basis von K und
©: $ — & linear. Mit A := MZ(p) gilt dann

M&(p*) = A",
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Die darstellenden Matrizen zu den adjungierten Abbildungen sind also beziiglich
eines beliebigen Paares von orthonormierten Basen ebenfalls zueinander adjungiert.

Es pafit also auch hier wieder alles zusammen. ®

Beweis: Die Matrix A = (a2) 1<,<. ist bestimmt durch:
1<v<n

:Zagfg (Vzl,,n)
o=1

Entsprechend gilt fiir B := M&%(p*) = (bg) 1<v<n’
1<o<r

= Zleel, (o=1,...,7)

Damit hat man firv =1,...,nund k =1,...,7:

<90€wf/~c> = <zr:a§fgafn> = Zr:alg, <f,gafn> = aﬁ
und

<€V790 fﬁ —< 22 > ZE euveA :@
A=1 A=1

Es sei p € L(9,9).

Definition 5.3.6.

¢ heifit genau dann ,normal”, wenn @ ¢* = p*p gilt. ¢ heiffit genau
dann , selbsfad/unqu)rf oder |, hmmmwh ,wenn @ = " i

¢ heifit genau dann ,,]sa’rnetme‘, wenn fiir alle v, w € $

{pv, pw) = (v, w)

gilt. Isometrien nennt man fir K = R auch ,orthogonal”, im Falle
K = C auch ,unitar®

Natiirlich kann man entsprechend Isometrien auch fiir lineare Abbildungen von
nach K definieren.

Trivialitat 5.3.7.

Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.

Bemerkung 5.3.8.
© ist genau dann normal, wenn fir alle v,w € $ gilt

(pv,pw) = (P v, p"w) .
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Beweis: Ist ¢ normal, dann folgt:

(v, pw) = (v, pw) = (v, w) = (P"v, ¢ w)
Umgekehrt hat man

(P pv,w) = {pv,pw) = (p"v,p"w) = (P v,w),
folglich p*pv =y v, d. h. ¢ p=pe*. U

Bemerkung 5.3.9.  Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) @ ist eine Isometrie. (Skalarprodukt erhaltend)

b) ||z|| =1 impliziert ||pzx| =1 fir z € $.

o) llez|| = ||x|| fir alle z € $. (normerhaltend)

d) Ist (ay,...,ax) — fir ein k € N — ein ONS in $), dann ist auch
(pai,...,pax) ein ONS.

e)  ist ein Isomorphismus mit o~ = p*.

Beweis: a) =>b): v/ a) = d): vV
b)
c)
)

)
)

— ¢): (E = # 0, dann x ,normieren’

= a): vgl. Ubung (8.4) (,Polarisierungsformeln‘)
= b): k=1 und a; := x wahlen
— a):
_

S8

Fiir 2,y € 9 : (z,y) = (z,97 0y) = (2,0 0y) = (pz,0y)
e): Fir z,y € 9 : (z,y) = (pz,0y) = (r,9*py). Da dies fir
alle z € 9 gilt, folgt p*py =y, also idg = p*p.

e

Q

O

Bemerkung 5.3.10.

Die Menge aller Isometrien von §) bildet beziglich der Komposition eine
Gruppe. Im Falle K = R wird sie ,,orthogonale Gruppe* von £ genannt
und mit O($) notiert. Im Falle K = C wird sie ,,unitire Gruppe* von
$ genannt und mit U($)) notiert.

Beweis: o oo 0

Definition 5.3.11. Es sei n € N.

Eine reelle (n x n)-Matrix A heifit genau dann , orthogonal® ; wenn
ATA = AAT =1,

gilt. Eine solche Matrix ist also invertierbar mit A~! = A7,

Entsprechend heifit eine Matrix A € C"*" mit A*A = 1,, ,unitar®.

A € K™ heifit genau dann ,hermitesch (vgl. dazu auch Satz [5.1.11]),
wenn A = A* gilt. Fiir K = R bedeutet dies gerade A = AT, man
sagt dann auch: A ist , symmetrisch® .
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Satz 5.3.12.

Es seien dim$) =: n, (by,...,b,) ein ONS in  — nach Bemerkung
ist dann (by,...,b,) eine Basis von $ — und

=Y alb, (v=1,....n)
pn=1

2 A= (a{j)lgwgn € K™ gebildet. Dann ist (dy,...,d,) genau dann
wieder ein ONS in $, wenn

AA =1,
gilt.

Den Beweis fiir die eine Richtung kénnte man aus Bemerkung ablesen. Es
scheint mit hier jedoch angemessen und verstédndlicher zu sein, einen (einfachen)
unabhéangigen Beweis zu geben.

Beweis: Fir v,p=1,...,n hat man:
{dy, do) <Za“b“,2a”b > = > ay, afy by, bx) = > aldg.
pk=1 pn=1

Das ist aber gerade das Element in der p-ten Zeile und v-ten Spalte
von A*A. Daraus liest man die Behauptung unmittelbar ab. O

Bemerkung 5.3.13.

Es seien wieder — mitn € N — &£ := (e, ..., e,) eine orthonormierte
Basis von $ und ¢: $ — § linear. Mit A := Mg(p) gilt dann:

a) Im Falle K = R: ¢ ist genau dann orthogonal, wenn A orthogonal ist.
b) Im Falle K = C: ¢ ist genau dann unitir, wenn A unitdar ist.
¢) @ ist genau dann hermitesch, wenn A hermitesch ist.

*

Beweis: a): orthogonal <= © ist ein Isomorphismus mit @1 =
) ® g @ p @ ©

A ist invertierbar mit A™' = A* = AT <= A ist orthogonal.

b): ,ebenso’
c¢): Nach Bemerkung gilt: A = A* <= ¢ ist hermitesch O

Satz 5.3.14.

Fine reelle (nxn)-Matriz A ist genau dann orthogonal, wenn thr Spal-

ten ein ONS des R™ bilden, und genau dann, wenn ihr Zeilen ein ONS

des R™ bilden (natirlich jeweils beziiglich des Standard-Skalarproduktes),
und genau dann, wenn die zugehirige Abbildung fa orthogonal ist.

Beweis: Fir x,y € R" gilt:
(fa(@), faly) = (Az, Ay) = (2, ATAy)
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Die Abbildung f, ist demgeméfl genau dann orthogonal, wenn stets
(z,y) = <x, ATAy> gilt. Die ist aber gleichbedeutend mit 1,, = AT A,
also der Orthogonalitit von A.
Mit den Spalten A;,..., A, von A gelten

AT
A= (Ay,...;A,) und AT = : |, also

AT

n

ATA = (AZAV) 1<p<n — (<AH7AV>)1SMS7L .

1<v<n 1<v<n
Daraus liest man ab: ATA =1, <= (A,,A,) =0 fir 1 <pu<n
und 1 < v < n. Da A offenbar genau dann orthogonal ist, wenn

AT orthogonal ist, hat man auch die entsprechende Aussage fiir die
Zeilen. 0]

In gleicher Weise erhalt man:
Satz 5.3.15.

Fine kompleze (n x n)-Matriz A ist genau dann unitér, wenn ihr Spal-

ten ein ONS des C™ bilden, und genau dann, wenn ihr Zeilen ein ONS

des C™ bilden (natiirlich jeweils beziiglich des Standard-Skalarproduktes),
und genau dann, wenn die zugehorige Abbildung fa unitdr ist.

Definition 5.3.16.

Mit A, B sind offenbar AT = A~! und AB orthogonal. Die Menge
O(n) der orthogonalen (n x n)-Matrizen bildet somit eine Gruppe,
orthogonale Gruppe (n-ten Grades) genannt. Entsprechend bildet die
Menge der unitdren (n x n)-Matrizen eine Gruppe U(n), die unitdre
Gruppe (n-ten Grades).

Beispiel
(B1) Jede orthogonale (2 x 2)-Matrix ist von der Form
, costy —sind o . [ cost sin v
D) = ( sind  cost ) oder S(V) := ( sin — cos v )

fiir ein geeignetes reelles . Eine Matrix der linken Form wird
als Drehung bezeichnet, da sie eine Rotation des R? um den Ur-
sprung um den Winkel ¥ beschreibt — vgl. hierzu auch Ubung
7.4. Eine Matrix der rechten Form wird als Spiegelung bezeichnet.
Sie bewirkt eine Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung,
die mit der z-Achse den Winkel /2 einschliefit.

Eine Matrix A = ( Z ccl ) ist genau dann orthogonal, wenn:

A+ =1 (1)
c+d =1 (2)
ac+bd =0 (3)
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Nach (1) und (2) existieren eindeutig «, § € [0,27) mit

a=cosa,b=sina und ¢ =sin3,d = cos 3. Nach (3) ist

0 = cosasin + sinacos f = sin(a + 3): Damit gilt zunachst

a+3 = nr firein n € Ny. Es verbleiben — wegen der Periode 27

der beiden Funktionen sin und cos — a+ (=0 und a+§=m.
cosa —sina

Das liefert im ersten Fall A = )
sin « CcoS &

, Im zweiten

COS (v sin «
sino — cosa <

Fall A =

e,
i, 0
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6. DETERMINANTEN

Die Determinante ist eine Abbildung (beziehungsweise der Wert die-
ser Abbildung), die — zu gegebenem n € N — jeder (n x n)-Matrix,
also einer quadratischen Matrix, eine charakterisierende Zahl aus dem
Grundkorper K zuordnet. Es gibt in der Literatur eine Vielzahl von
Zugangen zum Determinantenbegriff. Wir sehen uns motivierend und
begriffskldrend den einfachen Fall n = 2 an, der uns schon implizit in
Ubungsaufgabe (1.2) begegnet ist.
Grundfragen: (1) Explizite Aufldsungsformel fiir Gleichungssysteme mit inver-
tierbarer Koeffizientenmatrix

(2) Berechnung der Inversen einer invertierbaren Matrix

(3) Orientierung im R"

(4) Volumenbestimmung von Parallelotopen (auch Parallelepiped

genannt) ~» Analysis: Integralrechnung fiir Funktionen meh-
rer Veranderlicher
(5) Eigenwerttheorie von Endomorphismen
Wir werden in dieser einsemestrigen Vorlesung jedoch nicht alle diese Themen be-
handeln.

6.1. Voriiberlegungen. Wir hatten in Ubung (1.2) schon gesehen: Zu

A= (2 Z ) € K?*? und beliebiger rechter Seite R = ( Z ) € K?
ist das Gleichungsssystem
Ax = R
genau dann eindeutig losbar, wenn gilt:
a b
det A := o ogl = ad—bc # 0

Man kann die Determinante auffassen als Abbildungen auf den (2 x 2)-
Matrizen oder auch als Abbildung auf den Spalten Ay, As, wir schreiben
dann det A = det(A;, Ay). Im Fall det A # 0 kann man die Losung

angeben durch:
(171 . det(R, Ag) und x2 — det(Al, R)
det A det A
Das ist ein einfacher Spezialfall der CRAMERschen Regel, die wir spéter
allgemeiner kennenlernen werden.
Einfache Eigenschaften der Determinante lassen sich

hier auch anschaulich durch Fldcheninhalt motivieren:
Im R? betrachten wir mit

Pw,w) == {Av+pw|0< A\ p<1}
das durch zwei gegebenen Vektoren v,w aufgespannte

Parallelogramm. Das zugehorige ,Volumen* (Flichenin-
halt) 188t sich in ,naiver Weise‘ wie folgt berechnen:
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Vv, w) = (v1 + wy) (v + wy) — 0103 — wiwy — 2w 09 = VW9 — W1Vs

= det(v,w)

Es gelten:

(1) V(dw,w) = A\V(v,w) = V(v, \w) (AeR)
Vv+v,w) = V(v,w)+ V(@' w) (v € R?)
V(v,w+w') = V(v,w)+ V(v,w) (w' € R?)
(V ist linear in beiden Spalten.)

(2) V(v,v) =0 (V ist alternierend.)

(3) Vier,ea) =1 (V' ist normiert.)

Dass V (v, w) auch negative Werte annehmen kann, sollte Sie nicht stéren; das ist ja
auch schon bei der Deutung des bestimmten Integrals als Flacheninhalt aufgetreten.

Die o.a. Eigenschaften (1), (2) und (3), die man in diesem einfachen
Spezialfall auch aus der Definition leicht abliest, konnen als Grundlage
zur Definition der Determinante genommen werden. Wir gehen also aus
von

(1) det(Av,w) = Adet(v,w) = det(v, Aw) (A € K)
det(v +v',w) = det(v,w) + det(v', w) (v € K?)
det(v,w + w') = det(v,w) + det(v, w’) (w' € K?)
(det ist linear in beiden Variablen.)

(2) det(v,v) =0 (det ist alternierend.)

(3) det(eq,e9) =1 (det ist normiert.)

und erhalten:
(4) det(AA) = A det A (A € K)

(5) Addiert man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen, dann
andert sich der Wert der Determinante nicht, d.h. fir A € K gilt

a+Ab b\ a b
det(c—l—)\d d>_det<c d)
und entsprechend fiir die zweite Spalte.

(6) Vertauscht man die beiden Spalten von A, dann dndert die Deter-
manante ihr Vorzeichen:

a b b
det(c d)z—det<d c)

(7) det A = det AT
(8) v,w linear abhiéngig <= det(v,w) =0 (v, w € K?)

Q

1 _
(9) det A # 0 <= Aist invertierbar mit = A~! = ot A < _dc ab )

Beweis: (4) folgt unmittelbar aus (1)
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(5) ist durch (1) und (2) gegeben:

0.5, = det(A1 + )\AQ, A2> (T) det(Al, AQ) + A det(AQ, Ag) (?) det(Al, AQ)

(6) 0 (j) det(A1 + AQ, Al + Ag) (

1),(2)

det(Al, Ag) + det(Ag, Al)

a b a c
(7) £.8. = . d‘ =1 4 =r.S.
(8) =: Man hat \v+ pw =0 fir \,p € K mit EX # 0, s0 v =
— A" pw und damit det(v, w) = 0 nach (1) und (2).
<—: Esseien 0 = det(v,w) = = vy we —wi vy und (B
Vo Wa
v # 0, damit (B v; # 0. Mit g := —v; und X := w; folgt

Avy + pw; =0 und Avg + pwe = 0, also Av + pw = 0.

a b

o = (¢

J(o

)=

ad — be 0

ad — be ) = detA]12

<=: Eind. Losbarkeit der Gleichung Ax = R durch x = A™'R

OJ

Benotigt man — anders als wir! — zusétzlich nur noch Determinaten
fiir (3 x 3)-Matrizen, so kann man diese zu
111
ap Gy das

definieren durch Entwicklung z. B. nach der ersten Zeile:

2 9 2 2 2 2
— 1| G2 a3 1| a1 as 1| ay a3
detA:=ay| 5 5|-ay s 3|+ag| 3 3
> a3 1 a3 1 Gy

Diese Determinante 1488t sich, wie man sofort nachrechnet, auch nach
der folgenden Regel von SARRUS berechnen:
Man schreibt die erste und zweite Spalte noch einmal jhinter die Ma-

trix, erhalt also
1

al al al al al
> 5 5 2 3
ail a3y a3 al a3

Nun bildet man die Summe der Produkte aller langs der Hauptdia-
gonalen (rot markiert) und ihrer Parallelen stehenden Elemente und
subtrahiert die Summe der Produkte aller langs der ,Nebendiagonalen'
(griin markiert) und ihrer Parallelen stehenden Elemente:

det A

_ 123 1.2 3 1.2 3 1.2 3 1.2 3 1.2 3
= a,a303 + ayazai + azajay — (aga,za1 + ajaza; + a2a1a3)

Den (einfachen) Nachweis, dass auch in diesem Fall die Eigenschaften
(1), (2) und (3) — und dann auch (4) bis (9) — entsprechend gelten,
verschieben wir auf den allgemeinen Fall.
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6.2. Polynom-Algebra.

Diesen Abschnitt trage ich — anders als urspringlich geplant — nicht vor. Es
warten noch einige Dinge auf uns, die fiir die Zielgruppen dieser Vorlesung ungleich
wichtiger sind. Selbstverstindlich gehort dieser Teil damit nicht zum Priifungsstoff!

Die Algebra der Polynome in einer ,Unbestimmten iiber einem Koérper ist ein Stan-
dardwerkzeug in vielen Gebieten der Mathematik.

Manche Dinge in diesem Abschnitt skizziere ich nur, da noch zentrale Themen
ausstehen.

Wir orientieren uns vorweg am:

Polynombegriff der Analysis (Polynomfunktionen)

Es sei dazu zunachst K € {R, C}.
Fir n € Ny und ay,...,qa, € K heifit die Abbildung

P:. K — K
W W

t — > a,tv
v=0

Polynomfunktion. Polynomfunktionen konnen hier mit ihren Koeffizi-
enten «y,...,q, identifiziert werden. Da verschiedene Polynomfunk-
tionen i. a. unterschiedliche Anzahlen von Koeffizienten besitzen, ist es
zweckmaflig, durch Nullen ,aufzufiillen’, statt (ay, ..., ;) also jeweils
die Folge (ag,...,a,,0,0,...) € KN zu betrachten. Die Menge der

Polynomfunktionen kann daher identifiziert werden mit:
(6.1) P = {(a,,) c K™ : a, # 0 héchstens endlich oft}

Addition, Multiplikation mit Skalaren und Multiplikation von Poly-
nomfunktionen stellen sich in dieser Schreibweise wie folgt dar: Fiir
AeKund (), (8,) € P:

(6.2) () +(B) = (w+06,), AMa)=Aa),

also ,komponentenweise, und:

(6-3) (Oéu) ’ (ﬁu) = Z A Br

Jjt+k=v
Dies wird als CAucHY-Produkt bezeichnet.

In beliebigen Korpern klappt die o.a. Identifizierung nicht: Beispiel:
K ={0,1}. Die Folge (0,1,1,0,0,...) entspricht der Polynomfunktion
Pit)=t+t*=0firteK.

Es sei nun — im allgemeinen Fall — | K ein Korper
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Definition 6.2.1 (Algebra).

Eine K-Algebra mit Eins e ist ein 5-Tupel (2, +,.,m,e), bestehend
aus einem K-Vektorraum (2, +,.), einem Element e € 2 und einer
weiteren Abbildung, Multiplikation genannt,

m: AxA — A
w W derart, dass noch die folgenden Gesetze fiir
(a,b) +—— ab
alle a,b,c € 2 und A € K gelten:
(M1) (ab)e = a(bc) =:abe , Assoziativitit der Multiplikation
(M2) (a+b)c = ac+bc
cla+b)c = ca+cb , Distributivgesetze
(M3)  A.(ab) = (Aa)b = a(\.D)
(M4) ea = a = ae

Beispiele

(Mit den iiblichen Vektorraumoperationen und der Matrizenmultiplikation)

(B2) L(0,) fiir einen beliebigen K-Vektorraum U

(Mit den schon bekannten Vektorraumoperationen und der Hintereinander-

ausfithrung von Abbildungen)

(B3) C°([0,1])

Weglassen!

Weglassen!

Weglassen!  Weglassen!  Weglassen!  Weglassen!

Weglassen!

(Mit den vertrauten Vektorraumoperationen und ,komponentenweise* defi-

nierten Multiplikation) 4

In dieser nun gegebenenen allgemeinen Situation nehmen wir
und [6.3] als Definition und erhalten:

Satz 6.2.2.

P ist (mit den durch und gegebenen Verknipfungen) eine K-
Algebra mit Eins e = (1,0,0,...). Die Multiplikation ist kommutativ.

Beweis:

Die Vektorraum-Eigenschaften ,sieht’ man ohne Beweis. Die anderen
Eigenschaften rechnet man — wenn man denn will — einfach nach. [J

Wir bezeichnen nun
X = (67) = (0,1,0,0,...)

und erhalten damit fir n € N:
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Bemerkung 6.2.3.

X" = (5,’:) = (0, ...,0,1,0,0,.. ) (1 an der n-ten Stelle)
Wir setzen noch

X0 = = (&)
und erhalten dann fiir n € N und «q,...,a, € K

Bemerkung 6.2.4.
n
(@0,...,0,,0,0,...) = > a, XY
v=0

Hier wiirde man ,normalerweise’ zumindest noch behandeln:

Einsetzungs-Homomorphismus
Grad, Teiler, ...

Division mit Rest

Euklidischer Algorithmus
Nullstellen und deren Ordnung

6.3. Permutationen.
Definition 6.3.1. Fir n € N sei
N, == {1,...,n}.
Eine Permutation der Zahlen 1,..., n ist eine bijektive Abbildung
o: N, —N,.
Schematisch kénnen wir eine Permutation durch
( 1 2 3 .. n )

o(l) o(2) o3) ... a(n)

oder kiirzer durch

(0(1) o(2) 0(3) ... a(n))

darstellen, im zweiten Fall auch durch Kommata getrennt.

Bemerkung 6.3.2.

a) Die Permutationen bilden mit der Hintereinanderausfihrung eine
Gruppe, notiert als S, und als symmetrische Gruppe n-ten Grades

angesprochen. Das neutrale Element ist e = idy,, .
b) Es gibt genau n!:=1-2---n Permutationen von 1,... n.

c) Genau fir n > 3 ist &, nicht kommutativ.
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Beweis: Die Schluiweise zu a) ist uns schon aus anderen ahnlichen
Situationen vertraut. Wir fiithren sie nicht mehr aus.

b): Fur das erste Bild hat man n Moglichkeiten, dann fir das zweite
noch n — 1 usw. Insgesamt hat man so n! Moglichkeiten. (Wenn man dies
formal etwas sauberer haben will, kann man es natiirlich durch Induktion beweisen.)

c): Ubung (11.1)
U

Um nicht tiber den trivialen Fall n = 1 zu stolpern, setzen wir fiir den Rest
des Abschnitts n > 2 voraus.

Definition 6.3.3.

Fir 1 < r < n und paarweise verschiedene i, ...,7, € N,, bezeichnen
wir die durch f(i,) = i,41 (0 = 1,....,7 = 1), f(i,) =4, und f(j) =
jfurj € N, \ {i1,...,i.} definierte Abbildung f € &, kurz mit
li1,...,1,] . Wir sprechen von einem Zyklus, genauer r-Zyklus.

Ein 2-Zyklus heifit Transposition. (Eine Transposition vertauscht also
genau zwei Elemente miteinander.)

2 1

Fiir jede Transposition 7 gilt offenbar: 7° =e und 7=7"". =

Definition 6.3.4.

Es sei o eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n und dazu s = s(o) die
Anzahl der , Inversionen® oder , Fehlstellungen® , d.h. die Anzahl der
Paare (4,j) mit 1 < i < j < mn und o(i) > o(j). Dann definieren wir
das Signum der Permutation o durch

signo == (=1)*),
Die Permutation o heifit gerade, wenn sign(o) = 1 gilt, sonst ungerade.
Bemerkung 6.3.5.
Fir o € 6, gilt:

sigho = H 70(]), — 0(7)
1<i<j<n J 1

Beweis: Ist m die Anzahl der Inversionen von o, dann gilt:

II (0G)—0o@) =ED™ IT lelG) —o@] - IT (0() —o(i)

1<i<j<n (4,5) Inversion Rest
= (D" I le() —o@ = (=)™ I (G —1)
1<i<j<n 1<i<j<n

l
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Bemerkung 6.3.6.
Fiir alle 0,0 € G&,, gilt

sign(p o o) = sign gsigno und so sign (g_1> = signop.

Beweis:
_yrele(g) —o(a(@) _ gy ola(h)) —olo(i) 1 o() —ali)
E‘S‘_g j—i _H o(j) —o(i) H j—i
Q) =signo
- o(o(4)) —olo(i) 0(o(j)) — o(a(i))
o= 1 5= - U 5=
o(i)<a(4) o(i)>o(4)
B o(o(4)) —eolo(i) o(a(j)) — o(o(i))
- =G5 I =5=0
a(i)<o(j) a(i)<o(j)

- o(a(4)) — elo(®) « sign o 0
oi<oy T =@
Folgerung 6.3.7.

Fiir jede Transposition T gilt signT = —1.
Beweis: o o o 0

Satz 6.3.8.

Jedes o € &, lafit sich als endliches Produkt von Transpositionen
schreiben.

Beweis. Ist ¢ = e, dann gilt ¢ = 7o 77! = 7 o 7 mit irgendeiner

Transposition 7. Also (E ¢ # e: Es existiert

iy :=min{j € N, | o(j) #j}.
Dann ist j; := o(i1) > i1. Mit 7y := [i1,71] hat man dann fir oy :=
T 00, dass o1(j) = j fur 1 < j < 4y gilt. Ist o7 = e, so hat man
o =7;" =7 und ist fertig. Sonst existiert

io ;= min{j € N, | 01(j) # j} > i1.

Man bildet dazu entsprechend 75 und o, wie oben. Auf diese Wei-
se erhalt man nach & < n Schritten: Es existieren Transpositionen
Tl ooy Th mlt O = Tp0-+-0T] 00 = €, alSO o = 7-1_10-..07-’;1 =

T4 O+ 0Tk O

Satz 6.3.9.

Es gibt genau n!/2 gerade und n!/2 ungerade Permutationen der Zah-
len 1,2,...,n.
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Beweis. Es sei 7 eine beliebige Transposition. Da die Permutationen
eine Gruppe bilden, ist ¢ —— 70 bijektiv. Die geraden Permutationen
werden dabei auf die ungeraden und umgekehrt abgebildet. Folglich
gibt es von jeder Sorte gleich viele. U

Bemerkung 6.3.10.

Eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe &, ist die alternierende
Gruppe 2, bestehend aus den Elementen ¢ von G,, mit signo = 1.

6.4. Multilineare Abbildungen.

Es seien K ein Kérper mit 1 + 1 # 0 (charg # 2ff, n € N und
0q,...,0,, 4,0 K-Vektorraume.

Definition 6.4.1.

Eine Abbildung f: Uy x---xY, — Y heildt genau dann multilinear,
genauer n-linear, wenn fir alle v € N,, und fir alle a; € U; (i # v)

die Abbildung

B, >z — flay,...,qp_1,T,0,41,...,0,) € Q]H
linear ist. Wir notieren diese Abbildung auch als
flay,...;ap_1, -, aps1,- .., an) .
LODy,....0,:0) =={h|h: By x - xB, — L n — linear}
Ist U, =-.-- =470, =4, dann schreiben wir

L,(8,9) == L(Vy, ..., B V) .

Die Multilinearitat fir f: 8y x --- x U, — Y bedeutet also: Halt man n — 1
Variable fest, dann erhélt man eine lineare Abbildung beziiglich der verbleibenden
Variablen.

Bemerkung 6.4.2.

L(By,...,0,;0) ist ein Unterraum des K-Vektorraums aller Abbil-
dungen von By X --- x U, in V.

Beweis: v OJ
Beispiele
(B1) Euklidisches Skalarprodukt (n = 2)
(B2) Vektorprodukt im R?® (n = 2)
(B3) Spatprodukt (n =3) (kommt noch ...)

8Dies vermeidet ein paar Feinsinnigkeiten, die wir getrost den Vollblutmathema-
tikern tiberlassen kénnen.

YWieder ,richtig* lesen in den Féllen » =1 und v = n
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(B4) Fir p,q € Ny heifit eine (p + ¢)-lineare Abbildung

I P x 41 . K
W W
(b, .. uP . xy) — f(uh P T, Ty)

p-fach kovarianter und g-fach kontravarianter Tensor oder auch

Tensor der Stufe (2 ) (Wieder ,richtig zu lesen in den Fallen

p =0 oder ¢ = 0. Tensor der Stufe (8) : Skalare)

Manche Physiker definierten zu meiner Studienzeiﬂ — wenn tberhaupt — Ten-
soren (fiir reelle Vektorrdume niedriger Dimensionen) komplizierter. In der Physik
interessiert man sich meist fiir Tensorfelder (das sind auf Teilmengen von i defi-
nierte tensorwertige Abbildungen); oft wird dabei nicht streng genug unterschieden
zwischen Tensoren und Tensorfeldern, was nicht gerade zum Verstdndnis beitragt.

Definition 6.4.3.

Eine Abbildung f € L, (4, 0) heifit genau dann , alternierend* | wenn
f(zq,...,2,) = 0 ist, falls irgendzwei der Vektoren zi,...,z, gleich
sind. Fiir 20 = K heifit ein solches f , alternierende (n)-Form*.

A, (,0) = {f € L,(,D) | f alternierend}, 2,() = A, (L K)

Bemerkung 6.4.4.
2, (U, Q) ist ein Unterraum von L, (U, D).

Beweis: v OJ

Definition 6.4.5.

Ein f € L£,(4,9) heiit genau dann , antisymmetrisch®, wenn fur alle
o€ 6, und (x1,...,2,) € U" gilt:

[(@oq), - Tom)) = signo - f(x1,...,2,)

Bemerkung 6.4.6.
Far f e L,(Y,0) gilt:

feU, (M, B) < f ist antisymmetrisch
Beweisskizze:

< O O o

=—>: Dies zeigt man zuerst fiir den Spezialfall einer Transposition
(man vergleiche dazu den Beweis von Eigenschaft (6) in Abschnitt 6.1),

dann zieht man Satz heran und schliet per Induktion. 0
OHeute ist das ja — zum Gliick — alles anders... ©
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Determinantenfunktionen

Es seien wieder K ein Koérper mit 141 # 0, U ein K-Vektorraum mit
dim®¥ =: n € N und (ay,...,a,) eine (geordnete) Basis von U.

Definition 6.4.7.
Ein A € ,,, also eine multilineare und alternierende Abbildung
A" — K,

heifit ,, Determinantenfunktion®.

Satz 6.4.8. (Eigenschaften von Determinantenfunktionen)

(1) B> wvy,...,v, linear abhingiy — A(vy,...,v,) = 0
(2) Fir v,ueN,, mit v#pu, A€ K und vy,...,v, €U gilt:
A1, U1, Uy + AU, Vg, -2, 0) = A, .., 0p)

n
(3) Mit (a)1<ppu<n € K" und v, = 21 ata, firv=1..,n:
p=

Avy, ..., vn) = Alag, ... a,) - Z sign Uoff(l) AL

n
0'6677,

(4) Ist 0 # A* eine Determinantenfunktion und A eine beliebige De-
terminantenfunktion, dann existiert eindeutig ein » € K mit

A = x- A",

Beweis:

(1): (E sei vy = 722 Auv, mit A, € K. Dann ist
’[L:

Avy, ... v,) = Z)\MA(UM,’UQ,...,’Un) =0

n=2
(2): A ist linear in der v-ten Variablen und alternierend.
(3): Alvr,.cvn) = Do - > o ol Aay,, ..., a,,)

p1=1 pn=1
Da A alternierend ist, gentigt es, iiber alle Permutationen zu sum-
mieren. Das ergibt:

Z Ozf(l) s Oég(n)A(ag(l), Ce ,ag(n)) s

0'6671.

also mit Bemerkung die Behauptung.
A .
(4): Nach (3) ist A*(ar,. . ay) £ 05 s = (00 n)

leistet —
A*(ay,...,ap) cste
wieder nach (3) — das Gewiinschte.

[l
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Satz 6.4.9. (Euxistenz einer Determinantenfunktion)

Es existiert eindeutig eine Determinantenfunktion A mit

A(ay,...,a,) =1, namlich die durch
* Avy, ..., V) = sign ool ... qo®
1, y Un g 1 n
ceS,
n
ur v, = ata, (v=1,...,n) definierte.
f Z v R ) )

pn=1

Beweis: Die Eindeutigkeit und (x) folgen mit A(aq,...,a,) = 1 aus
(3) von Satz Zu zeigen bleibt, dass durch () eine Determinanten-
funktion definiert wird (, die dann offenbar A(ay,...,a,) = 1 erfiillt):

A ist multilinear: Fir ein festes v € N,, und w, = Y fa, (...):
pn=1

A<U1a <o Uy, )\UV + Wy Vg1 - - 7vn)

= Y sign ao/f(l) e a‘;(,”f” ()\Oz,‘f(”) + 53(1/)) o/,f(ﬁ“) --agt)
ceS,

= = >\A<Ula"'7vn) +A('U1,-..,Ul,_l,w,/,'U,/+1,---,'Un)

A ist alternierend: Zu zeigen ist: Fur vy, ..., v, € U mit v, = v, flur
ein Paar (k,0) € N2 mit k # ¢ gilt A(vy,...,v,) =0:
Aus v, = vy folgt af, = of fir p =1,...,n (&). Mit der Transposi-

tion 7 := [k, /] gilt &,, = A, WA, T, also

Avr,..ov) = > ] as® — ST A

e, v=1 ocU, v=1
Nun ist fiir jedes o € 2,
[Tag® = | [T age® | (azt®agt®) = <> (071907
v=1 v=
v (k)
— (... o(0) (o k)Y _ o) also A(vy,. .. =0. ]
= ( > (Ozg oy, ) Vl;[lay , also A(vy,...,v,)

Bemerkung 6.4.10.

Ist A eine nicht-triviale, d.h. A # 0, Determinantenfunktion, dann
gilt fir vy,...,v, €Y:

Avy,...,vn) #0 <= vy,...,0v, ist eine Basis

Beweis:

= 0y,...,0, sind nach (1) von Satz linear unabhéngig, also
eine Basis, da dim*Q = n ist.
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<—: Es existieren uy,...,u, €0 mit A(u,...,u,) # 0. Ist A* die
— geméal Satz — zu vy,...,v, gebildete Determinanten-
funktion, dann gilt nach (4) aus Satz A = »xA* mit einem
geeigneten s € K. A*(vy,...,v,) =1 zeigt A(vy,...,v,) = s,
also 0 # A(ug,...,u,) = A(v1,...,0,) A%(ug, ..., uy), somit

Avy, ..., v,) #0.
0

6.5. Endomorphismen und quadratische Matrizen.
Es seien K ein Kérper mit 1 +1 # 0, n € N, U ein K-Vektorraum
mit dimY = n und A eine nicht-triviale Determinantenfunktion.
Bemerkung 6.5.1.
FEs sei f € End(U) = L(V,D).
a) Ay: Pl — K

w w

(V1. vn) > A(for,..., fon)
ist eine Determinantenfunktion. Nach Satz|6.4.8 existiert daher ein-
deutig »(A, f) =» € K mit
Af = - A.
b) Ist & eine weitere nicht-triviale Determinantenfunktion, dann ist
(6, f) = (A, f) = det f
Beweis:

a): Ay ist multilinear, da A multilinear und f linear ist. Ay ist
alternierend, da A alternierend ist. Da A nicht-trivial ist, ist
der Faktor »(A, f) eindeutig.

b):  Nach Satz existiert ein a € K mit A = ad. Da A # 0
gilt, folgt a # 0. Offenbar gilt dann auch Ay = ad;. Damit hat

man: Ay = ady = asx(6, f)o = »(J, f)A.
O

Definition 6.5.2. det f heiflt |, Determinante von f* .
Satz 6.5.3.

a) f,g € End(0) = det(fog) = det f detg
b) det(idy) = 1

) Fir f € End(0) : f e GL(Y) <= det f #0
) Fiir f e GL(D) : det(f~') = (det f)"

C

d

Beweis: Mit einer Basis vy,...,v, von ‘U gilt:
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a): det(f o g) Alv,...,vn) = A(f(g(w)),- -, F(g(vn))
£0
= det fA(g(vl), . ,g(vn)) = det f det g A(vy,...,vy,)
b): v
d) und ,=* von ¢): 1 ) det (fffl) = det fdet(f™1)

s<=“von c): A(fvy,...,fv,) = det f A(vy,...,v,); also ist
#0 #0
(fui,..., fv,) eine Basis; daher ist f ein Isomorphismus. O

Definition 6.5.4.

Nach Satz existiert eindeutig eine Determinantenfunktion
A (KM — K

mit A(eq,...,e,) =1, ndmlich die durch

A(vi,...,v,) == Y sign ocal® ... qo
ceS,

fir v, == : | € K" (v =1,...,n) definierte.

1

@,

Fiir eine Matrix A = (a#) € K™ mit den Spalten A;,...,A,, also
A= (Ay,..., A,),seidie , Determinante von A“ damit definiert durch:

al - al
det A := det(Ay,..., A,) = | = A(AL LAY
of -y
Man hat also: detA = > sign ocaf® .. s
ceG,

Bemerkung 6.5.5.
Fir eine Matriz A € K™ ist det A = det fa .

Beweis:

A(Ar, .. Ay) = A(faer, ..., faen) = det(fa)Aler, ..., en) = det(fa)
O
Bemerkung 6.5.6.

Ist B := (by,...,b,) eine (geordnete) Basis von U und f € End(0),
dann gilt mit A == Mp(f) :

det(f) = det(A)

@ Dieter Hoffmann (Konstanz) — Stand: 22. Februar 2012, 9:35 h



6.5. Endomorphismen und quadratische Matrizen 93

Beweis: Ist A die zu B geméf Satz gebildete Determinanten-
funktion, dann ist:

det f = det fA(br,....by) = A(fby,..., fby)

_ : e qf™ = det(A O
L3 UEZGH sign ooy ay et(A)

Mit einer dieser beiden Bemerkungen kénnen wir nun sofort die Ei-
genschaften von Determinanten von Endomorphismen ,iibersetzen in
entsprechende Figenschaften von Determinanten von Matrizen:

Satz 6.5.7.

Fir A, B € K™ gelten:

a) det(AB) = det(A) det(B)

b) det(1,) =1

c) A€ GL(n,K) < det(A) #0

d) Fir A e GL(n,K): det(A™!) = (det(A))™"

Die Determinante von A ist also als Funktion der Spalten n-linear

und alternierend. Wir stellen noch einmal die wichtigsten Eigenschaften
zusammen:

(0) det ist linear in jeder Spalte. (n-linear)
(1) Hat A zwei gleiche Spalten, so ist det(A) =0. (alternierend)
(2) det(AA) = A\*det(A) (A € K)

(3) Entsteht eine Matriz B durch eine Spaltenvertauschung aus A,
dann ist det(B) = —det(A).

(4) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des \-fachen der
j-ten Spalte zur i-ten Spalte firi # j, dann ist det(B) = det(A).

Die Eigenschaften (0) bis (4) gelten entsprechend fiir die Zeilen; denn
man hat fir A € K™*™:

Bemerkung 6.5.8.
det(A) = det(AT)

Beweis: Wir bezeichnen die Elemente von AT mit $#, also mit den
obigen Bezeichnungen fiir A: 8 =« (...).

det(A") = signaﬂf(1)~~ﬁg(") = > sign aa},(l)--~a2(n)

ce6, ge6,
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Mit o ,durchlauft’ auch ¢ := o' die Gruppe &,,. Unter Beachtung
von sign(p~!) = signp ist die rechte Summe damit offenbar gleich

> sign 0a?W ... a2™ d.h. gleich det A . O

€6,

6.6. Berechnungsverfahren fiir Determinanten von Matrizen.

Fir n = 1, 2, 3 lassen sich Determinanten von Matrizen aus K™*™ noch
leicht tiber die definierende Gleichung berechnen. Fir A = (a#) hat
man:

n=1:detA = o}

n=2: detA = ajal — aja?; denn &y = {e,[1,2]} mit signe = 1
und sign[1,2] = —1.

n=3: det A= aja3ai+aiaiai+alalai—aladal—ajasal—atalal;
denn hier hat man &3 = {Jer, [112], [1’,3]’ [2’,3]’ 1, _%, 3], [1, E, 2]}

Schon fiir n = 4 enthélt die Summe 24 Summanden. Gesucht sind daher bessere
Hilfsmittel zur Berechnung ,grofier‘ Determinanten: (vgl. auch die Anmerkung zur
CRAMER-Regel .. .)

Es sei im Folgenden A = (a#) € K™ mit einem n € Ny.

Satz 6.6.1.

Mit einem n > p € N gelte o = 0 fir p > p und v < p. Mit
q :=n—p hat A also die Blockgestalt

(A A
0 A
mit A} € KPP Al € KP*4, A2 € K9%und der Nullmatriz Q € K9P,
Dann gilt:

det A = det A7 - det A2

Beweis: Tm Folgenden sei A} fest. Wir betrachten mit X € KP*P und
Y € K?¢? die durch

X Al
0O Y
gegebene Abbildung. Bei festem Y ist 0 p-linear und alternierend in
den Spalten von X . Daher existiert ein g = p(Y) € K mit 6(X;Y) =
p(Y)det(X). Fir X = 1, also: 6(1,;Y) = p(Y). Dies zeigt, dass
i p-linear und alternierend in den Zeilen von Y ist. Somit existiert
ein A € K mit pu(Y) = Adet(Y). Speziell fir Y = 1, ergibt sich:
pu(1,) = A. Zusammen haben wir:

I(X;Y) = Adet(X)det(Y) = 6(1,;1,) det(X) det(Y)

§(X:Y) = |
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1

A

p 2 .
ergibt

() lq > &

sich offenbar aus 1, durch Addition geeigneter Linearkombinationen

der ersten p Spalten zu den letzten ¢ Spalten. Nach (4) von Seite |93 ist

somit:

Zu zeigen bleibt daher 6(1,;1,) = 1. Die Matrix

I, A

— det(L,) = 1.
0 1, et(1n)

5(1175 lq) = ‘

O

Induktiv erhdlt man dann das Resultat fiir Matrizen, die entsprechend
aus endlich vielen Diagonalblocken aufgebaut sind, speziell: Fiir eine
obere Dreiecksmatriz ist die Determinante gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente. Nach Bemerkung gilt dies dann entsprechend auch
fiir untere Dreiecksmatrizen.

Wir kénnen die Berechnung von Determinanten von (n x n)-Matrizen
auf die von ((n — 1) x (n — 1))-Matrizen zurtickfithren:

Satz 6.6.2 (Laplacescher Entwicklungssatz (Spezialfall)).
Zu A € K" und (v, ) € N2 betrachten wir die ((n — 1) X (n —1))-

Matriz A", die entsteht, wenn wir die p-te Zeile und die v-te Spalte
streichen:
1 1 1 1
ay ..y o N ¢
=1 p—1 p—1 pu—1
o o ay ... ak
pn+1 pn+1 pn+1 A1
o o ayy ... ak
n n n n
of ay_y apy ... o

Dann gilt fir festes v € N,

det A = D (=1)** ok det AL (Entwicklung nach v-ter Spalte)
pn=1

und fir festes u € N,

det A = D (=1)""ak det AL (Entwicklung nach p-ter Zeile) .

v=1

Die ,Vorzeichenverteilung’ merkt man sich am einfachsten als Schachbrettmuster.
Zum Entwickeln nimmt man natirlich zweckméfigerweise eine Zeile oder Spalte,
die moglichst viele Nullen enthélt.

Beweis: Wegen Bemerkung geniigt es, die erste Gleichung zu be-
weisen: Hier hat man

det A = A(Ay,... Ay) = A(Al,...,Ay_l,ZaﬁeM,Ay+1,...,An>
pn=1
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= Z&ﬁA(Ah PN ,Ay_l,GM,AV+1, ce ,An)

p=1
n
v—1
= Zaﬁ(—l) A(€M,A1,...,Ay_l,A,/_H,...,An)
=1
1 I
1 1 1 1
0 o Q1 aqul Qp
p—1 p—1 p—1 -1
0 o o,y Ol ak
_ I p 1
®= |1 all Ozy_% a”*{ ok
pt pt pt +1
0 a; Oy oy o,
n n n n
0 of e R o o,
p p p
1 o o, 1 Q... b
1 0 1
= (=, = (=1)*" det (A}),
: Al (6.6.1)
0
zusammen also die Behauptung. 0J
Satz 6.6.3.

Mit B := (") € K™, definiert durch

v

B = (—1)" det (AZ) fir v, ;€ N,

gelten:
a) BA = detAl,, = AB
b) Ist A inverierbar, dann hat man also: A~ = (det A)™' - B

Beweis:

a):

AB =: (v#), also v = i ok B = i (=1)"*ak det (A%). Nach
A=1 A=1

der zweiten Gleichung von Satz ist diese Summe fiir v = p

gleich det(A) und fiir v # p gleich 0, weil sie gerade die Ent-

wicklung nach der p-ten Zeile der Determinante einer Matrix gibt,

deren p-te und v-te Zeile tibereinstimmen.

BA = det(A)1,, erhilt man ,ebenso".

b) : folgt unmittelbar aus a). O
bl

Es seien nun A € GL(n,K) und b = | : | € K". Die Gleichung
b?’L

Az = b (lineares Gleichungssystem) hat dann die eindeutige Losung
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z = A7'b = (det(A))"" Bb, also fir v € N,

¥ = (det(A))™! Zﬁ;b“ = (det(A))™" fj(—n"w det (A" b*.

pn=1
Die Matrix

A(Z/; [)) = (Al, c. ,A,/_l,b, A,,+1, ce 7An) s

die also aus A entsteht, indem die v-te Spalte durch die rechte Seite
b ersetzt wird, hat als Determinante (Entwicklung nach v-ter Spalte)

gerade

(—1)" T b det (AY) .
pn=1
Zusammen also:
Satz 6.6.4. Cramer-Regel

Die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist ge-
geben durch © = (xt,... x,)T mit

_ det A(v;b)

~ det(A)

v

fir v=1,...,n.

Fiir grofle n sind die beiden vorangehenden Satze fir die explizite (numerische)
Berechnung der Inversen beziehungsweise der Losung eines Gleichungssystems vol-
lig unbrauchbar! Neben rein numerischen Problemen (Rundungsfehler!) wird der
Aufwand ezxzessiv! Aber man kann z. B. die stetige Abhéngigkeit der Lésung von
der vorgegebenen Matrix A und der rechten Seite b daraus ablesen. Also fiir theo-
retische Uberlegungen niitzlich . ..

Fiir n = 20 wéren nach der CRAMERschen Regel 21 Determinanten von (20 x 20)-
Matrizen zu berechnen. Wiirde man noch die Dummbheit begehen, diese nach der
definierenden Formel zu berechnen, so wiren allein 21-20!-19 ~ 9.7-10%° Multipli-
kationen durchzufithren. (Auch die Bestimmung von &9 mit allen Signaturen ist
nicht gerade eine Ubungsaufgabe, die iibermiflig Freude bereitet.) Ein Supercom-
puter, der 1 Milliarde Multiplikationen pro Sekunde (vgl. FLOPS: Floating Point
Operations Per Second, Gleitkommaoperationen pro Sekunde) durchfiihrt, wiirde
also mindestens — pausenlos — 3-10* Jahre benétigen. Es gibt natiirlich viele ,ver-
niinftigere’ Methoden, Determinanten zu berechnen. Aber der Aufwand zur Losung
des Gleichungssystems Az = b ist bei einer guten Methode ungefahr so grofi wie
der zur Berechnung einer Determinante. Auflerdem wird die Determinante gleich
mitgeliefert . ..
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7. EIGENVEKTOREN, EIGENRAUME UND NORMALFORMEN

FEigenwerte und Eigenvektoren sind ein fundamentales Werkzeug zur Untersuchung
von Endomorphismen und quadratischen Matrizen. Sie kommen in unzdhligen An-
wendungen vor! Beispielhaft seien nur genannt: Systeme linearer Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten, Schwingungsvorginge, Hauptachsentransfor-
mation, Stabilitdtsuntersuchungen. Das Thema ist wichtig fiir viele Gebiete, wie
etwa Physik, Elektrotechnik, Maschinenbau, Statik, Biologie, Informatik, Wirt-
schaftswissenschaften. Eigenwerte und Eigenvektoren beschreiben darin oft beson-
dere Zusténde von Systemen.

Aber selbst auf diesem Bildchen lassen sich Verbindungen zum Thema finden:

%,“% ‘die Leute auf unserem Fernseher

P R L Zeichnung: Ross

Beispielsweise werden quantenmechanische Zusténde durch Wellenfunktionen, soge-
nannten Figenfunktionen, beschrieben. Ihnen werden bestimmte quantisierte Werte
an Energie, Impuls oder Drehimpuls zugeordnet. Man nennt sie die Eigenwerte der
Zustande. Es wird jeder Observablen (d. h. jeder mefibaren Grofie, wie z. B. Impuls
oder Energie) ein hermitescher Operator zugeordnet. Die Eigenwerte ergeben die
MeBwerte. Die wesentlichen Grundlagen fiir die mathematisch strenge Formulierung
der Quantenmechanik wurden im Jahr 1932 durch JOHN VON NEUMANN formu-
liert. Demnach ldsst sich ein physikalisches System allgemein durch drei wesentliche
Bestandteile beschreiben: Seine Zusténde, seine Observablen und seine Dynamik,
d. h. durch seine zeitliche Entwicklung. Resultat der Messung einer physikalischen
Grofle ist einer der Figenwerte der entsprechenden Observablen.

Die Bezeichnung , Eigen“ ist auch im anglo-amerikanischen Bereich iiblich, wo man
beispielsweise von , eigenvalue” und , eigenvector® spricht.

7.1. Definitionen und Grundlagen.

Es seien K ein Korper, n € N, U ein K-Vektorraum mit dim*0 = n,
T € End(%0) (also T" ein Endomorphismus von ¥) und A € K™
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Definition 7.1.1.

Ein A € K heifit genau dann ,, Figenwert zu T, wenn ein x € G\ {0}
mit T'x = Az existiert.

Ist A € K ein Eigenwert zu T', dann heifit
E\) == ENT) ={2xeY|Ter =} = ker(Nidy —T)

L Figenraum® zu A und T und jedeﬂ x € E(N) ,,Ez'genvekt()'/"‘m Zu A
und 7. Fir A sind diese Begriffe entsprechend iiber f,: K" — K"
w w

r — Az
erklart. v(\) := dim E(X\) heiBt ,, geometrische Vielfachheit” von A.

Beispiele
(B1) idy hat den Eigenwert 1 mit E(1;idy) = 0.

(B2) Eine Matrix im R?, die eine Drehung um den Koordinatenur-
sprung mit Winkel 7/2 beschreibt, hat keinen (reellen) Eigen-
wert. <

Wir hatten in Bemerkung gesehen, wie sich die darstellende Ma-
trix A = M4(T) beim Ubergang von einer Basis A zu einer Basis A’
transformiert, ndmlich:

A =S81AS
mit A’ := M (T), S := T4 Dies fiihrt zu:

Definition 7.1.2.

Zwei Matrizen N, M € K™"*" heiflen genau dann ,, dhnlich”, in Zeichen
M ~ N, wenn ein S € GL(n,K) mit N =571 M S existiert.

Bemerkung 7.1.3.
a) Zwei Matrizen aus K" sind genau dann dhnlich, wenn sie bezig-

lich geeigneter Basen den gleichen Endomorphismus darstellen.

b) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
a) : Bemerkungen |4.3.4| und 4.5.3|
b): o o o O

HDer Nullvektor gehért also — anders als in vielen Darstellungen — auch dazu!
2[5t 99 ein Raum von Funktionen, dann spricht man auch von Eigenfunktionen.
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Natiirlich stellt sich die Frage, wie findet man zu einer gegebenen Matrix eine
dhnliche Matrix, die ,moglichst einfach‘ ist. Anders formuliert: Wie findet man
zu dem gegebenen Endomorphismus 7' eine (geordnete) Basis von U derart, dass
die darstellende Matrix eine ,moglichst einfache Gestalt hat? Dieses Normalfor-
menproblem ist nicht einfach! Man erhélt eine Klassifizierung durch Repésentanten
in JORDANscher Normalform. Darauf gehen wir jedoch in dieser Vorlesung nicht
mehr ein. Wir beschrdnken uns auf die ungleich einfachere Untersuchung, wann
sogar Diagonalgestalt erreichbar ist.

Dazu tiberlegen wir vorweg;:

Falls ein S € GL(n,K) so existiert, dass D := S™' A S Diagonalma-
triz ist, also alle Elemente auflerhalb der Hauptdiagonale Null sind,
d. h.

A0 0
0O X O -+ 0
D=1 ) )
0 --- 0 A,

mit Aq,..., A\, € K; dann hat eine solche Matrix S als v-te Spalte S,
gerade einen Figenvektor zum Eigenwert \,:

Beweis: D =S 'AS «<— AS=SD
<—VYveN, AS, = ASe, = SDe, = SA,e, = A\, S, O

Wir wissen daher schon, wie man — in diesem Fall — eine solche
Transformationsmatrix S erhélt: Man mufl nur® die Eigenwerte und
zugehorige Eigenvektoren von A bestimmen.

Definition 7.1.4.
Wir betrachten als wichtiges Hilfsmittel das durch
xr(x) := det (xidy —T)
(fir x € K) definierte ., charakteristische Polynom* xr: K — K.

Bemerkung 7.1.5.
FEin X\ € K ist genau dann ein Eigenwert zu T, wenn xr(\) =0 gilt.

Beweis: A Eigenwert zu T' <= Jx € Y\ {0} (N idy—T)x = 0
<= \idy —T ist nicht injektiv <= det (A idy —T) =0 O

Satz 7.1.6.

Ist B eine geordnete Basis von U mit Mp(f) =: A = (a¥), dann ist
fir x € K

r—al o} - -al
o} w-o} - —a

xr(z) = det(zl, — A) = ‘ ‘ . ‘ =: pa(x).
—af -y e T —
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Es existieren cq,...,c, € K derart, dass
oa(z) = 2" + " P4+ et cp

(normiertes Polynom vom Grade n), wobei

—c1 = Y_af := spur(A) (,Spur von A*)
v=1

und

¢ = (—1)"det A.
Beweis:
xr(z) = det (xidyg—T) = det ( Mg(z idy—T))

=i det (x Mp(idy) — Mp(T)) = det(z1, — A)

Wir bezeichnen: z1,, — A =: (8#), also % = x — o und
Bt =—ak (v # p). Dann hat man:

det(z1, — A) = ﬁ (x—a)+ > signo ﬁ B
v=1 ceGn\{e} v=1
Fir o € 6,,\ {e} beschreibt das Produkt ﬁ 35%) ein Polynom ¢ vom
-1

Grade hochstens n —2 (o o o). Zusammye_n haben wir

det(z1, — A) = 2™ — (Zn: aZ) 2" '+ ¢(z) und

en = x2(0) = det(—A) = (Z1)" det(A). 0
Folgerung 7.1.7.

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom, damit
gleiche Determinante und gleiche Spur.

Beweis: o o o 0
Satz 7.1.8.
Fiir paarweise verschiedene Eigenwerte Ai,..., A\, € K zu T (mit

m € N) gelten:
a) Die Summe E(M\)+ -+ E(X\y) ist direkt, wir notieren:

T E(\,) beziehungsweise E(A\) @ --- @ E(\y) (vel. Ubung (6.2.c))
1

p=

b) Vektoren w1,...,x, mit z, € E(\,)\ {0} (n € N,,) sind linear
unabhdngig.

&) 3 v(\,) < dim(D)
pn=1

d) V=@ EN) < 3 v(\,) = dim()
p=1 p=1
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Beweis:

a): (induktiv): m=1: v m—1~m:
Aus 0 = 2y + -+ -+, mit z, € E(\,) (n€N,,) folgen:
0=T0= \Nz1+ -+ A2y und
0= A1+ -+ AT, also
0= A=Az 4+ -+ (A — Am1) Tina
Nach Induktionsvoraussetzung hat man (A, — A,)z, = 0, somit
z, = 0 (p € N,,_1) und schliellich z,,, = 0.

b): 0 = f) Q, T, :)ozumu (neN,),also a, =0 (peN,,).

p=1 ~~—~—~
€E(A)
0: S u\) = 3 dimEQ,) | = dim(éné E()\N)> < dim T
p=1 p=1 (Ub 6.2.c) p=1
d): 3 vl = dim (Me:]alE(A,,)> — dimT S EN) =2

7.2. Diagonalisierbarkeit.

Es seien wieder K ein Korper, n € N, U ein K-Vektorraum mit
dimU =n, T € End(Y) und A € K™,

Definition 7.2.1.

T heifit genau dann ,, diagonalisierbar”, wenn eine (geordnete) Basis B
von U so existiert, dass Mpg(T) Diagonalmatrix ist.

Satz 7.2.2.

T ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von ‘U aus
Eigenvektoren von T gibt.

Beweis:

Ist T diagonalisierbar, dann existieren eine (geordnete) Basis B =
(b1,...,by) von Wund N\, € K (v € N,) derart, dass

A O 0

0 X O 0
Mp(T) = y

0 0 An

gilt. Das bedeutet aber gerade T'b, = A\, b, (v € N,,).

Ist B = (by,...,b,) eine Basis von U aus Eigenvektoren von 7', dann
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existieren A\, € K mit 7b, = A\,b, (v € N,,); damit ist dann:

N0 0
0 X 0 -~ 0
Ms(T) = | . . :
0o - 0 A\,
O
Beispiele
0 —1
B3) |IK:=R |, A:= (1 0)
Hier hat man z1, — A = _331 i) ,also pa(z) = 22+ 1. Es

existiert kein Eigenwert zu A; daher ist A nicht diagonalisierbar.

(B4) [K:=C|, 4= (8 é)

x
0

einziger Eigenwert zu A mit

E(0) = ker(A) = {(g) Cae c} 4 C?

Daher ist die Matrix A nicht diagonalierbar. 4

2

Hier ist 21, — A = und somit pa(z) = z°. x =0 ist

Definition 7.2.3.

Ist A € K ein Eigenwert zu T, dann bezeichnen wir die ,Vielfachheit*
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms yr mit o(\) also:

o(A) =max{r € N| xr(z) = (x — \)"¢(z) mit einem Polynom ¢}

Wir sagen auch ,, Ordnung von A\ oder , algebraische Multiplizitat*.

Bemerkung 7.2.4.
Ist A € K ein Figenwert zu T, dann gilt:
v(A) < o(A)

Beweis: Es gelten:
T(E(N) C E(\), Ty := T/E()\) = Midg(y), also mit p := v(A):

XTo ([L’) = det (J? ldE(,\) _TQ) = det ((1’ — )\) ldE()\)>
= det ((r — A\)1,) = (x — A)P.
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Ergénzt man eine Basis von E(\) zu einer Basis B von U, dann hat die

Matrix A := Mp(T) die Blockgestalt wie in Satz 6.6.1|. Damit gilt:
xr(z) = pa(z) = det (xlp - A%) det (:U 1, - Ag)

Das durch Q(z) := det(z1, — A3) gegebene Polynom @ liefert also
xr(x) = (x = A)PQ(x), somit v(A) =p < o(N). O

In Beispiel (B4) gilt 1 = v(0) < 0(0) = 2.
Definition 7.2.5.

Der Korper K heifit genau dann , algebraisch abgeschlossen®, wenn
jedes Polynom tiber K in ein Produkt von ,Linarfaktoren ,zerfallt‘:

Pz) = ao [[(z — ) mit a, €K

v=1
Der klassische Fundamentalsatz der Algebra, den man einfach mit funktionentheo-
retischen Hilfsmitteln beweist (vgl. dazu etwa das schone Buch [4]), besagt gerade,
dass C algebraisch abgeschlossen ist. Sie diirfen die Annahme K algebraisch ab-
geschlossen* durch K= C* ersetzen!

Satz 7.2.6.

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann gilt:

T diagonalisierbar <= Fir alle Eigenwerte A\ von T ist v(A) = o(\)

Beweis:
—> Es existiert eine Basis B = (by,...,b,) von U und p; € K derart,
dass
g - 0
Mp(T) = | -~ ],
0 - fin

also (%) Tb; = p;b; (j € N,,). Dann ist yp(z) = ﬁ(:c — ;).
i=1

Ist A ein Eigenwert zu 7" mit o(\) =: r, dann sind genau r der
p; gleich A; nach (x) ist dann auch v(\) = r.

<= Es seien \q,...,\,, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von
T. Da K algebraisch abgeschlossen ist:

dim Y < > o(Ap) o) > (A
S Rt

p=1

Nach Satz folgt die Diagonalisierbarkeit von 7'.
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7.3. Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen.

Es sei (U, (, )) ein endlich-dimensionaler unitérer Vektorraum, also

insbesondere | K= C |.

Bemerkung 7.3.1.

Ist A ein Eigenwert eines normalen Endomorphismus T von 0 mit
zugehdrigem Eigenvektor x, dann ist A ein Figenwert von T mit glei-
chem Eigenvektor x.

Beweis: Nach den Bemerkungen [5.3.8| und [5.3.4] hat man

I(A idy =T)l| = [|(Xidg —T") ||

fiir beliebige A € K und x € U; denn mit 7T ist \idyg —T normal.
Daraus liest man die Behauptung unmittelbar ab. 0]

Bemerkung 7.3.2.

Sind A1, Ay verschiedene Figenwerte eines normalen Endomorphismus
T, dann sind die Eigenrdgume E(\;) und E(X2) orthogonal.

Beweis: Fir x € E(A) und y € E()\2) hat man:

Ay y) = (aasy) = (Tey) = (2, T7y) £, 20y) = Ao (2,9)

& ¢

Mit A\; # Ay folgt so: z L y. O

Definition 7.3.3.

Sind Uy,...,U,, (fur ein m € N) Unterrdume von U, dann heiit U
sorthogonale Summe* dieser Unterrdume, in Zeichen

m

L= DYV, oder T=0,0--DVyn,
pn=1

genau dann, wenn U = U;+---+0,, und U, L Y, firalle y,v € N,
mit v # p gelten.

Bemerkung 7.3.4.

Jede orthogonale Summe ist direkt.

Beweis: o o o 0
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Definition 7.3.5.

Eine Projektion P: U — U heiffit genau dann ,orthogonal”, wenn
im P | ker P gilt.

Beispiel

(B5) In jeder orthogonalen Summe sind die zugehorigen Projektionen

orthogonal. 4

Der folgende Satz ist wohl der wichtigste und leistungsfihigste der Linearen Al-
gebra! Der Beweis ist etwas aufwendig; deshalb werden sehr oft nur Spezialfille
behandelt. Ich gehe — aus Zeitgrinden — auf den Beweis nicht mehr ein, behandle
stattdessen lieber einige Folgerungen. Wer es unbedingt genauer wissen mochte,
findet die Ideen beispielsweise in den Biichern [6] und [8].

Satz 7.3.6.  Hauptsatz (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen)

In (d) gilt: Die Diagonalelemente von ,Mp(T) sind die Eigenwerte von
T, die Basisvektoren b, sind zugehorige Figenvektoren.

Folgerung 7.3.7.

Ist T' ein hermitescher oder unitiarer Endomorphismus von U mit paar-
weise verschiedenen Eigenwerten A, ..., A\, € C dann gelten die Aus-

sagen (b), (c), (d) und (e) aus Satz[7.5.6,
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Beweis der Folgerung: T ist jeweils normal. 0

Die Eigenwerte eines normalen Endomorphismus 7" geben viel Infor-
mation tiber 7"

Satz 7.3.8.

Fiir die paarweise verschiedenen Eigenwerte Ay, ..., A\, € C (mit ei-
nem m € N) eines normalen Endomorphismus T von U gelten:

a) T ist hermitesch <= Ve N, A\, € R

b) T ist unitir <= VpeN,, [\, =1

c) T ist invertierbar <= Vu € N, A\, #0

d) T ist idempotent (d.h. T* =T) <= VpueN,, A, € {0,1}

e) T ist positiv semidefinit <= Y u € N, A, € [0, 00)

)

)
)
)
)

f) T ist positiv definit <= Y u € N, A\, € (0,00)

)

Definition 7.3.9.

Natiirlich heifit 7" € End(0) genau dann ,positiv semidefinit®, wenn
(Tx,z) € [0,00) fiir alle z € U gilt, und ,positiv definit*, wenn
(Tx,x) € (0,00) fur alle z € L\ {0} gilt.

Beweis:

Nach Satz [7.3.6] existieren — mit n := dim Y — eine orthonormierte
Basis B = (b1,...,b,) von U und p; € K (j € N,) derart, dass

[ R 0
A= Mp(T) =] .
0 -
Dabei sind die p; gerade die Eigenwerte von T'.
a) : T hermitesch <= A hermitesch <= A = A*
o

= =0 (JeN,) <= A=\ (ieN,)
b) : T unitir <= A unitir <= il =10 eN,) <= |N|=1({€eN,)
c¢) : T invertierbar <= A invertierbar <= det A # 0

= #0(GeN,) = N#0(1eN,)

d) : T idempotent <= A*> = A <= 1> = p; (j € N,,)
— N=)\(GeN,) < Nec{0,1} (i eN,)
e) : T positiv semidefinit <=V (aq,...,a,) € C"

0 < <T <Z%‘bi> 7Zakbk> = <Z%‘Mz’bz’,zakbk>
i=1 k=1 i=1 k=1
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= ZaioTk,ui (b, by) = Z |oi|* ;. Dies bedeutet aber gerade
ik i=1
p; >0 (...) beziechungsweise A\; >0 (...)

f) : ,ebenso' wie e)

Definition 7.3.10.
Eine Matrix A € C™*" heifit genau dann ,normal®, wenn gilt:
AA* = ATA
Insbesondere sind also hermitesche und unitare Matrizen normal.
Nach den Bemerkungen und ist T' genau dann normal,

wenn eine zugehorige darstellende Matrix normal ist. Fiir Matrizen
liefert der Spektralsatz:

Folgerung 7.3.11.

Es seien n € N und A € C"™"™ normal. Dann ezistiert ein U € U(n),
derart, dass

U AU = U*AU Diagonalmatriz ist.

Sprechweise: , A ist unitar diagonalisierbar.

Beweis: Auf dem C" betrachten wird das Standard-Skalarprodukt und

wenden den Spektralsatz auf: f,: C* — C"
w w

rz +— Ax

Folgerung 7.3.12.
Ist eine Matriz A € K™™ unitdir diagonalisierbar, dann ist sie normal.

Beweis: Ist U*AU =: D mit einem U € U(n) eine Diagonalmatrix,
dann ist D normal und damit:

0

I
=

Auf wichtige Folgerungen fiir den Fall | K gehe ich — aus Zeitgriinden —

nicht mehr ein.
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Alles hat ein

— nur die Wurst hat zwei . ..

So hat auch unsere Vorlesung nun ein Ende — bis auf die beiden kleinen
Termine am 27. und 29. Februar. ©
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