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Aufgabe 10.1

Es seien V ein Prä-Hilbert-Raum über K ∈ {R,C}, ϕ : V −→ V ein selbstadjun-
gierter Endomorphismus und U ⊂ V ein Unterraum mit ϕ(U) ⊂ U . Zeige: Dann ist
ϕ(U⊥) ⊂ U⊥.

Aufgabe 10.2 (Normalität)

Zeige: Eine reelle 2× 2-Matrix A :=

(
a b
c d

)
ist genau dann normal, wenn

b = c ist oder a = d und b = −c gilt.

Aufgabe 10.3 (Kreuzprodukt)

Für Vektoren v =

 v1

v2

v3

 und w =

 w1

w2

w3

 im R3 sei das Vektorprodukt, auch

Kreuzprodukt genannt, definiert durch:

v × w :=

(
det

(
v2 v3

w2 w3

)
,− det

(
v1 v3

w1 w3

)
, det

(
v1 v2

w1 w2

))T

Zeige:

(a) w × v = −(v × w)

(b) v × v = 0

(c) Das Kreuzprodukt ist linear in beiden Variablen.

(d) v × w ⊥ v, v × w ⊥ w

(e) e1 × e2 = e3

(f) Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ.

(g) v, w linear abhängig ⇐⇒ v × w = 0

(h) Sind v, w linear unabhängig und s ∈ R3 mit 〈v, s〉 = 0 und 〈w, s〉 = 0, dann gibt
es ein λ ∈ R mit

s = λ (v × w) .

(i) Für x, y, z ∈ R3 gilt: 〈x, y × z〉 = det

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3





Aufgabe 10.4 (Rotation und Spiegelung)

(a) Für ϑ ∈ R beschreibt

D(ϑ) :=

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
die Rotation um den Ursprung um den Winkel ϑ (erläutern!).

Zeige für ϑ, ϑ1, ϑ2 ∈ R:

(i) D (0) = I = 112

(ii) D (ϑ1) ·D (ϑ2) = D (ϑ1 + ϑ2)

(iii) D (ϑ) ist invertierbar mit D (ϑ)−1 = D (−ϑ)

(iv) (D (ϑ))n = D (nϑ) für alle n ∈ N

(b) Gib jeweils eine Matrix an, durch die die Spiegelung an

(i) der x-Achse

{(
x
0

)
: x ∈ R

}
(ii) der y-Achse

{(
0
y

)
: y ∈ R

}
(iii) der Winkelhalbierenden

{(
x
x

)
: x ∈ R

}
im R2 gegeben ist.

Hinweis: Die folgenden Formeln (für α, β ∈ R) dürfen ohne Beweis verwendet werden:

sin (−α) = − sinα, cosα = cos (−α) , (cosα)2 + (sinα)2 = 1

sin (α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ, cos (α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ
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