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Es seien wieder — wie
’
immer‘ — K ein Körper und n,m natürliche Zahlen.

Aufgabe 11.1 (Symmetrische Gruppe)

Zeige, dass die symmetrische Gruppe n-ten Grades Sn genau für n ≥ 3 nicht kommu-
tativ ist. (Siehe Bemerkung 6.2.2 (c).)

Aufgabe 11.2 (Parallelepiped)

Wir schließen an Aufgabe 10.3 — mit dem Standard-Skalarprodukt 〈 , 〉 auf dem R3

— an. Zeige für v, w, z ∈ R3:

(j) (i) ‖v × w‖2 = ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉2 , damit

(ii)
∣∣〈v, w〉∣∣ ≤ ‖v‖ ‖w‖ , und

(iii) |〈v, w〉| = ‖v‖ ‖w‖ genau dann, wenn v, w linear abhängig sind.

(k) ‖v × w‖ = ‖v‖ ‖w‖ · sin ](v, w) (v, w linear unabhängig)

(l) Das Volumen des Spats, auch Parallelepiped oder Parallelotop genannt,{
λ v + µw + % z | 0 ≤ λ, µ, % ≤ 1

}
ist gerade durch |〈v × w, z〉| gegeben. Die Größe

[v, w, z] := 〈v × w, z〉

heißt Spatprodukt.

Aufgabe 11.3 (Zerlegung in paarweise disjunkte Zyklen)

Es seien σ ∈ Sn und

Fix(σ) :=
{
i ∈ {1, . . . , n} | σ(i) = i

}
die Menge der Fixpunkte von σ. Zeige:

(a) Zu 1 ≤ i ≤ n mit i /∈ Fix(σ) gibt es genau einen r-Zyklus σr := [i, i1, . . . , ir−1]
derart, dass i1, . . . , ir−1 /∈ Fix(σ) und Fix(σ−1

r ◦ σ) = Fix(σ) ∪ {i, i1, . . . , ir−1}.

(b) Jedes σ ∈ Sn ist Produkt aus paarweise disjunkten Zyklen. Hierbei heißen zwei
Zyklen [i1, . . . , ir] und [j1, . . . , js] disjunkt, falls {i1, . . . , is} ∩ {j1, . . . , js} = ∅.

(c) Diese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.



Aufgabe 11.4 (Multilineare Abbildungen)

Zeige, dass die folgenden Abbildungen multilineare Abbildungen sind:

(i) ϕ : (Rn)2m −→ R , ϕ(v1, . . . , v2m) :=
∏m

i=1〈v2i−1, v2i〉

(ii) ϕ : (Rn×n)m −→ R , ϕ(A1, . . . , Am) := tr
(∏m

i=1Ai

)
(iii) ϕ : V n −→ R, ϕ(v1, . . . , vn) :=

∏n
i=1 fi(vi). Dabei seien V ein endlich-dimensionaler

K-Vektorraum und fi ∈ L(V,R).
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