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Aufgabe 5.1

(a) Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und
α : V −→ V eine lineare Abbildung. Beweise, dass die folgenden Aussagen äqui-
valent sind:

i) α ist injektiv.

ii) α ist surjektiv.

iii) α ist bijektiv.

(b) Wir betrachten nun den R-Vektorraum F := RN0 der Folgen reeller Zahlen.

i) Gib ein Beispiel für eine lineare Abbildung β : F −→ F , die injektiv und nicht
surjektiv ist.

ii) Gib ein Beispiel für eine lineare Abbildung γ : F −→ F , die surjektiv und
nicht injektiv ist.

Aufgabe 5.2 (Komplexe Zahlen)

Nach Übungsaufgabe (2.2.a) wissen wir, dass

M :=

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
mit der Addition und der Multiplikation von Matrizen ein Körper ist. Zeige für die
Abbildung

ϕ : R 3 a 7−→
(
a 0
0 a

)
= aI2 ∈M :

i) ϕ ist injektiv.

ii) Für a, b ∈ R gelten: ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) und ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b) .

iii) Mit

j :=

(
0 −1
1 0

)
gelten: j2 = ϕ(−1) und

(
a −b
b a

)
= ϕ(a) + jϕ(b) .

Nach i) und ii) kann man a ∈ R mit ϕ(a) ∈M
’
identifizieren‘. Dann gelten also:

j2 = −1 und

(
a −b
b a

)
= a+ j b für alle a, b ∈ R .



Aufgabe 5.3 (Vollständige Induktion)

(a) Zeige: Für alle n ∈ N3 gilt n2 − 2n− 1 > 0.

(b) Es sei

M :=

(
−1 −4
1 3

)
.

Zeige für n ∈ N:

Mn =

(
1− 2n −4n
n 1 + 2n

)

Aufgabe 5.4 (Direkte Summe)

Es seien V ein Vektorraum und W1, . . . ,Wr Untervektorräume von V . Zeige:

V ist genau dann die direkte Summe der Untervektorräume W1, . . . ,Wr wenn gilt:

(i) V = W1 + · · ·+Wr und

(ii) ∀w1 ∈ W1 \ {0} . . . ∀wr ∈ Wr\{0} gilt:
w1, . . . , wr sind linear unabhängig.

Definiere dazu zunächst die direkte Summe von r Unterräumen

r⊕
%=1

W% = W1 ⊕ · · · ⊕Wr

geeignet.
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