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Es seien wieder — wie jimmer’ — K ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

Aufgabe 9.1 Matrix des Skalarproduktes

Es sei (-,-) ein Skalarprodukt auf R™ mit darstellender Matrix C' beziiglich der Stan-
dardbasis. Zeige:

(a) Sind v, w € R™, so ist (v, w) = vT Cw.

(b) Ist M € R™™ eine weitere Matrix mit M7 = M, so liefert (v, w)y; := v7 Mw genau
dann ein Semiskalarprodukt auf R”, wenn v Mv > 0 fiir alle v € R" ist.

(c) Ist in (b) zusétzlich der Zeilenrang von M gleich der Dimension n des Vektorraums,
so ist (-, ) ein Skalarprodukt.

Aufgabe 9.2 Orthogonales Komplement

Es seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einem Skalarprodukt und W;
und Wy Unterrdume von V. Zeige:

(a) Tst Wy C Wy, so ist Wit € Wit
(b) (Wi + Wo)t =W n Wi,
(C) (Wl N VVQ)L = I/VlL + I/VQL

Aufgabe 9.3 Gram-Schmidt-Verfahren
Es seien a, b, c € R* mit
a:=(2,2,0,1)", b:=(2,1,0,0)7, c:= (2,0, -1, 1",

Benutze das im Beweis von Satz 5.2.1 beschriebene GRAM-SCHMIDT-Verfahren, um
ein Orthonormalsystem (A, B, C') — beziiglich des Standardskalarprodukts — fiir U :=
(a,b, c) zu finden.

Aufgabe 9.4

Es seien V' ein K-Vektorraum (wobei K = R oder K = C ist), (-,-) ein Skalarprodukt
auf V und T: V — V eine lineare Abbildung.

(a) Fir alle z € V sei ||T'(z)|| = ||z]|.
Zeige, dass (T'x, Ty) + (Ty, Tx) = (z,y) + (y,x) fir alle z,y € V gilt.

Hinweis: Fige an geeigneter Stelle ||T(xz — y)|| ein.




(b) Zeige, dass genau dann ||T'(x)|| = ||z|| fiir alle z € V' gilt, wenn
(T(x),T(y)) = (z,y) fir alle z,y € V ist.

Hinweis: Ist z = a+ib eine komplexe Zahl, wobei a,b € R, so schreiben wir R(z) :=
a fir den Realteil von z und (z) := b fir den Imagindrteil von z. Benutze die
Formeln R(z) = 22 und () = 52 und die Gleichung aus (a), um zu zeigen, dass
R(Tx, Ty) = R(x,y). Zeige dann, indem du y durch iy ersetzt, dass S(Tx,Ty) =
Xz, y).

Wir wiinschen Euch allen besinnliche und frohe Weihnachtstage und dazu
ein erfolgreiches neues Jahr!

LIch weif$ nicht, ob es besser wird, wenn es anders wird.
Aber es mufS anders werden, wenn es besser werden soll. “

(Georg Christoph Lichtenberg)
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