Aufgabe 35
Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € R™ mit Standardskalarprodukt (,) gilt

(@) (@+y,2—y) =]l - Iyl
(b) llz +yll? + 1z — yll* = 2[|* + 2[|yl|*.

Losung. Wir kénnen von einem allgemeinen Skalarprodukt auf R™ ausgehen. Zur Erinnerung: Ein
Skalarprodukt auf einen R-Vektorraum ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.

(a) Behauptung: Es gilt (z+y, 2 — ) = ||/ - [|y]|>.

Beweis: Wir haben
2| = V/(z, 2) & [|z]|* = (z,).

Fiir die rechte Seite der Behauptung gilt damit
H.’L’”Q _ | ‘y| ‘2 _ <$7 $> _ <y7 y> linear im 2:.Argument <,’L" {L’> + <y’ _y> linear in beidg) Argumenten <$—|—y’ [L’—y>

(b) Behauptung: Es gilt ||z +y||* + ||z — y[[* = 2[|z[]* + 2[]y|[*.
Beweis: Wir betrachten die linke Seite der Behauptung: Es gilt

> linear im 1. Argument <

lz+yllP=(z+yz+ x4y + Y,z +y)

+{(z,y) + (¥, 7) + (y,9)
+

linear im 2. Argument <

T, T

)
)

TR (2, x) + (@) + (@) + (YY)
= (@, 7) + 2(z,y) + (v, 9),
somit gilt
llz +ylI* = (z,2) +2(z,y) + (9. (1)
Analog ergibt sich
|z = ylI* = (z,2) — 2(z, y) + (y,y)- (2)

Addition von (1) und (2) liefert

[z +ylI? + |z = yl* = 2z, 2) + 2(y, y) = 2[J=[]* + 2|ly||*.



