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Bestimmen Sie

(a)

∫
(4x3 +

√
2x2 − 17x+ 1)dx (b)

∫ n∑
k=0

xkdx

(c)

∫
xn exp(x)dx (n ∈ N fest) (d)

∫
cos(3x+ 4)dx (e)

∫
x
√

1 + x2dx

(f)

∫ 2

1

sin2(x)dx (g)

∫ 2

1

ln(x)dx (h)

∫
7xdx (i)

∫ π

0

sin(
√
x)dx

(j)

∫ 3

2

x

x2 − 1
dx (k)

∫ 1

0

6x

(x2 + 1)3
dx (l)

∫ π
2

π
6

√
sin(x)cos(x)dx

(m)

∫ 1
2

0

x2 + 8x+ 1

x2 − 1
dx.

• Vorbemerkung 1: Bei der Benutzung der Substitutionsregel ist Folgendes zur Leibnizschen
Notation des Differentialoperators nützlich: Sei f : D → R in x ∈ D differenzierbar, d.h.

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
=: f ′(x)

existiert. Da f auch stetig ist, existiert

lim
h→0

f(x+ h)− f(x) =: dy,

ebenso existiert natürlich auch

lim
h→0

h = lim
h→0

(x+ h)− x =: dx.

Somit gilt

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

GWS
=

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

lim
h→0

h
=
dy

dx
= f ′(x).

Also gilt
dy = f ′(x)dx.

Wir können also mit dy und dx wie mit reellen Zahlen
”
rechnen“.

• Vorbemerkung 2 (logarithmische Ableitung): Es f : D → R differenzierbar und f > 0.
Dann gilt

ln(f)′ =
f ′

f
.

Also gilt ∫
f ′

f
= ln(f) + c, c ∈ R.

Nun zu den eigentlichen Aufgaben:

(a) Es gilt aufgrund der Linearität des Integrals∫
(4x3 +

√
2x2 − 17x+ 1)dx = x4 +

√
2
3 x

3 − 17
2 x

2 + x+ c, c ∈ R.

(b) Es handelt sich um eine endliche Summe, daher dürfen wir ohne Weiteres gliedweise integrie-
ren, und erhalten ∫ n∑

k=0

xkdx =

n∑
k=0

∫
xkdx =

n∑
k=0

xk+1

k + 1
+ c, c ∈ R.

(c) Mit partieller Integration ergibt sich∫
xn exp(x)dx = xn exp(x)− n

∫
xn−1 exp(x)dx.

Erneute partielle Integration liefert∫
xn exp(x)dx = xn exp(x)− nxn−1 exp(x) + n(n− 1)

∫
xn−2 exp(x)dx.



Mit jeder weiteren partiellen Integration reduziert sich der Grad des Faktors xn, induktiv
erhalten wir also ∫

xn exp(x)dx = exp(x)

n∑
k=0

(−1)k
n!

(n− k)!
xn−k + c.

(d) Substitution liefert∫
cos(3x+ 4)dx =

1

3

∫
3 · cos(3x+ 4)dx =

1

3
· sin(u) + c, c ∈ R

mit u(x) = 3x+ 4. Also ∫
cos(3x+ 4)dx =

1

3
sin(3x+ 4) + c, c ∈ R.

(e) Mittels Substitution erhalten wir∫
x
√

1 + x2dx = 1
2

∫
2x(1+x2)

1
2 dx

Substitution
= 1

2

∫
u

1
2 du = 1

2
2
3u

3
2 +c = 1

3 (1+x2)
3
2 +c, c ∈ R.

(f) Partielle Integration liefert∫
sin(x) sin(x)dx = − sin(x) cos(x) +

∫
cos(x) cos(x)dx.

Wir benutzen folgende Aussage

∀x ∈ R : cos2(x) + sin2(x) = 1.

Damit gilt ∫
sin2(x)dx = − sin(x) cos(x) +

∫
1− sin2(x)dx.

Daraus folgt

2

∫
sin2(x)dx = − sin(x) cos(x) +

∫
1dx,

und daher ∫
sin2(x)dx =

x− sin(x) cos(x)

2
+ c, c ∈ R.

Folglich ∫ 2

1

sin2(x)dx =

[
x− sin(x) cos(x)

2

]2
1

.

(g) Wir wenden partielle Integration an∫
ln(x)dx =

∫
1 · ln(x)dx = x ln(x)−

∫
x

1

x
dx = x ln(x)− x+ c, c ∈ R.

Daraus folgt∫ 2

1

ln(x)dx = [x ln(x)− x]
2
1 = 2 ln(2)− (0− 1) = 2 ln(2) + 1 = ln(4) + 1.

(h) Wir beachten, dass für a ∈ R+ gilt

(ax)′ = ln(a) · ax.

Somit gilt ∫
axdx = ax

ln(a) + c, c ∈ R,

also ∫
7xdx =

7x

ln(7)
+ c, c ∈ R.

2



(i) Zur Bestimmung von ∫ π

0

sin(
√
x)dx

benutzen wir Substitution: Wir setzen

u :=
√
x.

Dann gilt
1

2
√
x

= (
√
x)′ =

d
√
x

dx
=
du

dx
.

Wie in der Vorbemerkung 1 ausgeführt, dürfen wir mit dx und du wie mit reellen Zahlen
rechnen und wir erhalten

dx = 2
√
xdu = 2udu.

Wegen 0 ≤ x ≤ π folgt 0 =
√

0 ≤ u ≤
√
π als

”
neue“ Integrationsgrenzen. Somit gilt∫ π

0

sin(
√
x)dx

u:=
√
x

=

∫ √π
0

sin(u)2udu = 2

∫ √π
0

u sin(u)du.

Mittels partieller Integration erhalten wir weiter∫ √π
0

u sin(u)du = [−u cos(u)]
√
π

0 −
∫ √π
0

1(− cos(u))du = [−u cos(u)]
√
π

0 +

∫ √π
0

cos(u)du

= [−u cos(u)]
√
π

0 + [sin(u)]
√
π

0 = −
√
π cos(

√
π) + 0 + (sin(

√
π)− sin(0))

= −
√
π cos(

√
π) + sin(

√
π).

Insgesamt erhalten wir∫ π

0

sin(
√
x)dx = 2

∫ √π
0

u sin(u)du = 2[sin(
√
π)−

√
π cos(

√
π)].

(j) Für die Funktion f(x) := x2 − 1 gilt f(x) > 0 für x ∈ [2, 3] und ferner f ′(x) = 2x. Mit der
Vorbemerkung zur logarithmischen Ableitung folgt∫ 3

2

x

x2 − 1
dx = 1

2

∫ 3

2

2x

x2 − 1
dx = 1

2 [ln(x2 − 1)]32 = 1
2 [ln(8)− ln(3)] = ln

(√
8
3

)
.

Alternativ können wir das Integral mittels Substitution bestimmen. Hierzu setzen wir

u := x2 − 1,dann gilt
du

dx
= 2x.

Dann gilt ∫ 3

2

x

x2 − 1
dx =

∫ 3

2

1

u

(
1
2

du

dx

)
dx = 1

2

∫ 8

3

1

u
du = 1

2 [ln |u|]83 = ln

(√
8
3

)
.

(k) Zur Bestimmung von ∫ 1

0

6x

(x2 + 1)3
dx

verwenden wir die Substitution u = x2 + 1, dann gilt du
dx = 2x. Somit gilt∫ 1

0

6x

(x2 + 1)3
dx =

∫ 1

0

1

u3

(
3
du

dx

)
dx = 3

∫ 2

1

u−3du = 3

[
u−2

−2

]2
1

= − 3
2 ( 1

4−1) = (− 3
2 )(− 3

4 ) = 9
8 .

3



(l) Zur Bestimmung von ∫ π
2

π
6

√
sin(x)cos(x)dx

verwenden wir die Substitution u = sin(x), dann gilt du
dx = cos(x). Somit gilt

∫ π
2

π
6

√
sin(x)cos(x)dx =

∫ π
2

π
6

√
u
du

dx
dx =

∫ sin(
π
2 )

sin(
π
6 )

√
udu =

∫ 1

1
2

u
1
2 du = 2

3

[
u
3
2

]1
1
2

= 2
3

(
1− ( 1

2 )
3
2

)
= 2

3

(
1− 1

2
√
2

)
.

(m) Zu bestimmen ist ∫ 1
2

0

x2 + 8x+ 1

x2 − 1
dx.

Für den Integranden gilt

x2 + 8x+ 1

x2 − 1
=

(x2 − 1) + 8x+ 1 + 1

x2 − 1
= 1 +

8x+ 2

x2 − 1
.

(Diese Darstellung finden wir alternativ mit einer Polynomdivision.) Mittels Partialbruchzerlegung
finden wir

8x+ 2

x2 − 1
=

5

x− 1
+

3

x+ 1
.

Damit gilt mit der Linearität des Integrals

∫ 1
2

0

x2 + 8x+ 1

x2 − 1
dx =

∫ 1
2

0

(
1 +

5

x− 1
+

3

x+ 1

)
dx

=

∫ 1
2

0

1dx+ 5

∫ 1
2

0

1

x− 1
dx+ 3

∫ 1
2

0

1

x+ 1
dx

= [x]
1
2
0 + 5 [ln |x− 1|]

1
2
0 + 3 [ln |x+ 1|]

1
2
0

= ( 1
2 − 0) + 5(ln( 1

2 )− ln(1)︸ ︷︷ ︸
=0

) + 3(ln( 3
2 )− ln(1))

= 1
2 + 5 ln( 1

2 ) + 3 ln( 3
2 ) = 1

2 + ln
(
( 1
2 )5 · ( 3

2 )3
)

= 1
2 + ln( 27

256 ).
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