Aufgabe 34
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen
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Geben Sie auch alle = € R an fiir die die Reihen konvergieren.
Losung.
Vorbemerkung: Gemifl der Definition 9.8 (Kompendium, Seite 105) des Konvergenzradius r der

Potenzreihe
E anpx"
n

bestimmen wir r mit Hilfe von limsup {/|a,|. Hierfiir ist die Bemerkung 5.31 (Kompendium, Seite

n—oo

34) hilfreich: (a,)nen konvergiert dann, wenn limsupa,, = lim a, = liminf a,,.
n—o0o n— oo n— 00

(a) Behauptung: Die Potenzreihe Z w hat Konvergenzradius r = oo und konvergiert

n=1
damit fiir alle x € R.
Beweis: Wir setzen a,, := n% Dann gilt {/|a,| = % Also gilt lim {/|a,| = 0. Mit der
n—o0
o0 n
Vorbemerkung gilt daher limsup {/|a,| = 0. Also gilt » = co und die Potenzreihe ) ¥z
n—oo n=1
2] n
konvergiert fiir alle y € R. Diese Aussage gilt dann offenbar auch fiir ) (x*i%. O
n=1
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(b) Behauptung: Die Potenzreihe Y 2~ (42 —8)™ hat Konvergenzradius r = 1 und konvergiert

n=1
nur fiir z € [, 47).
Beweis: Wir setzen b, := 2-. Dann gilt {/]b,[ = %\/ﬁ — 2 fiir n —» oo (da ¥n — 1 fiir
o0
n — 00). Somit hat die Reihe nzl —y" den Konvergenzradius 7limsup ] 5- Mithin

konvergiert > 2-(4z — 8)" fiir |4z — 8| < 1 ¢ |v — 2| < L. Also hat Z 2" (42 — 8)™ den
n=1
Konvergenzradius %. Wir haben
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Die Potenzreihe konvergiert somit fﬁr T € (%7 %) Ob sie auch an den Endpunkten des

Intervalls, also fiir z = 12 und z = X, konvergiert, kénnen wir (gemé8 Satz 9.9 (iii)) nicht
iitber den Konvergenzradius kliaren. Hierfiir fithren wir eine Einzelbetrachtung durch:

e Fiir z = %5 erhalten wir die Potenzreihe
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Dies ist die alternierende harmonische Reihe, die bekanntlich (nach dem Leibnizkriteri-
um) konvergiert.

e Fiir x = % erhalten wir die Potenzreihe
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Dies ist die harmonische Reihe, die bekanntlich divergiert.

Insgesamt konvergiert Z 2% (42 — 8)™ nur fiir 2 € [L2,40). O

n=1



(c) Behauptung: Die Potenzreihe Y >° | (;#(x + 3)™ hat Konvergenzradius r» = 4 und kon-
vergiert nur fiir x € (—7,1).
Beweis: Wir setzen ¢, := (7%1,) . Dann gilt {/|c,| = i — % fiir n — o0o. Somit hat die Reihe

den Konvergenzradius ——————— = 4. Die Reihe konvergiert also fiir
limsup Y/|cn|
n— oo

[t+3]| <4 —4<z+3<4e -T<z<l

Fiir x = —7 und « = 1 sind wieder Einzelbetrachtungen notwendig.

e Fiir x = —7 erhalten wir
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diese Reihe divergiert offenbar.

e Fiir x = 1 erhalten wir

D"y i(—w.
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Die Folge (—1)™ ist keine Nullfolge. Damit divergiert die Reihe > (—1)".
n=1

Fiir die Endpunkte des Intervalls (—7,1) divergieren die entsprechenden Reihen also. Wir
erhalten damit die Behauptung. O

Mit diesen Aufgaben haben wir herausgearbeitet, was das Konvergenzverhalten der Potenzreihe
o
n
iiber das Konvergenzverhalten der Potenzreihe

Zan(k ~x— xo)"

fiir feste k € R\{0}, zo € R aussagt. Es gilt ndmlich: Falls > a, 2™ den Konvergenzradius r hat, so
hat D an(k -2 — 20)" fiir feste & € R\{0}, 29 € R den Konvergenzradius 7.



