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Aufgabe 30

Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Eine Matrix A € K™*" ist genau
dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches Polynom y4(t) € K[t] paarweise
verschiedene Nullstellen hat.

Aufgabe 31
Es sei

—9 4
A:(—33 14)'

Bestimmen Sie A'° (ohne Computereinsatz).

Aufgabe 32
Gegeben sei die Matrix
34 3
A=| -1 0 -1
12 3

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom ¢4(t). Zur Erinnerung: Das Minimalpoly-
nom ¢a(t) ist das (eindeutig bestimmte) normierte Polynom kleinsten Grades
mit der Eigenschaft q4(A) =0 € M,xn(K).

(b) Zeigen Sie, dass A nicht diagonalisierbar ist, aber trigonalisierbar.
(c) Trigonalisieren Sie die Matrix A.

Aufgabe 33
Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis (vq, v, v3,v4). Sei ¢ € End(V) mit

o(v;) = viqq fiir i = 1,2,3, ¢o(vy) = vy.
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x.,(\) von ¢.

(b) Zeigen Sie: Fiir K = R ist ¢ nicht trigonalisierbar. Fiir K = C ist ¢ diagonali-
sierbar. Fiir K = [y ist  trigonalisierbar, aber nicht diagonalisierbar.

(c) Bestimmen Sie fiir K = C eine Basis von V' aus Eigenvektoren von ¢.

Aufgabe 34

(a) Begriinden Sie, warum die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A €
K™ die Eigenwerte von A sind.

(b) Wie ist ein Skalarprodukt auf einen K-Vektorraum definiert?

(c) Was ist ein unitirer Vektorraum?



Aufgabe 35
Zeigen Sie, dass fur alle x,y € R™ mit Standardskalarprodukt (,) gilt

(@) (z+y,z—y) =|l=[]* — Iyl
(b) [z +ylI* + [lz = yl* = 2[|=[1* + 2[[y||*.

Aufgabe 36
Es sei V = F3 der dreidimensionale Standardvektorraum iiber dem endlichen Kérper
Fy. Eine lineare Abbildung

p: V=V

sei gegeben durch
@((1707())) = (17171)7 (10((07170)) = <07171>> 90((07071)) = (170,0)'

(a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von ¢ und Basen von ker ¢ und im¢ an.
Verifizieren Sie die Dimensionsformel

dim ker ¢ + dim imy = dim V.

(b) Berechnen Sie die Verkettung ¢ = ©? = ¢ o ¢. Welche Dimension haben Kern
und Bild von ¢? Wie sieht ¢* aus?

Aufgabe 37
Es seien
1 2 2 1 -1 —2
A= -1 1,1 3], 3 und B = 21, 31, 7
2 7 6 2 3 6
Basen des R3.
(a) Es sei v € R® mit
2
coordy(v) = 9
—8

Welche Koordinaten hat v beziiglich der Basis B?
(b) Es sei ¢ : R — R? eine lineare Abbildung mit darstellender Matrix

M=

W N =
DN DO~
— o W

beziiglich der Standardbasen. Wie lautet die darstellende Matrix M (¢, A, B)?



