Aufgabe 12. Es sei ¢ € R3 mit kartesischen Koordinaten (x,y,z). Die folgende
Zuordnungen iiberfithren diese in die sogenannten Kugelkoordinaten (r,0, @) vermoge

x = rsinf cosp, y = rsinfsin g, z=rcosf.

(i) Bestimmen Sie die dazugehorige Funktionaldeterminante zu den obigen Trans-
formationen.

(ii) Bestimmen Sie mit (i) und dem Transformationssatz das Volumen der Kugel
mit der Gleichung
2+ y° + 22 < R
fir R € Ry.

(i) Die Funktionaldeterminante ist die Determinante der Jacobi-Matrix. Wir

erhalten
9 sinfcosy rcosfcosy —rsinfsing
(z,y, . ; .
det N bo) sinflsiny rcosfsingy rsinfcosp
0, ¢) cosf —rsinf 0

Entwicklung nach der 3. Zeile ergibt
oz, y, 2

det W—y,@ = cosf

rcosfcosp —rsinfsinp
rcosf@siny rsinfcosp

~— | —

4+ rsind

sinfcosy —rsinfsinp
sinfsiny rsinfcosp

= r2sin® 0 + r?sinf cos® § = r’sin 6.

ii) Fiir R € R sei
(i) 0
K :={(z,y,2) eR®: 2® + > + 2> < R*}

die Kugel mit Radius R. Gesucht ist das Volumen V und es gilt

V= / dxdydz.
K

Fiir die Integrationsgrenzen gilt fiir die obige Koordinatentransformation:

0<r<R 0<60<m 0Z¢p<2m.



Diese Integrationsgrenzen erhalten wir mit folgender Uberlegung: Wir er-
halten die Kugel, indem wir den Halbkreis (0 < # < 7) in der Ebene mit
Radius R im Raum rotieren (0 < ¢ < 27).

Mit dem Transformationssatz erhalten wir

/ drdydz = / / / r? sin Odrdbidy
27
/ / = sin0dfdy = / %3[— cosf|5dy = / §R3dgo _ %W?’-
0 0



