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Aufgabe 5. (i) Es sei Ω := {a, b, c, d}. Geben Sie eine σ-Algebra A auf Ω an, die
{a} und {b} enthält und verschieden von P(Ω) ist.

(ii) Es bezeichne λ das Lebesgue-Maß auf Rd mit d ∈ N. Zeigen Sie, dass für jede
offene Menge U ⊂ Rd gilt λ(U) > 0.

Aufgabe 6. Es seien Ω eine nicht-leere Menge und A eine σ-Algebra über Ω. Zeigen
Sie

(i) ∅ ∈ A

(ii) für jede Folge (An)n∈N von Mengen aus A liegt auch

(
∞⋂
n=1

Ai

)
in A

(iii) A ist stabil gegenüber endlichen Vereinigungen, Schnitten und Differenzen.

Aufgabe 7. Es seien Ω und Ω′ nicht-leere Mengen, A′ eine σ-Algebra in Ω′ und
T : Ω→ Ω′ eine Abbildung von Ω nach Ω′. Zeigen Sie, dass das Mengensystem

T−1(A′) := {T−1(A′) : A′ ∈ A′}

eine σ-Algebra in Ω ist.

Aufgabe 8. (i) Für d ∈ N bezeichne Od, Cd bzw. Kd jeweils das System aller
offenen, abgeschlossenen bzw. kompakten Teilmengen des Rd. Zeigen Sie

B(Rd) = σ(Od) = σ(Cd) = σ(Kd).

(ii) Folgern Sie mit (i): Jede stetige Abbildung f : Rm → Rn ist Borel-meßbar.

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass die Dirichlet Funktion D : R→ R gegeben durch

x 7→

{
1, falls x ∈ Q
0, falls x ∈ R\Q,

nicht Riemann-integrierbar ist, aber Lebesgue-integrierbar. Es bezeichne ferner λ
das Lebesgue-Maß. Bestimmen Sie ∫ 1

0

Ddλ.


