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Aufgabe 5. (i) Essei 2 :={a,b,c,d}. Geben Sie eine o-Algebra A auf 2 an, die
{a} und {b} enthilt und verschieden von P(£2) ist.

(ii) Es bezeichne \ das Lebesgue-Mafl auf R? mit d € N. Zeigen Sie, dass fiir jede
offene Menge U C R? gilt A\(U) > 0.

Aufgabe 6. Es seien 2 eine nicht-leere Menge und A eine o-Algebra iiber 2. Zeigen
Sie

(i) o A
(ii) fiir jede Folge (A, )nen von Mengen aus A liegt auch ( N Ai) in A
n=1

(iii) A ist stabil gegeniiber endlichen Vereinigungen, Schnitten und Differenzen.

Aufgabe 7. Es seien  und ' nicht-leere Mengen, A’ eine o-Algebra in Q' und
T : Q — Q eine Abbildung von  nach . Zeigen Sie, dass das Mengensystem

TYA) = {T71(A): A e A}
eine o-Algebra in €2 ist.

Aufgabe 8. (i) Fiir d € N bezeichne O%,C? bzw. K? jeweils das System aller
offenen, abgeschlossenen bzw. kompakten Teilmengen des RY. Zeigen Sie

BRY) = o(0%) = o(C%) = a(K%).
(ii) Folgern Sie mit (i): Jede stetige Abbildung f : R™ — R" ist Borel-mefibar.

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass die Dirichlet Funktion D : R — R gegeben durch

1, falls x € Q
T
0, falls x € R\Q,

nicht Riemann-integrierbar ist, aber Lebesgue-integrierbar. Es bezeichne ferner A
das Lebesgue-Maf. Bestimmen Sie
1
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