Aufgabe 37

Untersuchen Sie die folgenden Reihen ) a,, auf Konvergenz mit a,, gegeben durch

1 1 1
(a) ] (b) SR (c) m (d) vn+l-+n
n?—2n+3 vn+l—yn 5" n+ 3"
© ey O T ® g O e
o (=1 0l
(@) log(n) () log(n) (k) (2n)!

Losungen. Wir machen Gebrauch von folgendem Satz: Es sei s € Q. Falls s > 1
ist, so konvergiert > -&. Falls s < 1 ist, so divergiert Y =.

(a) Fiir alle n € N gilt 2n 4+ 1 < 2n 4+ n = 3n. Also gilt

N L P

Damit gibt es eine divergente Minorante und »_ a,, divergiert nach dem Mino-
n

rantenkriterium.

(b) Fiir alle n € N gilt n? + 1 > n?. Also gilt
1
S S o

Somit gibt es eine konvergente Majorante und > b, konvergiert nach dem Ma-
n

jorantenkriterium.

(c) Fiir alle n € N gilt
n(n+1) =n®+n < n®+3n® = 4n°.

Da die Quadratwurzel streng monoton wachsend ist, erhalten wir weiter

Vn(n +1) < Van? = 2n.
Also gilt
1 1 1 1
Cpi= Y —F————> ) —=—) —.
2 T S 2
Wir haben damit ) ¢, durch die harmonische Reihe nach unten abgeschétzt,

n
letztere divergiert. Also divergiert nach dem Minorantenkriterium auch ) ¢,.

(d) Es gilt
svi=Y (Vntl-vn)=> Vn+1-) vn

_JNFT-VA

sy ist also unbeschrinkt und damit ist die Folge der Partialsummen nicht
konvergent.



(e)

Es gibt ein k € N, so dass fiir alle n € N5, gilt
n® —2n+3 < n®+n® =2n° (1)

Ebenso gibt es ein ¢ € N, so dass fiir alle n € N5, gilt
1
n*—dn+1> §n4, also gilt

1 2
nt*—4n 41— nt

Aus (1) und (2) folgt, dass fiir alle n € N, mit m := max(k, () gilt

2 _
w43 o, 2 4

ey = —— < 2n° - — =
nt—4n +1 nt

n2’

Damit konvergiert Y e, mit dem Majorantenkriterium.
n

Mit der 3. Binomischen Formel ergibt sich
Vn+1l—yn 1 < 1 1
n+1 (n+D(V/n+1+yn) ~ n(yn+/n) 2m3

Damit gibt es eine konvergente Majorante zu ) | f,, und sie konvergiert mit dem

o

Majorantenkriterium.

5 3 5 3 5\
Jn = gnTignti ~ 3 gugn 2 \§)

Sr-32(3)

>~ gy ist mit |2] < 1 eine konvergente geometrische Reihe.
n

Es gilt

Also gilt

Wir zeigen, dass die Folge

n—+ 3"
(hn)neN = ( n>
né+2n )

keine Nullfolge ist. Damit ist die dazugehdrige Reihe mit dem Nullfolgenkrite-
rium divergent. Fiir fast alle n € N gilt

nb < 2.
Fiir fast alle n € N folgt daraus

n+3 >n+3 - 3 1(3)'

né4+92n = 9n 4 on = Q.90 9

2

Damit ist (h,) unbeschrinkt und daher nicht konvergent und erst recht keine
Nullfolge.



(i)

Es gilt lim v/n = lim log(n) = +00. Wir haben
n—oo

n—o0

und weiter

Mit 1"'Hospital folgt

lim vn = lim —(\/ﬁ)/ =
n—oo log(n)  n—oo (log(n)) .

Also ist (%) keine Nullfolge. Die dazugehorige Reihe ist damit divergent.
neN

Da log(n) streng monoton wachsend fiir n — oo ist, ist m ist eine streng mo-

noton fallende Nullfolge fiir n — co. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert

die alternierende Reihe 1(;;(3;

n

Es sei a,, := (2Ln')v Wir erhalten

any1  (n+1)0 (2n)! (n+1)(2n)! B n+1
a,  (2n+2)! ol 2n)!2n+1)2n+2)  (2n+1)(2n+2)
n+1 < 2n+1 _ 1 <l.
“(2n+1)22 7 2n+1)?2 (2n+1) " n
Also gilt
Ant1 S l
Ay, n

Sei q := % Da (%) eine Nullfolge ist, gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N
gilt
n 1
An+1 < <q=
G, n

< 1.

n!

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert Gn)l-

M o=



