Aufgabe 26
Es seien Uy, Uy Unterrdume eines endlich dimensionalen K-Vektorraums V. Zei-
gen Sie

(a) (Ul + Ug)o = Uf N U2O

(b) (Ul N UQ)O = Uf + UQO
Vorbemerkung: In der Aufgabenstellung miissen wir fiir eine Inklusion bei Aussa-
ge (b) voraussetzen, dass V' endlich-dimensional ist. Die Aussage (a) gilt fiir einen
beliebigen Vektorraum V. Die Aussage (b) gilt nur fiir endlich-dimensionale Vek-

torrdume. Die Inklusion
(Ul N UQ)O D) Ulo + U;

gilt fiir allgemeine Vektorrdume. Die andere Inklusion
(U1 N UQ)O C Uf + U;

nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume.
Beweis: Definitionsgeméf ist der Annullator von U, bezeichnet mit U°, diejenige
Menge der linearen Funktionale, die auf U verschwinden.

(a) ,C“: Esgelte f € (Uy+Usy)°, d.h. f verschwindet fiir alle Vektoren aus U; + Us.
Wegen U; C Uy + U, folgt: f verschwindet auf Uy, also gilt f € Uy. Analog gilt
f € Us. Also verschwindet f in U; und Uy, d.h. f € Uy NU5.
, D% Es gelte f € Uy NUs. Dann verschwindet f auf U; und Us,. Es sei nun
u € Uy +U,. Zu zeigen ist f(u) = 0. Aber dies klar: Es gibt u; € Uy und uy € Uy
mit u = uy +ug. Wir haben also f(u) = f(u1+u2) = f(ur)+ f(uz2) =040 = 0.

(b) ,D“: Es gelte f € U + Us, d.h. es gibt hy € U} und hy € Us mit
[ =hi+ hs.

Zu zeigen ist f € (U; C Uy)°, d.h. f(a) = 0 fiir alle « € Uy N Uy. Wir haben
fir j=1,2
hj € U;@VO(E Uj : hj(Oé) =0.
Es sei daher a € Uy N U,. Dann gilt
fla) = hi(a) + ho(a) =0+ 0 =0,

dies war zu zeigen.
,C“: Da Uy, Uy endlich-dimensional sind, ist U; N Uy endlich-dimensional mit
Basis

{'Yl, cee 771“}7
die wir jeweils zu einer Basis

{Ozla"wam)/}/l)"'v/%‘}

von U; und einer Basis
{517-“75717717"'777“}

von Us und schlieBlich zu einer Basis

{at, oy, Bry ooy By Vs e ooy Yy 01« oo, 0 )

fiir ganz V' ergénzen konnen. Jedes v € V' lésst sich daher schreiben als

V= Zajozj + Z bjﬁj + Z Cj’}/j + Z djdj
J=1 Jj=1 Jj=1 j=1



mit entsprechenden Korperelementen a;, b;, ¢, d;. Fiir f € V* gilt aufgrund der
Linearitét

flv) = Z a;f(aj) + Z bif(B;) + Z cif(v;) + Z d; f(65). (1)

Es gelte nun f € (U; NUsy)°, d.h. f verschwindet auf U; N Uy, d.h. f(v;) =0
fiir jedes j in (1) und wir erhalten

FO) = Y aifls) + 3 bF () + 3 i)
= hi(v) + ha(v)
mit . .
hi(v) :== Z@jf(%‘) + Zdjf(éj)
und

ho(v) := Z b; f(B;).

Wir zeigen nun h; € U;. Daraus folgt dann f € Uy + Uy. Es sei a € U;. Dann

gilt
a = Z a;0 + Z Civj (2)
j=1 j=1
denn {ay,...,am,V1,...,7 } ist eine Basis von U; und wir erhalten

() =Y a;f(a;)+ Y d;f(6;) =0+0=0.
j=1 j=1

J/ J/

-

—0.(a) —0,(8)
(A) : nach Voraussetzung ist f € (U; N Uy)°
(A): denn in (2) treten d; nicht auf

Also ist hy € U7.
Sei nun f# € Uy. Dann gilt mit der Voraussetzung

ha(B) = ijf(ﬁj) =0,

also ist hy € Us. Mithin gibt es hy € Uy und he € U3 mit f = hy + ho, qed.



